-<^ 


..M^ 


U-& 


k  ■  •y'"'. 


VV¥ 


■A> 


S'^'    ' 


1^)^ 

hi^ 


^m 


H.  \ 


:-ftfA??^ 


•r    ^>I- 


^V 


*'^-V 


cK^'O'S-^.lO 


M.z 


TRAITE 


D'ASTRONOMIE  THÉORIQUE. 


ASTRONOMIE    PHYSIC^UE. 


Digitized  by  the  Internet  Archive 

in  2010  with  funding  from 

Boston  Public  Library 


http://www.archive.org/details/traitdastronom03shub 


T  Pv  A  I   T  E 
D'ASTRONOMIE  THÉORIQUE, 

PAR 
FRÉDÉRIC    THÉODORE     SCHUBERT, 


Conseiller  d'Etat  actuel  de  SA  MAJESTÉ  L'EMPEREUE,  Clieyalier  des 
Ordies  de  St.  Wladimir  et  de  Ste.  Anne,  Membre  des  Académies  des 
Sciences  de  St.  Pétersbourg,  de  Stockholm,  de  Copenhague,  d'Upsala, 
de  Boston,  de  la  Société  des  Naturalistes  de  Moscou,  de  l'Université 
de  Casan,  du  Département  ïïiipériaJ  ^.eiFAniii^s.ui'e,  etc. 


TOME    TROISIÈME. 

ASTRONOMIE     PHYSIQU  eI 


"^  k    ST.     PÉTERSBOURG, 

E  l'Imprimerie  de  l'Académie  Imp.  des  Sciences, 

1822. 


I 


-%' 


i^"  lf¥if'«   %«4i     I  I  fil  l^î  r  L^-\*' 


'■^  \^-W 


-îf.r  I 


V 


b^ 


TABLE    DES    MATIERES 

contenues   dans  le   troisième  Tome. 


L  l  V  R  E     P  R  E  M  I  E  R. 

Des    lois    générales    du    mouvement. 


C  H  A  P.  T,  Notions  générales  du  mouvement  et  des  forces  ^  ,  page  6 
§.  1.  Etendue  et  impénétrabilité.  §.  2.  Inertie.  §.  3.  forces.  §.  4*  Leur  classi- 
fication. Forces  centrales,  §.  5.  Force  absolue  et  accélératrice.  §.  6.  Mesure 
des  forces.  §.  ';7.  La  force  proportionnelle  à  la  vilesse.  §.  8.  Accélération 
de  la  pesanteur.  §.  9.  Force  absolue ,  accélératrice,  motrice.  §.  10.  Application 
aux  forces  centrales.  §.    ii.  Mesure   des  forces  centrales. 

C  H  A  P.  II.    Lois  générales    du  mouvement page  24 

§.  12.  Vitesse  communiquée  par  un  choc,  §.  i3.  par  une  force  constante, 
§.  i4.  et  par  une  force  variable,  §.  i5.  Changement  de  la  vitesse.  §.  16. 
Détermination  du  coefficient  constant.  §.  i^.  Equations  fondamentales  du 
mouvement. 

CH  AP.  HT.  Les  forces   centrales page  02 

§.  iS.  Propriétés  générales  des  forces  centrales.  §.  19.  Équations  fondamenta- 
les des  forces  centrales.  §.  20.  Les  secteurs  sont  proportionnels  au  tems. 
§.  21.  La  vilesse  est  en  raison  inverse  de  la  perpendiculaire  à  la  tangente. 
§.  22.  LMnverse  de  ces  propositions  est  également  vrai. 

a 


II  TABLEDESMATIFRES 

LIVRE      IL 

Des    lois    de    Kepler. 

C  H  A  P.  T.  Loi    de  la  force  centrale  du  Soleil P^S^  ^7 

§.  23.  Idées  de  Kepler  sur  la  force  centrale  du  soleil.  §.  24.  Son  erreur.  §.  25.  Les 
lois  de  Kepler.  §.  26.  Les  planètes  sont  sollicitées  vers  le  soleil  par  une 
force  centrale.  §.  27.  Loi  de  cette  force.  §.  28.  Sa  comparaison  avec  la 
pesanteur.  §.  29.  La  troisième  loi  de  Kepler.  §.  3o.  Rapport  entre  les 
secteurs  dans  différentes  orbites. 

C  H  A  P.  II.  Détermination  des  orbites  par  la  loi  de  l'attraction  .  page  5o 

§.  3i.  C'est  une  loi  générale,  répandue  dans  tout  le  système  solaire.  §.  32. 
Les  orbites  sont  des  sections  coniques  quelconques.  §.  33.  Vitesse,  princi- 
palement  dans  les   apsides.  §.  34»  Application  à    l'ellipse. 

LIVRE      III. 
De   la   gravitation   universelle, 

C  H  A  P.  1.  Preuves  de  l'attraction  universelle  ........  page  60 

§.  35.  Généralité  de  l'attraction  du  soleil,  §.  36.  et  de  tous  les  corps.  §.  37. 
Attraction  de  Jupiter  et  de  Saturne,  §.  38.  et  de  la  Terre,  §.  39.  où  elle 
est  identique  avec  la  pesanteur.  §.  /^o.  Gravitation  universelle. 

C  H  A  P.  II.  Correction  de  la  théorie  de  Kepler,  due  aux  attractions 
proportionnelles    aux    masses P^g^  71 

§.  4ï«  La  force  motrice  est  proportionnelle  à  la  masse  du  mobile.  §.  ^^i.  La 
force  absolue  est  proportionnelle  à  la  masse  du  corps  central.  §:  4^^-  La 
réaction  est  égale  à  l'action.  §.  44-  Figure  des  corps  célestes.  §.  45-  Loi 
de  l'attraction  des  couches  sphérîques  d'une  densité  uniforme  ,  §.  4^'  ^^^ 
sphères  d'une  densité  uniforme,  §.  47*  et  des  sphères  dont  la  densité  change 
uniformément  depuis  le  centre.  §.  4'^'  Celte  propriété  n'a  lieu  que  dans 
la  loi  de  la  nature. 


TABLEDESMATIERES  lU 

C  H  A  P.  m.  Correction  de  la  théorie  de  Kepler  ,  due  à  la  ré- 
action     pag^  85 

§.  49.  Sujet  de  ce  Chapitre.  §.  5o.  Système  de  différens  corps.  §.  5i.  Le 
centre  de  gravité  du  système.  §.  52.  Il  suit  la  loi  d'inertie,  si  le  système 
n'est  sollicité  par  aucune  force  étrangère.  §.  53.  Deux  corps  qui  s'atti- 
rent réciproquement,  décrivent  des  orbites  semblables,  §.  54.  dont  le  point 
central  est  leur  centre  de  gravité.  §.  55.  Difïérence  entre  les  sections  co- 
niques autour  du  centre  de  gravité,  et  autour  d'un  corps  immobile.  §.56. 
Application  au   système  solaire.   §.   57.  Correction  de  la  théorie  de  Kepler. 

CHAP.  ly.  Ma^se  et  densité  des  corps  qui  forment  le  système  solai- 
re   P^g^  io5 

§.  58.  Matières  contenues  dans  ce  Chapitre.  §.  Tg.  Les  masses  exprimées 
par  celle  de  la  terre,  §.  60.  et  par  la  masse  du  soleil.  §.  61.  Densité  des 
planètes  ,  et  pesanteur  sur  chaque  planète.  §.  62.  Calcul  pour  le  Soleil, 
Jupiter,  Saturne,  et  Uranus,  §.  63.  pour  la  Lune,  §.  64.  et  pour  les  autres 
planètes.  §.  6b.  Valeurs  numériques. 

L  I   V  R  E      I  V. 

De   la   rotation    des    corps    célestes. 

CHAP.  L  Lois  générales   de  rotation  ...........  page  ii5 

§.  66.  Différence  entre  les  mouvemens  de /ra«5/a//o«  et  àe  rotation.  §.  67.  Forces 
qui  ne  produisent  qu'un  mouvement  de  translation.  §.  68.  Rotation  uni- 
forme. §.  69.  Force  centrifuge.  §.  70.  Rotation  libre  des  lignes  et  des  plans, 
§.  71.  et  d'une  masse  quelconque.  §.  72.  Pression  que  l'axe  éprouve  par 
la  force  centrifuge,  §,  73.  par  des  forces  étrangères  qui  sont  parallèles  à 
l'axe,  §.  74.  et  par  celles  qui  sont  perpendiculaires  à  l'axe,  et  en  équilibre. 
§.  75.  Forces  élémentaires.  §,  76.  Pression  que  l'axe  éprouve  par  des  forces 
qui  font  tourner  un  plan  autour  d'un  axe  perpendiculaire  ,  §.  77.  par  des 
forces  qui  font  tourner  un  corps.  §.  78.  Pression  de  l'axe  par  toutes  les 
forces  étrangères,  §.  79.  et  par  toutes  les  forces  en  général.  §.  80.  Vitesse 
de  rotation. 

CHAP.  n.    Rotation  autour  d'un  axe  libre Page  i56 

§.  81.  Caractères  distinctifs  des  axes  libres.  §.  82.  Leur  position.  §.  83.  Cha- 
que corps  a  au  moins   trois  axes  libres.  §.  84.   Moment  d'inertie  par  rapport 

* 


ÏV  TABLEDES     MATIERES 

à  ces  axes.  §.  85.  Infinité  à^axes  principaux.  §.  86.  Axes  principaux  et  mo- 
mens  d'inertie  d'un  solide  de  révolution,  §.  87.  du  sphéroïde  elliptique  ex 
de  la  sphère.  §.  88.  Rûtation  libre.  §.  89.  Mouvement  de  translation  des  corps. 

CH  AP.  III.  Rotation  libre  des  corps  célestes ,  P^^g^  i4q 

§.  90.  Rotation  libre  de  la  terre.  §.  91.  Axe  de  rotation  qui  résulte  d'une 
impulsion.  §.  92.  Plan  de  l'impulsion.  §.  98.  Direction  de  l'impulsion  qui 
peut  avoir  imprimé  à  la  terre  son  mouvement  actuel.  §.  94.  Distance  de 
l'impulsion  au  centre.  §.  95.  Distance  du  centre  d* oscillation.  §.  96.  Valeurs 
numériques  pour  les  planètes  et  la  lune.  §.  97.  Rotation  qui  n'est  pas  libre» 

C  H  A  P.  IV.  Perturbation  de  la  rotation  par  des  forces  étran- 
gères    c   .   e  ..... page  169 

§.  98.  Matières  contenues  dans  ce  Chapitre.  §.  99.  Équations  fondamentales. 
§.  100.  Développement  des  vitesses,  §.  i.i.  et  des  forces.  §.  ic2.  Équations 
des  perturbations  de  la  rotation,  §.  lod.  Position  des  axes  principaux. 
§.  io4.  Considération  du  cas  où  le  solide  est  libre.  §.  io5.  Etat  stable  de 
la  rotation. 

C  H  A  P.  V.   Libration    de   la  Lune  ,........,.,.  page  inj 

§.  106.  Diverses  causes  de  la  libration.   §.  107.  Equations  fondamentales  de  la 

libration»    §.  108.  Leurs  valeurs  approchées.  §,   109.  Libration  en  longitude. 

§.  110.  Si    la  lune  ne  tourne    pas  sur  un  axe  principal.    §.   m.  Précession, 

§.  112.  Natation.  §.  11 3.  Figure  de  la  lune. 

C  H  A  P.  VI-  Perturbations   de  la  rotation  de  la  Terre  .   .  .page  iq3 

§.  114.  Equations  fondamentales  de  la  rotation  de  la  terre,  §.  ii5.  en  fon- 
ction de  la  longitude  et  de  la  latitude.  §.  ii6.  Leurs  intégrales.  §.  117. 
Valeurs  numériques.  §.  118.  Nidation  et  Précession,  §.  119.  Uniformité  delà 
rotation  de  la  terre. 

C  H  A  P.  VII.   Figure  de  la  terre  ....,.., P^g^  204 

§«  lao.  Principes  des  recherches  sur  la  figure  de  la  terre.  §.  121.  Hypothèse 
de  Huyghens.  §.  122.  Chaque  section  du  sphéroïde  elliptique  est  une  ellipse. 
§.  123.  Attraction  à  la  surface  de  corps  semblables.  §,  124.  Attraction  à  dif- 
férentes distances  du  centre  du  sphéroïde.  §.  i25.  Pesanteur  à  la  surface  de 
l'ellipsoïde  vers  le  centre,  §.  i^6.  Somme  des  abscisses  ,  répondant  à  deux 
cordes.  §.  127.  La  pesanteur  sur  l'ellipsoïde,  suivant  les  directions  de  l'axe 
et  de  féquateur.  §.  128.  Direction  et  grandeur  moyenne  de  la  pesanteur 
dans    l'ellipsoïde.    §.  129,   L'équilibre    a  lieu    dans  le  sphéroïde    elliptique. 


TABLEDESMATIERES  V 

§.  i3o.  Attraction  d'un  cercle  5ur  un  point  dans  son  axe.  §.  i3i.  Attraction 
du  sphéroïde  sur  un  point  au  pôle.  §.  iSs.  Méthode  pour  déterminer  l'attrac- 
tion sur  un  point  dans  l'équateur.  §.  i33.  Sa  différentielle.  §.  i34.  Attrac- 
tion de  l'ellipsoïde  sur  un  point  dans  l'équateur.  §.  i3  5.  Accélération  delà 
pesanteur  sur  la  terre.  §.  i36.  Rapport  des  axes  de  l'ellipsoïde  terrestre, 
suivant  la  théorie,  §•  iSi,  et  par  la  longueur  du  pendule.  §.  i38.  Applica- 
tion aux  autres  corps  célestes.  §.  139.  Solution  analytique.  §.  i4o.  Forces 
centrifuges.  §.  i4t.  Attraction  mutuelle  des  molécules.  §.  142.  Leurs  inté- 
grales. §.  143.  Application  aux  solides  de  révolution.  §.  i44-  Forces  étran- 
gères. §.  145.  Equations  du  sphéroïde  altéré  par  toutes  les  forces.  §.  j^6. 
ipigure  de  la  lune.  §.  i47-  Figure  de  la  terre.  §.  148.  Pesanteur  sur  la  terre* 


L  I  V  R  E      V. 

Des   Perturbations  des   corps  célestes. 

C  H  A  P.    ï.    Introduction    ,   .   é P^g^  ^44 

§.  149.  Réflexions  générales  sur  les  perturbations.  §.  i5o.  Perturbations  pério- 
diques g\  progressives.  §.  il.  Inéquation  séculaire  du  moyen  mouvement 
§.  i52.  est  proportionnelle  au  carré  du  tems.  §.  i53.  Sa  détermination 
par  observation.  §.  i54.  Sa  cause  physique.  §.  1j5.  Vitesse  du  fluide  gravifi- 
que.  §.  i56.  Problème  des  trois  corps. 

C  H  A  P.  11.  Le  Problème   des  trois  Corps page  d5^ 

§.  157.  Notation  des  lignes,  §.  i58.  et  des  forces.  §.169.  Équations  fondamen- 
tales delà  Dynamique.  §.  160.  Plan  de  orbite  troublée.  §.  161.  Ellipse  de  l'orbite 
troublée.  §.  162.  Elémens  de  l'orbite  troublée.  §.i63.  Le  moyen  mouvement  dans^ 
l'orbite  troublée.  §.  164.  Formules  du  rayon  vecteur.  §.i65.  Formules  de  la  longi- 
tude, §.  166.  et  de  la  f  tîtude.  §.  167.  Les  mêmes  formules  en  fonctions  delà 
longitude.  §.  i68.  Développement  de  la  fonction  R,  §.  169.  par  les  diffé- 
rences partielles,  §.  170.  et  en  fonction  de  l'élongation  et  de  l'anomalie. 
§.  171.  Dclermination  des  coefficiens  A^^\  51^^^  §.  172.  Calcul  des  deux 
premiers  coeifîciens.  §.  i;3.  Leurs  rapports  différentiels.  §.  174-  Les  mêmes 
fonctions,  adaptées  à  ia  pianète  perturbatrice.  §.  176.  Développement  des 
ditrérenccs  partielles,  §.  17^.  R  en  fonction  des  élémens  elliptiques.  §.  177. 
IjQ&  produits  des  sinus,  exprimés  par   les  sinus  des   arcs  multiples.  §,  178. 


VI  TABLEDESMATIERES 

Développement  de  la  fonction  '"(^j*   §•   179-   Développement   de   la  dif- 
férentielle de  la  latitude,  §.   180.  du  rayon  vecteur,  et  de  la  longitude. 

C  H  A  P.  III.  Inégalités  indépendantes  des  excentricités  et  des  incli- 
naisons^ et  celles  qui  dépendent  de  leur  première  puissance .  page  5oo 

§.  i8r.  Intégrale  de  la  latitude.  §.  182.  Intégrale  du  rayon  vecteur  et  de  la 
longitude,  indépendante  des  excentricités,  §.  i83.  et  celle  qui  dépend  de 
leur  première  puissance. 

CHAP.  IV.    Inégalités  séculaires page  5îo 

§.  384.  Le  moyen  mouvement  des  planètes  est  uniforme.  §.  i85.  Variations 
séculaires  des  noeuds  et  des  inclinaisons.  §.  t86.  Autre  mélhode.  §.  18'j, 
Variations  séculaires  des  excentricités  et  des  apsides.  §.  188.  Leur  cor- 
rection. 

CHAP.  V.    Inégalités  du  second  ordre page  52i 

§.  1S9.  Forme  des  inégalités  qui  dépendent  des  puissances  supéiîeures  des  ex- 
centricités et  des  inclinaisons.  §.  190.  Application  à  Jupiter ,  Saturne  et 
Uranus.  §,  191.  Formation  des  équaiions  du  second  ordre.  §.  192.  Intégra- 
lion  des  fonctions  de  R.  §.  193.  Première  équation  du  second  ordre.  §.  194. 
Observation  relativement  aux  variations  des  élémens.  §.  190.  Seconde  équa- 
tion du  second  ordre.  §.  196.  Troisième  équation.  §.  19'^.  Quatrième  équa- 
tion. §.  198.  Cinquième  équation.  §.  199.  Sixième  équation. 

CHAP.  VI.  Inégalités  du  troisième  ordre P^g^  55o 

§.  200.  Observations  générales  sur  la  grande  inégalilé  de  Jupiter  et  de  Sa- 
turne. §.  201.  Equation  du  raj'on  vecteur  de  Jupiter.  §.  202.  Son  intégrale. 
§.  2o3.  Equation  de  la  longitude.  §.  204.  Nouvelles  équations  qui  en  ré- 
sultent. 2o5.  Nouvelle  équation  de  Saturne,  du  second  ordre.  §.  206.  Grande 
inégalité  du  rayon  vecteur  de  Saturne,  §.  207.  et  de  sa  longitude.  §.  208. 
Correction  due  aux  variations  des  élémens, 

CHAP.  Vil.     Calcul  numérique page  SyS 

§.  209.  Elémens  des  orbites.  §.  210.  Inégalités  séculaires  de  Mei-curc.  §.  211. 
Inégalités  périodiques  de  Mercure.  §.  212.  Inégalités  séculaires  de  yénus. 
%.  2i3.  Inégalités  périodiques  de  Vénus.  §.  214.  Inégalités  séculaires  de  la 
Terre.  §.  21 5.  Mouvement  apparent  des  orbites  planétaires.  §.  216.  Equa- 
tions de  l'obliquité  de  Técliplique  et  des  points  équinoxiaux.  §.  217.  Varia- 
tion de  la  latitude   et  de  la  longitude  des  étoiles.    §.  218.  Inégalités  périodi- 


TABLEDES     MATIERES  VII 

ques  de  la  Terre.  §.  219.  Inégalités  séculaires  de  Mars.  §.  220.  Inégalités 
périodiques  de  Mars.  §.  221.  Inégalités  séculaires  de  Jupiter,  §.  222.  de 
Saturne^  §.  22j.  ei  û'Uranus.  §.  224-  Inégalités  périodiques  de  Jupiter,  du 
premier  ordre.  §.  226.  Celles  de  Saturne,  §.  226.  et  iVUranus.  §.  22'j.  Va- 
riations des  élémens  ,  §.  228,  et  de  leurs  fonctions  y^  g,  etc.  §.  229.  Iné- 
galités du  second  ordre,  de  Jupiter,  §.  23o.  de  Saturne,  §.  23i.  et  à''Uranus. 
§.  232.  Grande  inégalité  de  Jupiter,  §.  233.  et  de  Saturne.  §.  234.  Nouvelles 
équations  qui  résultent  des  précédentes.  §.  235.  Total  des  inégalités  pério- 
diques. §.  236.  Equation  elliptique  de  Jupiter  et  de  Saturne.  §.  l'à'j.  Vérifi- 
cation des  élémens  par  les  observations,  §.  238.  Comparaison  de  la  théorie 
avec  les  observations. 

Cil  A  P.  VIII.     Théorie  de  la  Lune P^g^  4^8 

§.  239.  Introduction.  §.  240.  Forces  qui  agissent  sur  la  Lune.  §.  241.  Mo- 
dification de  la  force  centrale  dans  les  diverses  parties  de  l'orbite.  §.  242* 
Variations  de  V excentricité.  §.  24^*  Mouvement  de  l'orbite.  §.  244*  Mouve- 
ment des  apsides.  §.  245.  Mouvement  des  noeuds.  §.  246.  Variations  de 
Yinclinaison.  §.  247-  Correction  de  la  latitude.  §.  248.  Insuffisance  de  la  mé- 
thode employée  pour  les  planètes.  §.  249'  Equation  annuelle  de  la  lune. 
§.  25o.  Equation  séculaire  de  son  moyen  mouvement.  §.  26 1.  Méthode  de 
M.  de  Laplace.  §.  aSa.  Développement  des  quantités  irrationnelles.  §.  253. 
Partie  elliptique.  §.  254-  Expression  des  trois  équations  en  fonction  i\Q& 
angles.  §.  255.  Leurs  variations.  §.  256.  Détermination  des  coëfficiens. 
§.  257.  Valeurs  numériques.  §.  258.  Equations  séculaires. 

C  H  A  P.  IX.     Théorie   des  Satellites  de  Jupiter P^g^  4^4 

§.  259.  Objet  de  ce  Chapitre.  §.  260.  Elémens  du  calcul.  §.  261.  Équations 
séculaires.  §.  262.  Inégalités  périodiques.  §.  263.  Inégalités  à  longue  pé- 
riode. §.  264.  Leurs  intégrales.  §.  265.  Leurs  valeurs  dans  les  éclipses. 
§.  266.  Correction  ^qs  inégalités  précédentes.  §.  267.  Conversion  en  teras. 
§.  268.  Nouvelle  équation.  §.  269.  Masses  des  satellites.  §.  270.  Valeurs  nu- 
mériques des  inégalités. 

C  H  A  P.  X.    Réflexions  sur  la  stabilité  du  système  solaire,   page  482 

§.  2';i.  Objet  de  ce  Chapitre.  §.  272.  Différentielles  des  équations  séculaires. 
§.273.  Leurs  intégrales,  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  apsides,  §.274. 
et  par  rapport  aux  inclinaisons  et  aux  noeuds.  §.  276.  Les  excentricités  et 
\q&  inclinaisons  conserveront  toujours  à  peu  près  leur  état  actuel.    §.  276. 


Vm  TABLE    DES    MATIERES 

Calcul  numérique  pour  Jupiter  ,  Saturne  et  Uranus.  §.  277.  Variations  de 
leurs  élémens.  §.  278.  Calcul  numérique  pour  les  autres  planètes.  §.  279. 
Excentricités  et  Périhélies.  §.  280.  Inclinaisons  et  Noeuds.  §.  281.  Leurs 
limites.  §.  282.  Déplacement  de  l'Eclipfique.  §.  288.  Équation  séculaire  du 
Soleil,  §.  284.  et  de  la  Lune.  §.  2^5  Variations  de  TExcentricilé  de  Torbe 
terrestre.  §.  286.  Invariabilité  de  la  rotation  de  la  terre.   §.  287.  Conclusion, 


FIN    DE    LA    TABLE    DU    TROISIEME    TOME. 


im 


TRAITE 

DASTRONOMIE    THÉORîQiUE^ 


TOME     TROISIEME. 

ASTRONOMIE     PHYSIC 


INTRODUCTIO  N« 

X  outes  les  notions,  dont  l'ensemble  a  reçu  le  nom  de  pîiilosophie,  doivent 
leur  origine  à  ces  deux  penchans  irrésistibles  dont  le  créateur  a  doué  nôtre 
ame:  celui  de  généraliser  nos  idées  et  nos  connaissances,  et  celui  d'approfon- 
dir la  cavtse  de  chaque  effet.  L'un  et  l'autre  ont  été  abusés  par  l'homme,  ainsi 
que  tout  ce  qu'il  a  reçu  des  mains  bienfaisantes  de  la  nature,  sans  cepen- 
dant pouvoir  entièrement  déjouer  ses  desseins.  Le  dernier  pencliant  a  con- 
duit les  hommes  aux  plus  importantes  découvertes  physiques j  mais  son 
abus,  et  la  manie  d'expliquer  des  effets,  avant  que  l'on  en  eût  une  connais- 
sance solide,  firent  naître  ces  innombrables  systèmes  et  hypothèses  qui  ont, 
peut-être ,  retardé  les  progrès  des  sciences  plus  qu'aucune  autre  chose.  On 
peut  dire  sans  la  moindre  partialité ,  que  l'astronomie  a  moins  de  reproches 
à  se  faire  sur  ce  point,  que  les  autres  sciences.  On  n'a  fait  des  hypothèses 
ea  astronomie,  que  poux  faciliter  le  calcul,  ou  pour  donner  aux  observations 
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une  direction  convenable.  L'astronomie  rationnelle  était  entièrement  achevée, 
avant  qu'on  songeât  à  l'astronomie  physique^  et  celle-ci  était,  dans  toute  son 
étendue,  le  résultat  de  la  première:  on  connaissait  parfaitement  les  mouve- 
mcns  des  corps  célestes,  avant  qu'on  entreprît  de  les  expliquer 3  et  cette; 
corinaissance,  ainsi  que  l'ordre  parfait  de^ces  mouvemens,  qu'elle  faisait  voir, 
fut    la   cause  qui  força  les   astronomes  de  songer  à  une  explication  physique. 

Lorsque  le  philosophe  a  fait  la  revue  de  toute  la  richesse  d'observa- 
tions anciennes  et  modernes ,  dont  les  deux  premiers  tomes  de  cet  ouvrage 
oiTrent  les  résultats^  quand  à  travers  le  labyrinthe  des  mouvemens  planétaires, 
il  est  parvenu  à  la  connaissance  du  mécanisme  de  cette  grande  machine,  et 
qu'il  s'aperçoit  enfin,  que  tous  ces  mouvemens  qui  paraissent  si  compliqués, 
et  qui  se  présentent  sous  tant  de  formes,  se  font  suivant  une  seule  règle  sim- 
ple et  générale j  alors  il  ne  lui  reste  qu'un  besoin,  d'autant  plus  pressant, 
que  c'est  le  dernier.  Quelle  est  la  cause  efficiente  de  ce  mouvement  unifor- 
me? Quelle  force  porte  cette  infinité  dj  corps  immenses,  à  obéir  à  la  même 
loi,  sans  s'écarter  jamais  des  orbites  qui  leur  ont  été  prescrites?  Quel  est 
le  dernier  ressort  qui  met   en  mouvement  le  rouage  de  cette  machine?- 

Rien  n'est  plus  natui-el  que  ce  passage  à  l'astronomie  physique.  Il  est 
probable  qu'elle  n'existerait  pas  sarts  la  théorie  Keplérienne  qui  découvrit  la 
loi  simple  et  générale  des  mèuvemens  célestes:  on  peut  au  moins  regarder 
l'âge  de  Keplee.  comme  l'époque  de  l'origine  de  cette  science.  Comment 
aurait-on  pu  penser  à  chercher,  par  les  principes  des  mathématiques  et  de 
la  physique,  la  cause  de  phénomènes,  dans  lesquels  on  n'aperçut  aucun  des- 
sein déterminé,  aucun  ordre  géométrique?  N'aurait-il  pas  valu  mieux  attri- 
buer ces  mouvemens  sans  bût  et  sans  ordre ,  au  pur  hazard  qui  les  laisse 
exister,  jusqu'à  ce  qu'ils  se  détruisent  eux-mêmes?  Il  est  vrai  que  les  phi- 
losophes grecs  ont  proposé  des  questions  qui  semblent  appartenir  à  l'astro- 
nomie physique;  mais,  sans  avoir  en  vue  une  théorie  géométrique  des  lois 
du  mouvement,  ils  s'égaraient  dans  un  labyrinthe  d'hypothèses  métaphysiques 
qui,  dans  le  fond,  n'ont  rien  de  commun  avec  la  physique.  Au  lieu  de 
chercher  une  simple  force  mouvante,  ils  franchirent  les  bornes  que  nous  de- 
vons mettre  à  nos  recherches,   ils  promettaient  des  plans  d'après  lesquels  l'u- 
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nivers  devait  èïre   produit,    et    tâchaient    de    pénétrer    i'essence   des  premiers 
élémens    ou  atomes  qui  devaient  le   composer.     Une  philosophie    plus   solide, 
et  une   connaissance  plus  parfaite    du  système    du  monde,    fit  disparaître   ces 
rêveries;    et  peu   de  tems  après  que  Copernic  eut  découvert   le  vrai   système, 
on    commença    à  faire    des   recherches   sur   la    partie   physique    ou  mécanique 
des    mouveraens    célestes,     h'ostronomie   physique    est   une  de   ces  sciences  qui 
doivent    leur  existence   au   dix-septième   siècle",    si  riche    en  découvertes,    et 
qui    font  le  plus  grand  honneur   à  l'esprit  humain.     Elle    a  produit    les   plus 
grandes    découvertes,    et  même    la  science    entière   de  la  dynamique.     Jamais 
peut-être  l'esprit  humain  ne  s'est  montré  plus  grand,  que  lorsqu'il  développa 
les   premières    propriétés   essentielles    de    la   matière;    lorsqu'il   remonta   à  la 
première  source  de  cette  variété  infinie  de  mouvemens  qus  la  nature  présente 
aux   êtres   pensans;    lorsqu'il    déchiffra    l'essence    de  ces  substances  intellectu- 
elles  qui,  selon  les  anciens,   conduisent   chaque  planète  dans   son   orbite  cur- 
viligne,  et  la  retiennent  dans  une  distance  convenable  au  soleil;  lorsqu'il  osa 
concevoir  des  êtres   invisibles  et  jamais  conçus;    lorsque,  sans  se   perdre  dans 
des    spéculations   métaphysiques    sur  la    nature   àes  Jvrces ,    il   les  soumit   aux 
mesures  géométriques  les  plus  exactes,  comme  si  c'étaient  des  corps,  et  rédui- 
sit les  lois   de   leurs  actions   en  un   système  qui,    par  rapport  à  la  solidité  et 
l'étendue,   n'est  point  inférieur  aux  autres  sciences  mathématiques;  en  un  mot, 
lorsque  Nev^-ton  entra   dans   sa  brillante   carrière. 

Il  était  aisé  de  prévoir,  que  les  premières  hypothèses  physiques  se- 
raient aussi  peu  satisfaisantes  que  celles  de  l'astronomie  rationnelle,  et  que  l'on 
raffinerait  longtems,  avant  de  revenir  à  l'hypothèse  la  plus  simple;  cependant 
les  choses  allèrent  beaucoup  plus  vite  dans  l'astronomie  physique.  Des  Car- 
tes est  sans  doute  le  premier  qui  ait  composé  un  système  complet,  pour 
expliquer  le  mécanisme  des  mouvemens  célestes;  mais  il  lui  manque  cette 
simplicité,  dont  la  nature  ne  s'écarte  jamais,  et  les  connaissances  astronomi- 
ques plus  exactes  ont  brisé  les  tourbillons  Cartésiens  depuis  longtems.  Plu- 
sieurs ans  auparavant  Kepler  émit  des  idées  relativement  à  l'astronomie  physi- 
que, qui  sont  peu  différentes  de  celles  qui  font  encore  aujourd'hui  la  base 
de    cette"  science  ;    et  il  paraît   qu'on   n'a  pas  assés   reconnu    les  mérites  que 


4  ASTRONOMIEPHYSIQUE 

ce  grand  génie  a  aussi  de  cette  partie  de  Tastronomie.  On  trouvera  dans  îa 
suite  de  ce  livre,  plusieurs  passages  de  ses.ouvrages,  qui  pouvaient  aisément 
conduire  un  génie  tel  que  Nev\'lon  à  ses  sublimes  idées.  On  peut  dire,  sans 
être  injuste,  que  Newton  a  été  instruit  par  Kepler,  non -seulement  parce 
qu'il  a  déduit  toute  sa  théorie,  comme  une  conséquence  immédiate,  des  lois 
de  Kepler,  sans  lesquelles  cette  théorie  n'existerait  pas,  mais  encore  à  cause 
de  ces  passages  si  clairs  et  si  solides,  que  Mewion  ne  les  aurait  pas  dés- 
avoués. Les  connaisseurs  ne  penseront  pas,  que  cette  remarque  soit  préju- 
diciable au  mérite  de  Newton.  Il  y  a  toute  apparence,  que  Kepler  lui-même 
aurait  tiré  de  ses  propres  découvertes  ,  toutes  les  conclusions  de  Newton, 
si  cela  n^avait  exigé  encore  beaucoup  d'autres  découvertes  mathématiques 
qui,  en  partie,  furent  faites  peu  de  tems  avant  Newton,  mais  principalement  par 
îui-mêm-e.  Conriaissant  profondement  toutes  les  observalions  astronomiques 
et  toutes  les  découvertes  des  grands  géomètres  de  son  tems,.  animé  par  un. 
génie  ardent,  éclairé  par  une  saine  philosophie,  et  libre  de  la  manie  de  fair© 
àes  hypothèses.  Newton  fraya  lui-même  la  route,  dans  laquelle  il  a  fait  une 
suite  de  découvertes,  dont  une  seule  aurait  immortalisé  son  nom.  La  théo- 
rie Nes^'tonienne  fut  bientôt  reconnue  de  tous  les  aslronomes  pour  une  vérité 
démontrée,  et  les  recherches  et  calculs  astronomiques  les  plus  importans 
depuis  Newton ,  ne  sont  qu'une  application  de  cette  théorie  à  un  cas  parti- 
culier.    U astronomie  physique  est   le   sj^stème  des  découvertes  de  Newton.. 

Les  Dremîères  propriétés  fondamentales  de  la  matière,  et  les  lois  géné- 
rales des  forces  mouvantes,  spécialement  des  forces  centrales  qui  sont  la  base  de 
Fastronomîe  physique,  auraient  pu  être  supposées  ici.  Mais  pour  que  ce  tome 
ne  fût  pas  un  fragment,  mais  un  traité  complet  ,  il  était  nécessaire  de  faire 
précéder  les  premiers  principes  des  meuvemens  de  translation  et  de  rotation 
{Lii^.  L  et  ZzV.  //'"»  Chap.  I.  st.  3.).  Au  moyen  de  ces  principes  ,  Newton 
conclut  de  la  théorie  Kepléviensie  des  mouvemens  planétaires,  l'existence  d'une 
Jbrce  centrale,  dirigée  çers  le  soleil^  et  la  loi  suivant  laquelle  cette  forée  agit  à 
.différentes  distancés  (Liv.  11.  Ch.  k).  Cette  loi  étant  connue,  les  mouvemens 
des  planètes  suivant  les  lois  de  Kepler  en  étaient  une  suite  nécessaire  ,  et 
k  force  qui  retient  éternellement   les  planètes  dans  leuxs  orbites,  était  décou- 
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verte  (Liv.  II.  Ch.  2.\  Il  était  naturel ,  d'appliquer  ces  raïsonnemen»  aussi 
aux  systèmes  des  satellites,  où  les  lois  de  Kepler  sont  également  exécutées, 
et  d'étendre  la  loi  de  la  force  centrale  à  des  distances  quelconques  y  parce 
qu'on  ne  conçoit  pas^  pourquoi  elle  ne  serait  active  qu'à  de  certaines  distan- 
ces. C'est  ainsi  que  Mewton  découvrit,  que  Saturne,  Jupiter,  et  la  terre, 
sont  doués  d'une  force  centrale,  semblable  à  celle  du  soleil;  que  cette  force 
centrale  de  la  terre  est  la  même  que  celle  qui,  à  sa  surface,  est  appellée 
gravité  ou  pesanteur;  et  que  la  force  centrale,  ou  V attraction  est  une  propriété 
commune  à  tout  ce  qui  est  matériel,  et  par  conséquent  proportionnelle  a  la 
masse  {Liv.  TH.  Ch.  i.).  11  en  résulte  quelques  petites  corrections  de  1/ 
théorie  Keplérienne  du  mouvement  elliptique  des  planètes  autour  du  soleil, 
.supposé  immobile  au  foyer,  quand  -  même  il  n^  aurait  pas  d'autres  corps 
(ZiV.  Jll.  Ch.  2.^3.).  Le  rapport  qui  existe  entre  Ja  force  centrale  et  la  masse, 
donne  des  éclaircissemens  très-importans  relativement  à  la  valeur  intrinsèque 
ou  aux  densités  et  masses  des  corps  qui  composent  notre  système  solaire 
[Liv.  m,  Ch.f  4-)'  Cette  découverte  de  Tattraction  ou  de  la  pesanteur  uni- 
verselle n'était  rien  moins  qu'une  spéculation  inutile,  et  Newton  lui-même 
montra  les  conséquences  importantes  que  l'on  peut  en  déduire j  comme  la 
détermination  de  V aplatissement  de  la  terre  ÇLiv.  IV'  Ch.  'j.'),  l'explication  de 
la  précession  des  ^équinoxes  {Liv.  IV>  Ch.  6.) ,  et  des  perturbations  des  corps 
célestes  {Liv.  V.),  Cette  partie  a  été  le  moins  approfondie  par  Newton,  et 
le  plus  enrichie  par  les  travaux  des  astronomes  et  analystes  modernes,  prin- 
cipalement par  les  recherches  sur  la  Ebration  de  la  lune  {Liv.  IV.  Ch.  5,), 
«ur  les  perturbations  de  Jupiter  et  Saturne  {Liv.  V.  Ch.  5.6.7.),  ^^  ihéon'e  delà 
lune  {Liv.  V-  Ch.  8.),  celle  àes  satellites  de  Jupiter  {Liv.  V.  Ch.  9.),  et  sur  les 
changemens  de  l'état  du   syjstème  solaire  en  général  (ZzV.  V»  Ch.   10.), 
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DES   LOIS   GÉNÉRALES   DU  MOUVEMENT. 


CHAPITRE    PREMIER. 

Notions  générales  du  mouvement   et  des  forces. 


§,  I.  jLJâ  lîotjon  générale  de  ce  que  nous  appelons  corps,  est  une 
des  plus  simples  et  des  premières  qui  se  forment  dans  nôtre  ame:  une  lon- 
gue suite  de  _tems ,  des  efforts  pénibles,  et  un  heureux  développement  de 
nos  facultés  les  plus  secrètes,  étaient  nécessaires,  pour  que  nôtre  esprit  pût 
franchir  l'abyme  invisible  qui  sépare  le  monde  matériel  du  monde  intellectuel, 
et  tourner  son  attention  des  objets  extérieurs  à  son  intérieur.  Cepen- 
dant cette  idée  n'est  pas  tout-à-fait  simplej  car  quiconque  combine  une  idée 
distincte  avec  le  mot  corps ,  en  met  Fessentiel  dans  les  deux  propriétés  sui- 
vantes, dont  chacune  peut  être  régardée  comme  le  résultat  d'un  de  nos  sens 
principaux ,  l'organe  de  la  vue  et  celui  du  toucher:  ces  propriétés  sont  i) 
une  certaine  grandeur  ou  étendue,  2)  VîmpénetrabilUé ,  qui  donne  à  chaque 
corps  un  lieu  propre  à  lai.  Le  premier  point  de  vue  en  fait  des  objets  de  la 
géométrie,  le  second  en  fait  des  objets  de  la  dynamique  et  de  la  physique: 
le  premier  donne  l'existence  à  un  être  idéal,  au  corps  géométrique  propre- 
ment dit,    et  toute   la  richesse   des  vérités   géométriques    en  est   développée; 
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le  second  fait  des  corps,  ce  que  Foa  entend  vulgairement  sous  ce  mot  ,  et 
il  les  rend  susceptibles  des  i4uionibrabies  qualités  physiques  ,  dont  les  vari- 
étés et  les  combinaisons  composent   la  nature   enfreie,, 

§.  2.   Sans   ces  deux  propriétés  nous  ne   pouvons   seulement  concevoir 
un  corps  comme  possible.     Mais  dès   que  nous  l'imaginons  comme  réellement 
existant  hors  de  nous,   dès   qu'il  doit  former  une  partie  de  la  nature,   tout  ce 
qui    était    indéterminé    disparaît,     et  ses  rapports   à   toutes    les  autres  parties 
de  la  nature   doivent   être  entièrement  déterminés.     Le  premier,   et  en  faisant 
abstraction    des    qualités   physiques,    le  seul   rapport    qui    doit    être   déterminé 
pour    que    le  corps    existe,    est    le  lieu    qu'il  occupe.     Aucun    corps    ne]  peut 
exister,    sans   occuper  un   lieu  déterminé.     Nous    lui  attribuons  donc  un    cer- 
tain  lieu,  dès  que  nous   le  regardons  comme  un  être  réel.    Mais  comni^  tout 
lieu  lui  esi  indifférent,  tant  qu'il  n'est  pas  mis  en  rapport  avec  d'autres  corps, 
nous  sommes,    pour  ainsi  dire,   irrésolus  sur  le    lieu   qti'il  faut  lui  attribuer: 
nous   le  plaçons  par   la   pensée    tantôt    dans   un  lieu,     tantôt   dans    un   autre, 
nous  le  transportons  ainsi    d'un  lieu  dans  un  autre,   et  voilà  la  première  idée 
du  mouvement.   Comme  toutes  les  parties  de  l'espace  immense  sont   indifféren- 
tes,  il  n'y  a  aucune   raison, ►  pour   que  ce  transport  du  corps,     formé    dans 
notre  imagination,  finisse.  Nous  pouvons  nous  figurer  les  corps  en  mouvement, 
aussi   bien   qu'en   repos }    mais    ces  deux   cas  renferment   une    infinité   d'autres 
cas.     Les  lieux  du  repos,  ainsi  que  les   directions  et  vitesses  du  mouvement, 
sont  innombrables;    cependant   le  corps  ne  peut  avoir  qu'une  seule  de  toutes 
ces  modifications.  Ce   labyrinthe  irnmense  effraje  l'esprit   humain;  l'instinct  de 
découvrir  la  cause  de  chaque  effet,  le  porte  à  chercher  la  détermination  du 
repos     ou   du    mouvement    du    corps    dans    un    état    précédent;    mais    il   se 
voit    toujours    également   éloigné    de   l'issue    de    ce  labyrinthe,    et   ne  trouve 
rien    dans    le  corps    même,    qui   puisse   le  déterminer    plutôt    à  un  état    qu'à 
l'autre;  jusqu'à   ce  qu'enfin  il  est  conduit  ici,  comme  partout,   au  commence- 
ment de  son  existence,  et  à  l'idée  d'un   être  tout-puissant  qui  créa  le  corps, 
mais    qui    ne  pouvait   le  créer,    sans    déterminer   en  même  tems    sa  manière 
d'être,   son  lieu,   son^  repos   ou  son  mouvement.     Il    ne   peut  plus  se  figurer 
aucun  corps,    sans  voir   la  maia    gui   le  reposa  tranquillement  dans   un  lieu 
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de  Tespace  absolu,  ou  le  lança  dans  l'univers  avec  une  vitesse  mesurée ,  et 
suivant  une  direction  délernîinée.  Par  Là  l'état  du  corps  est  déterminé  pour 
l'éternité,  tant  qu'on  fait  abstraction  de  sa  liaison  avec  d'autres  corps.  Il  n'y 
.a  rien  qui  puisse  troubler  son  repos,  ou  altérer  la  direction  et  la  vitesse 
de  son  mouvement.  Nous  ne  pouvons  concevoir  le  corps ,  qu'en  repos  ou 
dans  un  mouvement  déterminé  j  et  tant  que  s^on  premier  état  n'est  pas  dé- 
rangé par  des  causes  étrangères,  le  repos  sera  éternel,  et  le  mcuvement  uni- 
forme  et  recti ligne ,  c'est  à-dire,  conservant  la  vitesse  et  la  direction  du  mou- 
vement qui  lui  avait  été  imprimé  au  commencement  de  son  existence-  Ces 
deux  cas  ou  états  sont  également  possibles ,  également  conformes  à  la  nature 
du  corps:  qu'il  soit  en  repos  ou  en  mouvement,  qu'il  se  meuve  suivant  cette 
direction  ou  une  autre,  avec  telle  vitesse  ou  une  autre;  c'est  ce  dont  on  ne 
peut  trouver  la  source  que  dans  une  cause  externe  qui  lui  a  communiqué  ce 
repoi  ou  ce  mouvement.  Mais  dans  tout  cas  il  conservera  éternellement  le 
repos  ou  le  mouvement  qui  lui  a  été  imprimé,  sans  changer  de  direction 
ou  de  vitesse,  tant  qu'il  ne  survient  une  nouvelle  cause^ externe  qui  agit  sur 
lui  (^). 

C'est  à  peu  près  de  cette  manière,  que  l'on  est  parvenu  à  découvrir 
la  iroisisme  propriété  essentielle  des  corps,  qui  est  connue  sous  le  nom 
^in^tie,  et  à  laquelle  on  a  souvent  donné  le  nom  peu  convenable  de  la 
Jbrce  d'inertie  {yis  inertlcé).  Toute  la  mécanique  et  dynamique  est  fondée  sur 
elle^  et  l'idée  même  des  forces  mouvantes  se  réduit  finalement  au  prin- 
cipe ou  à  la  loi  d'inertie ,  qui  peut  être  exprimée  de  cette  manière  :  »  L'état 
«dans  lequel  se  trouve  un  corps,  soit  repos  soit  mouvement,  et  toute  alté- 
»  ration  de  cet  état ,  soit  le  passage  du  repos  au  mouvement  et  réciproque- 
"  «ment,  soit  un  cîiangement  de  direction   ou  de  vitesse,  ne  peut   pas  être  l'efïet 

(ij  11  y  a  des  personnes,  à  qui  la  continaation  du  iiiouvement  uniforme  ne  paraît  pas  de  la  même 
évidence,  que  celle  du  repos;  mais  celui  qui  doute  de  la  première,  est  obligé  de  nier  en  même 
tems  la  possibilité  du  mouvement  uniforme  en  général.  Le  corps,  auquel  un  certain  mouve- 
ment fut  communiqué  au  commencement  de  son  existence  ,  doit  le  continuer  au  moins  pen- 
dant quelque  tems;  car  autrement  il  serait  effectivement  en  repos,  parce,  qu'aucun  mouvement 
ne  peut  exister  sans  durée,  quelque  petite  qu'elle  soit.  Mais  alors  il  peut  durer  tout  aussi 
bien  éterneUsment;  car  on  ne  conçoit  pas,  pourquoi  le  corps  perdrait  son  mouvement ,  après 
l'avoir  coQseivé  pendant  quelque  tenis_,à  moins  que   de»  causes  externes  n'agissent  sur  liai. 
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»du  corps  même,  pour  lequel  toutes  les  conditions  sont  indifférentes,  mais 
«d'une  cause  étrangère  qui  a  agi  sur  le  corps.  Chaque  nouvelle  altération 
«suppose  une  nouvelle  action:  une  altération  continuelle  suppose  donc  uno 
«action  non -interrompue,  ou  renouvelée  dans  chaque  instant".  Cest  ainsi 
que  se  forme  Fidée  des  forces,  qui  ne  suppose  que  l'application  du  principe 
d'inertie,  modifiée  de  nouveau  dans  chaque  instant.  Lorsqu'un  corps  change 
de  direction  ou  de  vitesse,  il  faut  qu'il  ait  reçu  dans  ce  moment  une  nou- 
velle impulsion;  et  si  ce  changement  se  fait  sans  interruption  suivant  la  loi 
de  continuité,  par  ex.  si  le  corps  parcourt  une  ligne  courbe,  il  faut  néces- 
sairement supposer  des  forces  qui  agissent  de  même  suivant  la  loi  de  con- 
tinuité ,  et  qui  le  nécessitent  à  changer  son  mouvement  dans  chaque 
instant:  la  loi  de  ce  changement  servira  donc  à  déterminer  les  forces  qui 
le  produisent. 

§.  3.  Chaque  nouvelle  impulsion  communiquera  donc  au  corps  une 
nouvelle  vitesse  et  direction,  qu'il  conservera  d'après  le  même  principe,  aussi 
longtems  qu'il  n'est  pas  exposé  à  l'action  d'une  nouvelle  cause  étrangère; 
son  mouvement  après  l'impulsion  sera  également  uniforme  et  recliligne,  mais 
plus  ou  moins  vite  que  le  précédent,  et  suivant  une  autre  direction,  con- 
formément à  celle  de  l'impulsion.  Sa  route  sera  détournée  par  chaque  nou» 
velle  impulsion  :  elle  sera  donc  une  ligne  brisée,  lorsque  les  impulsions  suc- 
cèdent l'une  à  l'autre  par  des  intervalles  finis,  et  une  ligne  courbe,  si  ces 
intervalles  sont  infiniment  petits,  ensorte  qu'il  se  fait  une  nouv^elle  impres- 
sion dans  chaque  instant.  Une  pareille  impulsion  non  interrompue,  mais 
continuée  suivant  la  loi  de  continuité,  est  ce  que  l'on  appelle yorce.  La 
courbe  que  décrit  un  corps  sollicité  par  des  forces,  se  forme  simplement 
suivant  la  loi  d'inertie,  comme  le  mouvement  uniforme,  avec  cette  différence 
que  celte  loi  doit  être  autrement  appliquée  dans  chaque  instant:  car  l'essentiel 
de  l'inertie  est  que  le  corps  est  susceptible  de  chaque  impression ,  et  qu'il 
s'approprie  chaque  mouvement  qui  lui  est  communiqué  par  une  impulsion 
quelconque,  parce  que  chaque  état  de  repos  ou  de  mouvement  lui  est  indif- 
férent. 11  en  est  de  même  de  la  vitesse.  Chacun  de  ses  changemens  est 
d'une  grandeur,    ou  finie,    ou  évanouissante  suivant  la  loi  de  continuité^    la 
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vi!<=s.çe  peut  donc  être  représentée  par  les  inclinaisons  cfiine  ligne  bri<;ée  on 
courLe,  selon  q'.ie  les  intervalles  des  impulsions  sont  finis  ou  infiniment  pe- 
tits, selon  que  l'uniformité  du  mouvement  est  altérée  par  des  impulsions  pio- 
prement  dites  ou  par  àçs forces-,  mais  tous  les  deux  cas  résultent  du  même 
principe  d'inertie.  C'est  piécisément  de  la  même  manière,  qu'en  géométri© 
îa  naissance  des  courbes  est  expliquée  par  la  route  qu'un  point  paicourL 
La  pioposiiion  que  la  courbe  a,  dans  chaque  point,  la  direction  de  sa  tafî- 
gente,  est  équivalente  au  principe  d'inertie.  Tous  les  principes  de  la  méca- 
nique, et  toutes  les  formules  élémentaires  du  mouvement  accéléré,  sont  fon- 
dés sur  la  supposition  qu'on  peut  traiter  de  la  même  manière,  les  lignes  que 
décrivent  les  corps  sollicités  par  des  forces,  et  que  celles-ci  ne  sont  autre 
chose  que  des  impulsions  réiiérées  une  infinité  de  fois  sans  intervalles  assig= 
nables,  ensorte  que  la  vitesse  et  la  direction  des  corps  sont  conformes  à  îa 
loi  combinée  d'inertie  et  de  continuité. 

§.  4"  De  cette  manière  on  se  fera  une  idée  distincte  des  différentes  es» 
pèces  de  forces.  Les  impulsions  innombrables  dont  une  force  est  composée, 
peuvent  être  toutes  de  même  grandeur,  ou  elles  deviennent  plus  fortes  ou 
plus  faibles:  d'où  il  resuite  des  forces  constantes  ou  variables.  La  direction 
des  impulsions  donne  encore  un  point  de  vue,  sous  lequel  on  peut  diviser 
les  forces  en  différentes  espèces,  dont  la  plus  importante  renferme  celles  qui 
sont  constamment  dirigées  vers  le  même  point  qui  est  appelé  centre  des  forces. 
Q^s  forces  centrales  sont  le  fondement  de  toute  Tastronomie  physique,  il  est 
donc  nécessaire  de  s'en  faire  une  idée  bien  distincte.  La  pesanteur,  ou  la  pres- 
sion et  la  chute  des  corps  graves  a  sans  doute  donné  la  première  idée  de 
cette  espèce  de  forces.  Lorsque  nous  apercevons  que  tous  les  corps,  dans 
quelque  lieu  de  la  terre  qu'ils  se  trouvent,  parcourent,  s'ils  ne  sont  pas  ar- 
rêtés, le  plus  court  chemin  ou  la  ligne  perpendiculaire  à  la  surface  de  la 
terre;  quand  nôtre  main  qui  les  empêche  de  tomber,  sent  la  piession  qu'ils 
çxercent  suivant  cette  direction;  et  que  nous  nous  rappelons,  que  la  terre 
est  une  sphère:  nous  comprenons,  que  toutes  les  directions  des  corps  tom- 
bans  se  rencontrent  au  centre  de  la  terre,  que  par  conséquent  la  pesanteur 
est  une  force  constamment  dirigée  vers  le  centre  de  la  terre,  ou  une  fore© 
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centrale.  Elle  est  nn  phénomène,  dont  l'explication  physique  serait  apparem- 
ment de  peu  d'utilité  pour  nous.  Il  nous  suffit  de  savoir,  qu'il  y  a  une  force 
qui  pousse  ou  qui  lire  tous  les  corps  v,ers  le  centre  de  la  terre.  Chacun  est 
Je  maître  de  choisir  celle  de  ces  deux  images  ou  dénominations,  qui  lui  pa- 
raît la  plus  claire  j  mais  il  ne  faut  pas  oublier,  que  les  mots,  tirer  ou  jpiisser^ 
ne  sont  pas  des  explications  ou  des  hypothèses,  mais  seulement  des  termes 
employés  pour  abréger.  Au  lieu  de  s'égarer  dans  des  spéculations  sur  la  vé- 
ritable nature  où  cause  de  cette  force,  au  lieu  d'imaginer  une  nouvelle  force 
ou  impulsion  qui  produit  le,  phénomène  de  la  force  centrale ,  on  fera  mieux 
'de  tâcher  de  découvrir  les  lois,  suivant  lesquelles  elle  agit,  pour  pouvoir  les 
employer,  lorsqu'au  apercevra  encore  d'autres  forces  centrales  dans  la  nature. 
§.  5.  S"il  est  permis  de  regarder  la  force  centrale  comme  \m\q  attraction, 
seulement  pour  indiquer  sa  direction;  le  corps  ailirani  ou  le  centre  des  for- 
ces, et  le  corps  attiré  seront  ce  qui,  dans  la  théorie  des  machines,  est  ap- 
pelé puissance  et  poids  ou  masse;  relativement  à  la  pesanteur,  le  poids  est 
le  corps  tom-bant,  la  puissance  est  le  centre  de  la  terre.  Il  se  présente  ici 
«ne  grande  différence  entre  les  forces,  qui  ne  résulte  pas  de  leur  nature, 
mais  des  dilTérens  sens  que  nous  attribuons  au  mot  force.  La  plupart  des 
forces  que  nous  connaissons,  sont  d'une  grandeur  déterminée,  et  l'effet  qu'el- 
les produisent,  ne  peut  aller  au  delà  d'une  certaine  mesure.  Il  s'en  suit  né- 
cessairement, que  de  pareilles  forces  communiqueront  à  un  plus  grand  poids, 
ou  à  une  plus  grande  masse,  un  mouvement  moins  rapide,  qu'à  une  petite 
înasse:  on  ne  peut  donc  pas  déterminer  la  vitesse  ou  V accélération  qui  est 
communiquée  à  la  masse,  sans  connaître  celle-ci  aussi  bien  que  la  force. 
Afin  que  la  masse  soit  transportée  avec  une  certaine  vitesse,  il  faut  que  la 
même  vitesse  soit  communiquée  à  chaque  molécule  de  la  masse.  Or  la  quan- 
tité de  la  force  étant  déterminée,  elle  doit  être  distribuée  à  toutes  les  molé- 
cules uniformément,  ou  proportionnellement  à  leurs  masses:  la  force  doit  être 
partagée  en  autant  de  portions  égales,  que  1&  masse  renferme  de  molécul^^s, 
ou  en  autant  de  portions,  que  la  masse  contient  de  parties  égales  à  celle  que 
l'on  a  prise  pour  unité  des  masses.  Gomme  la  nature  du  mouvement  sup- 
pose nécessairement,  que  la  force   exerce  une  action  égale  sur  chacune  des 
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molécules  qui  participont  au  mouvement;  il  est  clair,  que  son  action  sur  la 
masse  entière,  ou  raccélérufion,  sera  d'auiant  plus  petite,  que  le  nombre  des 
molécules,  ou  la  masse  est  plus  grande:  donc,  pour  trouver  l'effet  que  la  force 
exerce  sur  une  masse  donnée,  il  iaut  la  diviser  par  la  masse;  c'est-à-dire,  les 
accélérations  ou  vitesses,  communiquées  par  des  t'orcps  égales  à  différentes  mas- 
ses, sont  en  raison  inverse  des  masses.  Nommant  donc  P  la  force,  M  la  masse 
mise  en   mouvement,  son  accélération  pourra  être  exprimée  par  —  j    en    sorte 

qu'en  désignant  une  autre    force  et  une  autre  masse  par  p  et  m,    le  rapport 

P     p 
ùes  accélérations  sera  zz  -   :    -  zn  P  /w  :  p  M  :    c'est-à-dire,  en  nommant    Q)  et  9)1 

Mm  ' 

la  force  et   la  masse,  qui   sont    les   unités    par   lesquelles     on    exprime  toutes 

1  r-  ,  r,r         ..  ,  ,  P       m        p        M 

les  torces  et  masses,   les  accélérations   seront  comme  les  nombn  s  — .  — ,  —  .rr,, 

chacun   de   ces  quatre  lacteurs  étant  un  nombre.     On  appelle  —  ou  P  la  quan- 

P  ^ 

tité    absolue    de  la  force,    ou    la  force    absolue,    et  —  la  mesure    de  l'accéié- 

M 

ration  relativement  à  la  masse  M,  ou  la  force  accélératrice ,  c'est-à-dire,  celle 
qui  produit  du  mouvement   ou   qui  communique  une  certaine  vitese. 

§.  6.  L'effet  d'une  forte  est  le  mouvement  qu'elle  produit,  ou  qu'elle 
tend  à  produire,  si  le  mouvement  est  arrêté  par  quelque  obstacle;  et  cette 
tendance  se  fait  sentir  par  une  pression.  Cette  pression,  par  laquelle  les  for- 
ces deviennent  sensibles  à  l'organe  du  toucher,  ainsi  qu'à  celui  de  la  vue 
par  la  vitesse  communiquée,  nous  donne,  de  ce  que  l'on  appelle  force,  la 
notion  la  plus  simple  que  nous  en  aurons  peut-être  jamais:  elle  corstilue 
la  grandeur  absolue  de  la  force,  et  personne  n'hésitera  à  regarder  une  force 
camme  deux  fois  plus  grande,  si  elle  exerce  une  pression  deux  fois  plus 
forte,  qu'une  autre;  elle  est  donc  ce  que  nous  avons  nommé  P  (§.  5.).  Celte 
pression  est  invariablement  la  même,  tant  que  la  force  P  ne  change  pas, 
quelle  que  soit  la  grandeur  de  la  masse  M;  mais  dans  une  plus  grande  mas- 
se, la  pression  se  distribue  sur  un  plus  grand  nombre  d'élcmens;  chacun  de 
ces  éiémens  éprouvera  donc  une  pression  d'autant  plus  faible  qui ,  n'éiani 
autre  chose  que  la  tendance  à  produire  du  mouvement,  communiquera  à  cha- 
que élément,  et  par  conséquent  à  la  masse  entière,  un  mouvement  d'autant 
plui  lent,  l'accélération  sera  d'autant  plus  petite;  elle  sera  donc  proportionnelle 
à  la  fraction  —  •    La  pression   est   proprement    la  mesure    des  forces.    Mais 
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comme  il  est  difficile  de  la  réduire  à  une  mesure  déterminée,  on  a  été  ob- 
ligé ^■e  Si  servir  d'un  autre  effet  des  foi  ces,  ieque!,  étant  une  suite  immédia- 
te de  ia  pression,  (Vapne  cependant  un  autre  de  nos  sens,  dont  les  sensations 
sont  plus  aisées  à  mesurer,  que  celles  du  toucher,  tn  effet,  la  pression 
n'étant  autre  chose  que  l'action  de  la  force,  qui  est  arrêtée  par  un  obstacle, 
et  par-là  rendue  sensible  au  toucher,  il  est  clair,  que  l'efifet  qui  a  lieu,  lors- 
<3ue  l'obstacle  est  enlevé,  doit  être  proportionnel  à  la  pression,  et  qu'en  con- 
aéquence  il  peut  être  emplo)/é  au  lieu  d'elle,  pour  mesurer  les  forces.  Or 
l'eiîet  qui  a  lieu,  quand  l'obstacle  est  levé,  est  le  mouvement  de  la  masse, 
dont  la  quantité  est  déterminée  par  l'espace  qu'elle  parcourt  dans  un  certain 
lems,  ou  si  l'on  veut,  dans  le  premier  instant.  Deux  forces  P,  H,  qui  font 
parcourir  à  des  masses  égales,  des  espaces  égaux  durant  un  certain  tems, 
sont    égales ,    parce    que  leurs    effets  étant    les   mêmes ,    ils  le   seront   encore, 

lorsqu  étant  arrêtés  par  un  obstacle,  ils  ne  feront  sentir  qu'une  pression.    Or 

,  P 

on    peut  considérer  P   comme  étant  composée   de  n  forces   égales  à  —,  donl 

1  P  " 

chacune  meut  —  de  la  masse  M:  on  aura  donc  H  m  P  iz:  «  .  —  ,  c'est-à-dire, 

u  n 

P  -1  T»T         ^  1 

les  forces   II,  —,    sont   en   raison   de  n:  i  zz:  M:  —,    ou  des  masses    auxquel- 
«  '  n  ^       ^ 

les  elles  font  parcourir  les  mêmes  espaces  dans  le  même  tems.  Une  force  Q  qui 
fait  parcourir  à  la  même  masse  un  espace  double  ou  n  fois  plus  grand,  sera 
deux  ou  «  fois  plus  grande:  car  elle  peut  être  envisagée  comme  étant  composée 
de  n  forces  égales,  dont  chacune,  faisant  parcourir  à  la  masse  l'espace  simple, 
est  égale  à  la  force  P.  On  en  conclura  aisément  cette  proposition  générale:»  les 
«forces  sont  proportionnelles  aux  espaces  qu'elles  font  parcourir  à  des  masses 
»  égales  en  tems  égaux,  ou  à  leurs  accélérations;  elles  sont  aussi  proportionnel- 
»  les  aux  masses,  auxquelles  elles  font  parcourir  des  espaces  égaux  en  tems 
»  égaux  «.  Soient  donc  P,  H,  Q,  les  forces,  G,  G,  H,  les  espaces  parcourus 
dans  le  même  tems  en  vertu  de  ces  forces,  et  M,  N,  M,  les  masses  qui 
sont  sollicitées  par  les  forces  P,  II,  Q:  cela  posé  on  aura  P  :  II  :  :  M  :  N ,  el 
P:Q::G:H,  d'oùilsuit,  n:Q::N.G:M.H::|  :  ^,  et  |  :  ^  :  :  G  :  H.  Les  for. 
ces  ou  les  pressions  sont  donc  proportionnelles  aux  pioiiuits  de  la  masse 
par  l'espace  parcourU;  et  les  forces  accélératrices  sont  proportionnelles  à 
ees  espacet. 
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§.  '].  On  verra  bientôt,  que  les  vitesses  sont  en  raison  des  espaces 
parcourus  dans  le  même  tems,  G,  H;  il  suit  donc  de  la  proposition  précé- 
dente, que  les  forces  accélératrices  sont  proportionnelles  aux  vitesses  qu'elle» 
communiquent.  On  a  beaucoup  disputé,  si  cette  proportionnalité  peut  être 
démontrée  à  priori,  ou  si  elle  est  une  vérité  que  l'expérience  seule  nous 
apprend,  «ne  loi  de  la  nature,  de  l'existence  de  laquelle  nous  sommes  cer- 
tains, sans  pouvoir  la  démontrer.  S'il  m'est  permis  de  dire  mon  avis  sur  un 
sujet,  sur  lequel  les  plus  grands  géomètres  ont  eu  difFérentes  opinions,  je 
dirai  qu'il  mi'a  toujours  paru,  qu'il  y  a  quelque  mal-entendu  dans  cette  dis- 
pute. Il  ne  s'agit  pas  du  tout  ici  d'une  loi  de  la  nature,  mais  de  la  logique: 
la  question  est,  quel  est  le  point  de  vue  le  plus  simple,  le  plus  naturel,  sous 
lequel  on  peut  envisager  ce  que  nous  appelons  force  accélératrice.  Il  s'agit  sim- 
plement de  la  définition  de  ce  mot,  comme  l'a  dit  Dalembert  C^),  et  il  pa- 
rait inutile  de  discuter,  si  cette  loi  existe  réellement  dans  îa  nature,  ou  si 
les  forces  sont  en  çflet  proportionnelles  aux  vitesses;  car  nous  ignorons  ab- 
solument ,  si  les  forces  en  général,  telles  que  nous  les  concevons,  existent 
hors  de  notre  pensée.  Ce  que  nous  appelons  force,  n'est  qu'un  être  rdéal, 
une  abstraction,  dont  nous  nous  servons,  pour  soumettre  les  lois  du  mou- 
vement au  calcul,  une  certaine  fonction  de  l'espace  parcouru  ou  de  la  vitesse^ 
comme  les  logarithmes  le  sont  de  leurs  nombres.  Nous  appelons  ^rce,  ce 
dont  le  mouvement  dépend,  comme  l'effet  de  sa  cause:  ce  mot  admet  donc 
plusieurs  sens,  aussi  bien  que  la  cause  d'un  événement;  et  l'on  peut  envisa- 
ger les  forces  sous  plusieurs  points  de  vue.  Mais  comme  il  est  sûr,  que  la 
cause  doit  être  proportionnelle  à  son  effet,  la  force  l'est  aussi  nécessairement 
à  son  effet  qui,  à  la  vérité,  n'est  pas  la  vitesse  seule,  mais  qui  en  sera  tou- 
jours une  fonction.  On  peut  donc  prendre  pour  l'effet,  la  vitesse  ^|  elle-même, 
ou  son  carré,  ou  son  produit  par  la  masse  m^  etc.  et  l'on  peut  nommer  force, 
la  cause  proportionnelle  à  l'un  ou  l'autre  de  ces  effets,  c'est-à-dire,  on  peut 
mesurer  les  forces  par  v,  ou  par  t;^^  ou  par  n)m,  'v^ m,  etc.  Mais  pour  éviter 
toute  confusion  ,    il  sera  bon  de  distinguer  chacune  de  c^s  espèces   de  forces, 


(ïj   Traité  de    dyriam.  art.   19.   Pour  nous,    sans  vouloir  discuter,     si   ce  principe    est  d'une  vérité 
;, nécessaire  ou  conùngentej  nous  nous  contenterons  de  le  prendre  pour  vme  définition'^ 
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m  plutôt  de  ces  notions  ou  {onctions,  par  différentes  dénominations.  Cesï 
ainsi  que  Ton  a  appelé  force  accéléralrice  celle  qui  est  propotiionnelle  à  v, 
motrice  celle  qui  est  en  raison  de  xm,  force  vwe  celle  qui  est  mesurée  par 
v-m,  etc.  On  trouvera  les  mêmes  résultats,  en  employant  l'une  ou  l'autre  de 
ces  fonctions,  pourvu  qu'on  ne  les  confonde  pas  dans  les  raisonnemens  ou 
dans  les  calculs.  La  véritable  loi  de  la  nature,  est  celle  que  Newton  a  trou- 
vée, savoir  que  la  vitesse  que  le  soleil  communique  dans  un  instant  aux  planè- 
tes,'est  en  raison  inverse  du  carré  de  leur  distance j  et  il  en  eût  pu  déduire 
toutes  les  découvertes  qui  composent  l'astronomie  physique,  sans  prononcer 
le  mot  de  force  au  lieu  de  vitesse.  Il  suit  de  cette  loi ,  que  tout  ce  qui  est 
proportionnel  à  la  vitesse,  suit  nécessairement  le  même  rapport,  soit  qu'on 
lui  donne  le  nom  de  force,  de  force  accélératrice,  ou  tel  autre  nom.  Si  Neu- 
ton  avait  supposé  la  force  proportionnelle  au  carié  de  la  vitesse,  il  aurait 
trouvé  le  même  résultat;  mais  alors  il  aurait  fallu  dire  que,  non  la  force,  mais 
sa  racine  carrée  est   en  raison  inverse  du  carré  des  distanceSa 

§.  8.  L'accélération  d'une  force  ,  dont  l'intensité  est  d'une  grandeur 
donnée,  dépend  donc  de  la  quantité  de  la  masse  accélérée;  il  en  est  tout  au- 
trement de  la  pesanteur  et  des  forces  semblables.  Les  forces  de  la  première 
espèce,  les  forces  mécaniques  proprement  dites,  ne  peuvent  être  appliquées 
immédiatement  qu'à  une  partie  du  fardeau  ou  de  la  masse,  et  elles  ne  mou. 
vraient  que  celte  partie 'seule,  si  la  cohésion  des  autres  parties  ne  s'y  oppo- 
sait: pour  vaincre  celte  résistence,  la  force  doit  nécessairement  se  distribuer 
sur  toute  la  masse^,  pour  communiquer  à  chaque  partie  le  même  degré  de  vi- 
tesse. La  pesanteur,  au  contraire,  est  une  pjopriété  de  la  masse  elle-même, 
elle  pénètre  l'intérieur  de  tous  les  corps;  elle  s'attache  à  chaque  partie  im- 
Bié 'iatement  et  avec  la  même  force,  ensorte  que  la  cohésion  des  parties  n'a 
aucune  influence  sur  son  action.  Deux  corps  graves  tombent  également  vite, 
soit  qu'ils  soient  séparés  ou  réunis  en  un  seul  corps,  parce  que  chacun  en 
particulier  est  accéléré  par  la  pesanteur.  Il  s'en  suit  nécessairement,  que  la 
pression  qu'un  corps  éprouve  par  la  pesanteur,  et  qui  est  son  poids ^  est  la 
somme  des  pressions  innombrables  que  tous  ses  élémens  éprouveraient, 
quand  même  ils  seraient  séparés  de  iuij  qu'en  conséquence  la  pression  P  de  la 
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pesanteur,  qu'une  masse  quelconque  M  éprouve,  es\  proportionnelle  à  la  masse, 
Pi=«M,  n  é[ant  une  quantité  constante.  Tout  le  monde  est  persuadé  de 
celle  vérité,  celui  même  qui  n'a  jamais  réfléchi  là-dessus.  Deux  masses  éga- 
les, deux  balles  de  plomb,  exercent  sur  la  main,  ou  sur  la  balance  une  pres>- 
sien  deux  fois  plus  grande  qu'une  seule  de  ces  balles,  et  leur  pression  n'est 
point  alléiée,  si  on  les  fond  en  une  seule  Ç).  L'expérience  nous  ayant 
donc  appris,  que  toutes  les  molécules  égales  éprouvent  la  même  pression, 
soit  que  chacune  forme  séparément  un  corps,  ou  qu'elles  soient  réunies  à 
d'autres  corps,  c'est  à -dire,  que  la  pression  est  proportionnelle  à  la  masse; 
il    est  évident,    que  tous  les   corps,    quelle   que  soit   leur  grandeur   ou    leur 

pesanteur  spécifique,  ,sont  également  accélérés  par  la  pesanteur.     En  effet,   P 

P 
étant  égal  à  nM,  l'accélération  de  chaque  masse  —  est  une  quantité  constan- 
te n.  Cette  vérité  est  aussi  constatée  par  l'expérience,  et  elle  n'est  qu'une 
conséquence  nécessaire  de  la  notion  générale  d'une  force  centrale.  On  ne 
sauroit  se  l'imaginer  autrement  que  comme  remplissant  un  espace  sphérique 
autour  du  corps  central.  Tout  ce  qui  entre  dans  cette  sphère  d'activité,  est 
entraîné  vers  le  centre  par  ces  forces,  semblables  à  des  rayons  divergens. 
Il  y  a  un  nombre  infini  de  ces  rayons,  suivant  la  loi  de  continuité;  ils 
existent  toujours,  et  deviennent  actifs,  dès  qu'ils  rencontrent  une  masse;  ils 
seront  doublement  actifs,  s'ils  rencontrent  une  masse  double,  etc.  L'idée  ne 
peut  pas  avoir  lieu,  que  leur  activité  doive  être  divisée  par  la  masse:  un 
corps  ne  perd  rien  de  son  poids,  lorsqu'un  autre  s'en  approche;  la  pesan- 
teur sur  la  terre  ne  diminuera  pas,  si  la  masse  s'y  accumule.  Il  s'en  suit, 
que  la  pression  proportionnelle  à  la  masse,  ou  la  quantité  constante  de  l'ac- 
célération, n'est  pas  une  propriété  exclusive  de  la  pesajiteur,  mais  commune 
à  toutes  les  forces  centrales.  Dès  que  l'on  sait,  que  la  force  est  constam- 
ment dirigée  vers  un  point  fixe,  il  est  à  présumer  qu'à  l'instar  de  la  pesan- 
leur,  il  y  a  — zrn;  et  comme  il  ne  s'agit  ici  que  de  rapports,  on  peut 
égaler  n  à  l'unité;  mais  il  ne  faut  pas  oublier  que  P  et  M  ne  sont  pas  la 
même  chose,  mais  des  quantités  hétérogènes.  Dans  un  cas  particulier  on  peut 
éçalpr  P  à  M,  en  supposart  le  poids  ou  la  nression  pg-alp  à  la  mnssP;  mais  alors 
\i)  lie  tiatec  ae  louit;»  le»  aiatcuuiiùiiit»  i^m  de  veaueut  «u  ^loiU*,  esC  louaé  sur  ce  pnocipe. 
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on  a  déterminé   la  mesure  ou   l'unité  des  forces  une   fois  pour  toutes.     Si  îa 

masse  M  est  éloignée  de   la  terre,   ou  qu'elle    soit  transportée  dans  la  sphère 

d'activité    d'une   autre  planète,    P  sera    plus    ou   moins  grand   qu'à   la  surface 

de  la  terre,    tandis    que  M  ne   change  pas:   à  cette  nouvelle  distance,  ^  sera 

également  une  quantité   constante,  mais  différente  de  ce  qu'elle  était  orioiïiai- 

reraent:  -- =^?i  ne  sera   plus   égale  à  l'unité.     Cependant,    îa  pesanteur   à  la 

surface    de    la  terre  nous   étant    plus  familière   qu'aucune  autre    force      il  ^^ï 

nature],  de  déterminer  la  mesure  universelle    des  forces  ensorte ,    que  P  soit 

égal  à  M,  ou  ^  —  I5  lorsque  P   est  celte  pesanteur:  cela  ne  veut  dire  autre 

chose,  si   non   que  la  pesanteur  à  la  surface  de  la   terre  servira  d'unité  pour 

mesurer  une  force  quelconque.    On   verra   plus  bas,  qu'à  cause  de  !a  rotation 

de  la  terre,    le   coefficient    n  même    a  des  valeurs  ditTérentes    de  i'uniié,    qiû 

dépendent  de  la  hauteur  d-u   pôle. 

La  chute  de  tous  les  corps  graves  sur  la  terre  étant  îa  même  dans  un 

certain  tems,  ainsi  que  nous  venons  de  le  voir,   elle  sera  un  espace  déterminé, 

le    tems    étant    donné  j    on    peut   donc   prendre  cet  espace  pour  la  mesure  de 

Taccéléraiion  :    alors  tout  sera  réduit    à  une  mesure  connue.     L'usage  adopté 

presque  généralement  est,   de  prendre    la  seconde  pour  unité  des  tems      et  de 

désigner  par  g   l'espace    que  parcourent    en    une    seconde  les  corps,    tombant 

librement^  la  surface  de  la  terre,   c  est- à- dire,    s'ils   n'ont  pas  à  surmonter  la 

résistance  de  l'air  ou  d'un  aufr©  obstacle.    On  a  trouvé  par  un  grand  nombre 

d'eApéiiences,  que  g  est  ég;il  à  i5,6'25  zz:  i5  l  pieds  rhinîandiques:  je  supposerai 

^=:  3, 65622  mètres,    ce   qui  est,  suivant  M.   de  Laplace,  la  valeur  de  ^  sur 

le  parallèle  dont  la  latitude  est  de  35°i5'52'',  ie  carré  de  son  sinus  étant?  i^V 

j  3  ^  "^* 

C'est  ce  que  Ton  appelle  accéléralion  de  la  pesanteur,  à  la  surface  de  la  terre: 

elle  est  proportionnelle  à  îa  force  accélératrice  (§.  6.).    Soit  donc  Q  la  force 

absolue   d'un  autre  corps  central,   ou  de  la  terre  à  une  autre  distance,  N  une 

autre  masse,  h  l'espace  que  la  force  Q  lui  fait  parcourir  en  une  seconde-  cela 

,        P      o      ^  P 

pose   on  aura  g  :  h  ::  ~   :  ~.     Supposant  donc  —  :=  i,  et  nommant  n  la  ouan- 

tité  constante,  égale  à    -,   il  viendra  g:hz=zi:?7,  n:rz:-,  et  h  —  7is—~^. 


(î)  Expoiiu  du  Sjit,  du  3^Q-nd-e,  ed,  3.  pa§>  J88, 

3 


/ 
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§.  9,  La  métaphysique  ne  parviendra  peut-être  jamais,    par  les  spécula- 
tions les  plus  subtiles,  à  analyser  parfaiteme^nt  Tidée  de  ce  que  nous  appelons 
force.     Nous    avons  dû  nous  contenter  de  cansidéfer  son  effet  immédiat,  une 
pression  sensible,    ou  un  mouvement  visible^  et  Ton  a  vu,  que  cet  effet  peut 
servir  à   comparer  les  forces  entre   elles,    ou  à  les  :mesurer.     Mais  cet  effet 
même  est  encore  vague,    el  de -là   naît    l'ambiguité  du  moi  Jbrce.     En  distin- 
guant   la  force   d'avec   le  poids,    on  regarde  la  première  comme   la  propriété 
d'une  substance   différente  du   poids;    on  envisages   par  ex.  la  force  de  la  pe- 
san^teur   comme    une  attraction   inliérenle   à   la   terre,    qui    lui  appartiendrait, 
quand-même   il  n'y  aurait  pas   d'autres  corps ,    sur  lesquels  elle  pourrait  agir. 
On   regarde    donc    la  force  comme    une  chose    distincte    de   son   effet,    de  la 
pression,   ou  du  mouvement  qu'elle  produit.  Cette  force  abstraite  que  l'on  se 
figure  sans   aucune  relation  à  d'autres  corps,  est  une  pure  notion  métaphysi- 
que, mais  qui   est  toujours  supposée  tacitement  dans  les  recherches  jïiathéma- 
tiques.     On    pourrait    appeler   sa  grandeur    déterminée,    force   absolue^     mais 
comme  elle  ne  tombe   pas  sous  les  sens,   et  que   par  conséquent   elle  ne  peut 
pas    être   mesnirée,    ce  n'est    pas    un   objet    des  mathématiques.     Ce    que    l'on 
peut  mesurer,  ce  sont  les  effets  sensibles   des  forces,  qui  supposent  des   corps 
étrangers  :    c'est    par    le  moyen    de  la  liaison   qui  existe    entre  la   force  et    Is 
poids,  que  la  comparaison  ou  la  mesure  devient  possible.   Mais  quel  eâet  est 
le  plus  propre  pour  cela,  et  comment  faut-il  mesurer  l'effet  lui-même?     On  a 
vu,  comment  cela  se  fait  à  l'aide  de  l'espace,  parcouru  dans  un  certain  tems, 
par  ex.  une  seconde,  c'est-à-dire,  par  l'accélération;  mais  ceci  n'est  pas  encor^ 
assés  dét&rminé.     Il  est  vrai  que  relativement  aux  forces  centrales ,  l'accéléra- 
iion  est  indépendante   de  la  quantité  de  la  masse   accélérée;   mais    il  est  aisé 
de  prévoir,   qu'à  de  plus  grandes  distances   du  corps  central,   ou  du  véritable 
siège  de  la  force,   l'accélération  diminuera,  comme  tous  les  effets  qui  se  répan- 
dent par  un  espace  sphérique;  la  quantité  accélératrice  des  forces   centrales  dé- 
pend donc  de  la  distance  au  corps  central.     Quant    aux  autres  forces,   l'accé» 
lération,  dépendant  de  la  masse  accélérée  (§.  5.),  est  un  effet  lout-à-fait  vague. 
En  nommant  la  grandeur  absolue  d'une  de  ces  forces  mécaniques  P,  la  masse 
accélérée  M,  et  la  force  accélératrice  relativement  à  cette  masse  /?;  on  aura 
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—  jTjo  (§.  5.)j  M  et  p  étant  variables,  et  P  étant  une  quantité  constanle. 
Soit  encore  h  raccélération ,  ou  l'espace  que  P  fait  parcourir  à  M  en  une  se- 
conde, g  l'espace  parcouru  par  M  et  par  tout  autre  corps  en  vertu  de  la  pe- 
santeur, et  que  la  force  accélératrice  de  la  pesanteur  soit  izi  i  :  alors  on  aura 

P 
(§.  8.)  p  :  1  '.  :  h  :  g,  h  ::^pg  ziz  —  g,  et  Mhzz:  V g  sera  une  quantité  constante, 

puisque  F  et  g  sont  invariables.     Ce   produit  constant  MA  est  un  effet  de  la 

force  P,  qui  suffit  pour  la  déterminer,  parce  *que  P  zn .     Il  est  en  raison 

composée  de  l'espace  parcouru  h,  et  de  la  masse  accélérée  M;  il  est  donc 
proportionnel  à  ce  qu'on  appelle  quantité  du  mouvement.  Ainsi  les  forces  mé- 
caniques sont  proportionnelles  au  produit  de  la  masse  par  sa  vitesse ,  ou  au 
mouvement  produit:  c'est  par  cette  raison  qu'on  les  appelle  forces  motrices 
qui,  dans  un  pareil  cas,  ne  sont  pas  diUérentes  des  forces  absolues,  ou  plutôt, 
qui  leur  sont  proportionnelles.  Mais  quand  on  veut  appliquer  ces  différen- 
tes dénominations  aux  forces  centrales,  il  se  présente  une  différence  impor- 
tante. Alors  P  n'est  plus  une  quantité  constante:  la  quantité  du  mouvement 
M/z,  ou  la  force  motrice,  est  donc  variable,  et  proportionnelle  à  la  massej 
mais  cela  même  prouve,  que  P  n'est  pas  ce  que  l'on  pourrait  appeler  gran- 
deur absolue  de  la  force  centrale.  Il  ne  sera  donc  pas  inutile,  d'expliquer 
le  vrai  sens  de  ces  trois  termes  de  force  absolue,  accélératrice,  et  motrice, 
relativement  aux  forces  centrales.  Pour  fixer  les  idées,  j'en  ferai  l'application 
à  la  terre  ,  en  supposant  comme  une  chose  généralement  connue,  que  la 
pesanteur  diminue  à  de   plus  grandes   distances   de  la  terre. 

§.  10.  La  pesanteur  des  corps,  ou  la  force  qui  les  pousse  vers  le  cen- 
tre de  la  terre,  peut  être  envisagée  comme  l'efTet  d'une  force  attractive,  inhé- 
rente à  la  terre,  ainsi  que  nous  attribuons  l'attraction  du  fer  à  une  tbrce 
attractive  de  i'aiman ,  quoique^  nous  nous  trompions  peut-être  dans  les  deus 
cas.  Ainsi  nous  nous  représentons  la  force  centrale  de  la  terre,  indépendam- 
ment des  corps  qu'elle  atiire:  nous  devons  donc  attribuer  à  cette  force  ab- 
straite une  certaine  intensité,  susceptible  d'augmentation  et  de  diminutionj 
sans  songer  à  ses  relations  à  d'autres  corps,  ainsi  que  nous  parlons  de  la 
valeur  intrinsèque  d'un  aiman,  de  sa,  force  plus  ou  moins  grande,  sans  pen° 
ser    à  une  certaine    masse    de   fer,,    attirée   par   lui   à    une   certaine    distance: 

W 
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"  c'est  sous  ce  rapport  que  nous   disons,  que  le  soleil    ou  Jupiter  a  une    force 
,     attractive,    plus  grande  que  celle  de   la  terre.     Cette   manière  d'envisager  les 
forces   donne  leur   quantité  absolue-    elle  est  indépendante  des  corps  étrangers. 
Mais    chaque    effet    individuel    qu'elle    produit,     dépend   non-seulement    de    la 
masse    sur    laquelle    elle    agit,    mais  aussi    des   circonstances,    dans   lesquelles 
cette  masse  se  trouve   relativement  au  centre    de  la  foïce  absolue.     La  masse 
donne  la  quantité   motrice  de   la  force,  les  circonstances   déterminent    la  quan- 
tité accélératrice.     Il  est  certain ,   que    la  force  attractive    de   la    terre  pourrait 
être  renforcée^en  augmentant  la  masse  dont  elle  est  composée^   on  ne  disconvien- 
dra pas   non  plus,   qu'un  corps  à  la  même  distance  serait  attiré   plus  ou  moins 
fort  y    s'il  était  transporté  à  une  autre  planète,  ou  s'il  appartenait  à  un  autre 
monde,    construit    suivant    les  mêmes   lois,    mais   d'après    une    autre  échelle.. 
Cette  intensité   n'appartient  pas,  pour  ainsi  dire,  au  droit  naturel,   mais  au  droit 
pnsr'/if  de  la  nature^    elle    est  une   de  ces  quantités   absolues  ^   arbitraires,    ou. 
doninées,   auxquelles  la   solution   de  chaque  problème  de  mathématiques  con- 
duit finalement,    et  lesquelles,    après    la  solution,,    doivent    être   déterminées, 
par  des  observations,  sans  avoir  a..ucuiie  influence  sur  la  solution  même.  Des   rai- 
spunemens    à  priori  ne  peuvent    les   découvrir  i    c'est    ici  que    la   philosophie 
naturelle  finit,  et   que  la  révélation  eomm.ence  :    c'est  ici   qu'il  faut  ouvrir   \&- 
code  écrit  de  la  nature,    et  croire   aux  sens  où  la  ra'sou    ne  suffit  plus.  Quand- 
même  nous    serions   entièrement  convaincus  de  la  nécessité   des  lois   du  mou- 
vement eî  du  rapport   dans  lequel   les  forces   centrales  changent  avec   la  dis- 
tance,   de    sorte  que    le  monde    ne   pourrait    exister    sans  ces  lois;    nous    ne 
■pourrions  .pas  ^iisconvenir,  qu'un  autre  monde  serait  également  possible,   dans, 
lequel,  avec  les  mêmes  lois,    une  autre  détermination   des  quantités   absolues^, 
une  autre  échelle  aurait   été  adopLée;    dans   lequel    la   même,  disposition    des> 
corps  célestes  aurait  été  observée,   leur  grandeur^  distance,  etc.  étant  changées 
dans    un  rapport   constant;    dans   lequel   la   pesanteur  serait,    com.me    dans   le; 
nôtre,    en   raison  inverse  du  carié   des  distances,,  mais  les  corps  à  la  surtace 
ds   la  terre  parcourraient   en  une  seconde,,   3o  pieds  ou  tel  autre  espace,  au. 
lieu   de    i5   pieds.      Mais   le  grand   architecte    de   l'univers    a   choisi    l'échelle 
actuelle^  nous  devons  croire  que  c'est  le  meilleurj  lui  seul  ^azV  pourquoi.  Cette 
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intensité,  ou  cette  quantité  arbitraire  de  la  pesfnteur  (parce  que  nons  en 
ignorons  la  raison),  qui  est  déterminée  ensorte  que  tous  les  corps  a  la  sur- 
face d'une  sphère  dont  la  densité  et  la  grandeur  sont  égales  à  celles  de  la 
terre,  parcourent  3,6562a  mètres  en  une  seconde 3  c'est  ce  que  l'on  appelle 
quantité  absolue   de  la  force  centrale. 

Cette  force  communique  à  fous  les  corps,  grands  ou  petits,  une  accé- 
lération de  ^fiàQi-^.  mètres,  lorsqu'ils  se  trouvent  à  la  surface  de  la  terre; 
à  des  distances  pk^s  grandes,  ceUe  accélération  est  moindre,  et  le  rapport 
dans  lequel  elle  diminue,  est  la  grande  loi  de  la  nature,  découverte  par 
INew^ton.  Ce  rapport  n'est  pas  arbitraire,  mais  une  loi  de  la  nature,  laquel- 
le, quoique  nous  en  ignorions  la  raison,  n'est  pas  moins  nécessaire.  L'accé- 
lération à  une  distance  donnée  dépend  à  la  fois,  de  la  force  absolue,  et  de 
la  distance  suivant  cette  loi:  elle  est  l'eiïet  de  la  force  absolue,  modifié  par 
la  distance:  ainsi  la  force  absolue,  quoique  constante,  produit  des  effets  qui 
sont  diiférens  d'après  les  circonstances.  Supposons  qu'un  corps,  à  une  dis- 
tance double,  soit  accéléré  quatre  fois  moins:  alors,  comme  on  appelle  force 
tout  ce  qui  produit  du  mouvement,  il  est  naturel,  d'attribuer  cet  effet  quatre  t'ois 
moindre,  à  une  force  quatre  fois  plus  fiiible;  mais  cette  comparaison  n'a  pas 
lieu  relativement  à  la  force  absolue  ,  les  circonstances  externes  n'çtant  plus 
les  mêmes.  Cette  nouvelle  force  centrale,  ou  plutôt,  cette  force  envisagée 
sous  un  autre  point  de  vue,  est  donc  proportionnelle  à  l'accélération  ou  à 
la  vitesse  qu'elle  communique  aux  corps;  c'est  pour  cela  qu'on  l'appelle  quan- 
tité accélératrice   de    la  force    centrale. 

L'accélération  consiste  à  mettre  une  masse  en  mouvement:  le  mouve- 
ment, ou  l'effet  qu'elle  produit,  est  d'autant  plus  grand,  que  la  vitesse  et  la 
masse  sont  plus  grandes.  La  quantité  qui  est  mesurée  par  c^\  effet  complet, 
est  appelée  quantité  motrice  de  la  force  centrale:  elle  est  donc  proportion- 
nelle au  produit  de  la  vitesse  par  la  masse  accélérée.  Elle  est  ce  que  l'on 
nomme  le  poids  d'un  corps,  tant  qxî'il  est  en  repos,  ou  îa  violence  du  choc 
qu'il  donne  en  tombant.  C'est,  pour  ainsi  dire,  îa  force  qui  a  passé  du 
corps  central  au  mobile:  car  la  pression  ou  le  poids  des  corps  est  aussi 
legardé  comme  -une  force  inhérente*  à  ces  corps ,   parce    qu'il  peut  produire 
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an  nouveau  mouvement ,[  ¥?n  rencontrant  d'autres  corps.  La  force  motrice 
est  donc  inhérente  au  moLile,  c'est  l'effort  av€c  laquel  il  tend  à  se  rap- 
procher du  corps  central,  et  la  mesure  de  Faction  qu'il  exerce  sur  d'autres 
corps.  La  force  absolue  réside  dans  le  corps  central,  c'est  la  violence  avec 
laquelle  il  attire  tous  les  corps.  La  force  accélératrice  est  répandue  dans 
l'intervalle  entre  les  deux  corps,  ou  plutôt  dans  tout  l'espace  sphérique  qui 
.environne  le  corps  central;  c'est  un  torrent  qui  entraine  tous  les  corps  qu'il 
rencontre,   le  lien   qui  joint   les  forces  absolue  et  motrice  (^). 

§.  II.  Dès  que  l'on  suppose,  que  la  force  centrale  est  une  propriété 
commune  à  tout  ce  qui  est  matériel,  il  en  suit,  que  sa  quantité  absolue  est 
proportionnelle  à  la  niasse  du  corps  central,  parce  qu'elle  est  la  somme  des 
forces  de  tous  ses  élémens.  Il  est  évident,  que  Faccélératlon  de  la  force 
centrale  doit  din^nuer  à  une  plus  grande  distance,  et  on  verra  plus  bas, 
qoj'elle  est  réciproque  au  carré  de  la  distance.  Cela  posé,  soit  la  masse  du 
corps  central  zzA,  celle  du  corps  attiré  zrM,  la  distance  de  l'un  à  l'autre 
mr;  alors  la  force  absolue  peut  être  exprimée  par  A,  la  force  accélératrice 
par  —,  et  la  force  motrice  par  ■ — ■  :  ces  expressions  serviront  a  comparer 
les  forces  centrales  entre  elles,  où  il  s'entend,  que  toutes  les  quantités  seront 
cjiprimées  par  la  même  unité  de  leur  espèce.  Supposons  par  ex.  que  le 
soleil  contienne  Sooooo  fois  plus  de  masse  que  la  terre,  ei  que  son  demi- 
diamètre  soit  iï3  fois  plus  grand  que  celui  de  la  terre,  de  sorte  qu'un  corps 
à  sa  surface  est  ii3  fois  plus  éloigné  du  centre,  qu'un  corps  à  la  sur- 
face de  la  terre  n'est  éloigné  de  son  centre.  En  prenant  donc  la  masse, 
la  force  centrale  ,  et  le  rayon  de  I4  terre  pour  unités  destinasses  ,  des 
forces,  et  des  distances;  la  masse  et  la  force  absolue  du  soleil  seia  A 1= 
Sooooo      et   rr=ii3;    donc  la   force  accélératrice  du  soleil,  ou  la  pesanteur 


A  Sooooo 
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à   sa  surface    n: =23-    fois   plus   grande  que  celle  de  la   terre  a 

'  r  r  (  1 1 3  j^  i^  - 

sa  surface,  laquelle  est  ^  =  3,  656^2  m.  La  chute  des  corps  à  la  surface  du 
soleil  en  une  seconJe,  sera  donc  de  85,  9m.  ou  de  067,1  pieds,  et  le 
irême  corps  pèsera,  sur  le  soleil,  23  î  fois  plus  que  sur  la  terre.  .Mainte- 
nant il  est  aisé,  de  réduire  toutes  les  forces  centrales   à  des  mfrsures  connues. 

(I)  Voy.  Neivîojii  MU.  Nai.  Fnnc.  MailuMb.  I.  Bejm,  6.  7.  8. 
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En  supposant  la  niasse  de   la  terre  znT,  son  demi- diamètre  zzia;  l'espace  h 

que  parcourra  en   une   seconde    un  corps    quelconque,    sollicité   par  la  force 

.                             ,     ,    ,    A    a  a 
centrale  d'une  masse  A,   a  la   distance  ?-  au    centre,    sera   égal  a— .g,   ou 

bien     A  étant  donné   en  parties  de   la  masse  de  la  terre,    et  r  en   rayons   de 

la  terre,    hzzi—^.     Connaissant   donc    l'espace    /j  parcouru    en  une  seconde, 

on  le  trouvera  pour  un  autre   tems  quelconque,  et   le  calcul    donnera    toutes 

les  conditions  du  mouvement,   suivant  les  lois  générales.     Il  n'est  pas  même 

A 
nécessaire  de  connaître  A-,  on  peut  mettre  au  lieu   de  —  le  rapport  des  forces 

A  *■ 
absolues  ,  ou  des  accélérations  à  la  même  distance:  —  est  toujours  une  quan- 
tité constante  que  les  observations  détermineront  dans  cliaque  cas  particulier,. 
Dans  la  plupart  des  problèmes  d'astronomie  on  cberclie  le  mouvement  d'un^ 
ou  de  plusieurs  corps  autour  d'un  commun  corps  central:  alors  les  diirérens 
mouvemens  "dépendent  uniquement  du  rapport  des  forces  accélératrices  à 
différentes  distances j  la  masse  A  aj'ant  donc  toujours  la  même  valeur,  elle 
disparaît  tout-à-fait  du  calcul.  Dans  un  pareil  cas  en  général,  il  ne  peut 
être  question  que  des  forces  accélératrices:  les  forces  absolues  ne  viennent 
à  être  considérées,  que  lorsqu'il  s'agit  de  comparer  les  mouvemens  autour 
de  différens  centres j  mais  dans  ce  cas,  le  rapport  des  forces  absolues  ou 
des  masses  sera  déterminé  par  les  différens  mouvemens,  donnés  par  les 
observations. 

L'expression    des   forces  motrices,    ou   de  la  quantité   du   mouvement^ 
AM 
,  nous  apprend  cette  vérité  importante,  que  le  mouvement  est  le  même^ 

soit  qu'on  considère  l'orbite  de  M  autour  de  A,   ou  celle  de  A  autour  de  M^ 

parce    que  A  M    et  r  ont     la  même    valeur    dans    l'un    et   l'autre    cas.     Mais 

.      ,  A  M 

l'accélération    sera   exprimée   par —  dans  le  premier   cas,   et  par —  dans  l© 

second:  elles  sont  donc  en  raison  inversa  des  masses. 
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CHAPITRE      II. 

Lois   générales    du   mouvement. 


§.  12.  JLj'explication  donnée  plus  haut  (^.  3.  4-)»  d'après  laquelle  cha- 
que force  est  envisagée  comme  étant  composée  d'une  infinité  d'impulsions, 
réitérées  suivant  la  loi  de  continuité,  est  très-propre  à  déduire  les  lois  du 
Hiouvement  d'une  simple  application  de  la  loi  d'inertie.  L'intensité  ou  TefFet 
d'un  choc  ne  peut  être  déterminé,  ni  par  l'espace  seul  que  le  corps  parcour- 
ra,  après  avoir  été  frappé,  ni  par  le  tems  seul  pendant  lequel  il  continuera 
son  mouvement,  parce  que  l'un  el  l'autre  croît  à  infini  suivant  la  loi  d'inertie. 
Mais  dès  que  le  tems  est  connu ,  dans  lequel  le  mobile  parcourt  un  certain 
espace,  l'intensilé  du  choc  est  déterminée,  en  supposant  que,  pendant  ce  tems, 
le  mobile  n'a  éprouvé  aucune  nouvelle  impidsion.  Il  est  donc  clair,  que  les 
chocs  et  les  forces  ne  peuvent  être  mesurés  que  par  la  combinaison  du 
tems  et  de  l'espace:  c'est  ainsi  que  s'est  développée  une  nouvelle  notion,  la 
relation  entre  le  tems  et  l'espace,  ou  la  vitesse.  L'espace  parcouru  dans  un. 
certain  tems,  ou  la  vitesse  engendrée,  fournit  donc  la  mesure  d'une  impulsion^ 
et  on  verra  aisément,  qu'il  est  indifférent,*  si  l'on  prend  le  tems  grand  ou 
petit,  pourvu  qu'on  soit  certain  que  l'espace  parcouru  dans  ce  tems  est  l'effet 
de  la  seule  impulsion,  qui  doit  être  déterminée.  Si  le  mobile  a  'éprouvé 
successivement  plusieurs  chocs,  il  faut  que  l'espace  qui  servira  à  déterminer 
le  premier  choc,  n'appartienne  pas  à' un  tems,  plus  grand  que  l'intervalle 
emre  le  premier  et  le  second  choc:  d'où  il  suit  que  le  tems  qui,  par  sa 
comparaison  avec  fespace  parcouru,  servira  à  détenniner  la  vitesse  engendrée, 
et  par-là  l'intensité  du  cho,c,  doit  élre  d'autant  plus  petit,  que  les  chocs  se  suc- 
cèdent plus  rapidement.     La  même  précaution  est  nécessaire,  si  le  choc  qui 
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eioit  être  déterminé,  n'est  pas  le  premier:  dans  un  pareil  cas,  il  faut  séparer 
la  vitesse  après  le  dernier  choc,  de  .celle  que  le  mobile  avait  déjà  acquise 
par  les  chocs  précédensj  le  résidu,  oa  V accroissement  de  la  vitesse,  détermi- 
nera seul  le  dernier  choc,  au  lieu  que  la  vitesse  totale  que  le  mobile  a  après  le 
dernier  choc,  dépend  de  la  somme  de  tous  les  chocs  qu'il  a  éprouvés.  Nom- 
mant donc/?;,  p%  p";  etc.  les  différentes  impulsions  que  le  mobile  éprouve,  a,  c ,  c'% 
etc.  &^  vitesses  après  la  première,  la  seconde,   la  troisième  impulsion;  on  aura 

pzzzXc,  p  -\-  p'  ziz  \c,  p  -]_  p ■  _j_ p''  2z:  X c",  etc. 
X  étant  un  coefficient  constant  qui  sera  déterminé  par  la  mesure  dont  on  se  ser- 
vira. Il  en  suit  p'znXic'  —  c),  p''zz:\{g"  —  c'),  etc.  ou  en  nommant  c  la  vitesse 
donnéa  par  le  premier  choc,  et  ^c,  a'c,  etc.  les  nouveaux  accroissemens, 
pzzzXc,  p'zizXAc,  p"-z:z\ù^'c,  ei  ^  p -^-p' ^  p"  :=:i\(c  ■\- ^c-\- àf  c). 
§.  i3.  Si  tous  les  chocs  ne  sont  pas  seulement  d'une  force  égale, 
mais  succèdent  aussi  l'un  à  l'autre  à  des  intervalles  égaux,  le  nombre  des 
chocs,  et  la  somme  des  vitesses  engendrées,  seront  proportionnels  au  tems. 
Nommant  r  l'intervalle  entre  deux  chocs  successifs,  au  bout  du  tems  iir  le 
nombre  des  chocs  sera  zizn,  et  leur  force  combinée,  p -^^  p' -\~  p" -\-. .  . .  .  zn 
X  (c -|- Ac -|-  A'c-j- •  •  .)»  f^ine  et  l'autre  de  ces  deux  séries  renfermant  n 
termes.  Or  par  hypothèse  on  a  pzz:p'zzLp",  etc.  et  czi;  Ac  zr  a'c^  etc. 
parce  que  les  vitesses  sont  proportionnelles  aux  chocs  (§.  12.),  doncp+p'+p''+.. . 
zzLiip,  c~\-  ^c-\-  ù^'  c-\-...-zznc:  d'où  il  suit  que  la  somme  de  tous  les  chocs 
est  îipzizXnc;  ei  la  vitesse  totale  ne  est  proportionnelle  au  tems  «r.  Nom- 
mant  donc  t   le  tems   entier  qui  s'est  écoulé,  pendant  que   les  impulsions  ont 

été   données,    et   v   la  vitesse  finale;    on  aura  tziz?ir,    donc  /i  =z  -  ,  et  vzn 

n  P         f  p        -,-^  ..  .  "^ 

n  c  zn  -r- :=  .~  '  Uans  cette  expression  X  et  t  sont  des  quantités  constan- 
tes qui  dépendent  de  la  mesure  adoptée;  p  est  l'intensité  de  chaque  choc, 
qui  par  hj^pothèse  est  constante:  donc  la  vitesse  v  est  proportionnelle  au 
tems   t^  pendant  lequel   les  chocs  ont  agi. 

Si  Ton  suppose  que  les  chocs  succèdent  l'on  à  l'autre  avec  une  rapi- 
dité infinie,  il  en  résulte  ce  qu'on  appelle  J^rce;  elle  sera  constante,  si  tou- 
tes les  impulsions  p  sont  égales.  L'iutervaîie  r  entre  deux  impulsions  sera 
alors  infiniment   petit,   mais  tous    les   instans    r  seront  égaux,  par  hypothèse: 


a6  A  S  T  R  0  N  0  M  I  E    P  H  Y  S  I  Q  U  E 

r  et  p  sont  donc  des  quantités  constantes,  et  la  vitesse  vzi:^  proportionnelle 
au  tems  t,  comme  ci-dessus.  C'est  la  proposition  découverte  par  Galilée,  sur 
laquelle  se  fonde  toute  la  théorie  des  forces  constantes:  elle  est,  comme  nous 
venons  de  voir,  une  sirite  nécessaire  de  ia  loi  de  continui'é,  ou  de  la  dé- 
finition des  forces,  d'après  laquelle  leiir  action  est  non-in^arrompue.  Deux 
chocs  sont  égaux,  qui  communiquent  à  un  mobile  la  même  vitesse,  ou  qui 
lui  font  parcourir  des  espaces  égaux  en  tems  égaux:  éiant  combinés,  ils  lui 
donneront  une  viîesse  double,  soit  qu'ils  aiiivent  en  même  tems  ou  successi- 
vement; et  en  général,  la  somme  des  vitesses  engendrées  est  proportionnelle 
au  nombre  des  impulsions  égales,  simultanées  ou  successives.  Si  les  impul- 
sions succèdent  immédiatement  Tune  à  l'autre,  leur  nombre  sera  nécessairement 
proportionnel  au  tems:  d'où  il  suit,  que  la  vitesse  imprimée  par  une  force  con- 
fiante at  propoTtionndle  au  tems. 

Dans    la    formule    ■vin  —  ,    r    est   une    quantité   infiniment  petite:  en 

Xt  '' 

conséquence,  i  et  X  étant  des  quantités  finies,  v  serait  infinie,  si  p  n'était 
en  même  tems  infiniment  petitt  cela  veut  dire^  que  la  vitesse  {v),  imprimée 
par  un  nombre  infini  de  cliocs  (—)  t  serait  infinie,  si  chaque  choc  {p)  n'était 
infiniment  petit;  ce  qui  est  d'ailleurs  évident.  Jl  suit  encore  de  c  =z  - , 
que  la  vitesse,  comm-aniquée  par  un  seul  choc  ou  dans  un  instant,  est  infi- 
niment petite.  Les  quantités  r  et  t^  dont  l'une  est  constante,  l'autre  varia- 
MSj,  dépendent  de  ia  mesure  arbitraire  du  tems;  et  l'intensité  des  impulsions 
p  délennine  la  quantité  accélératrice  de  la  force,  ou  lui  est  proportionnelle. 
Nommant  donc  P  ia  force  accélératrice,  —  est  une  quantité  conscante,  finie, 
et  proportionnelle  à  P:  supposant  donc  -=:/iP,  fx  etent  un  coëiïicient  con- 
stant, on  aura  i?  :=  ^  ?i,   ou  mettant  X  au  lieu  de  —,  vznXPt;   où   il  faut 

X  '^ 

encore  déterminer  ia  constante  X, 

§.  14.  Si  la  force  P  est  i-ariahîe,  sans  changer  cependant  brusquem.ent, 
mais  par  des  nuances  insensibles,  suivant  la  loi  de  continuité;  on  peut  sup- 
poser que,  dans  chaque  instant,  elle  est  d'une  grandeur  déterminée  qui  ne 
change  pas  pendant  un  tems  infiniment  petit,  c'est-à-dire,  on  peut  l'eiaisager 
comme  une  force  constante  pendant  un  intervalle  infiniment  petit:  aiitreinent 
il  serait  absurde  de  vouloir  comparer  entre  elles  deux  forces  variables,  ou 
de  dire   que  ÎVne    fût  plus  grande    que  l'autre;    car  cela    suppose   qu'on    lui 
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attribue,  dans  un  instant  donné,  une  grandeur  déterminée  qu'elle  conserve 
invariablement  pendant  un  tems ,  quelque  petit  qu'il  soit,  parce  qu'aucun 
effet  physique  n'est  possible  sans  une  durée  quelconque.  Tout  ce  qui  a  été 
prouvé  relativement  aux  forces  constantes  (§.  î3,),  sera  donc  applicable  aus 
forces  variables,  si  t  est  un  tems  infiniment  petit.  L'équation  •vzz'kV t  {^.  iS'.), 
appliquée  à 'ce  cas,  nous  apprend  donc  la  proposition  suivante:  la  vitesse., 
communiquée  par  une  force  variable  dans  un  tems  iiîfiniment  petit,  est  pro- 
portionnelle au  produit  de  la  quantité  accélératrice  que  la  force  avait  dans 
cet  instant,  par  le  tems  infiniment  petit;  le  premier  facteur  déterminant  l'in- 
tensité, et  le  second  le  nombre  des  chocs.  C'est  une  suite  évidente  de  la 
loi  de  continuité,  sur  laquelle  sont  fondées  les  grandes  découvertes  de  la 
géométrie  moderne.  Une  courbe  quelconque  a,  dans  chaque  point,  une  di- 
rection déterminée,  suivant  laquelle  elle  décrit  un  arc  infiniment  petit;  im 
mobile  quelconque  a  également,  dans  chaque  point,  une  vitesse  déterminéej 
avec  laquelle  il  décrit  uniformément  une  portion  infiniment  petite  de  sa 
route:  une  force  variable  quelconque  aura  donc  aussi,  dans  chaque  instant, 
une  grandeur  déterminée,  avec  laquelle  elle  agit,  pendant  cet  instant,  comme 
une  force  constante.  C'est  uniquement  par  cette  manière  de  se  représenter 
les  choses ,  qu'il  nous  est  possible  de  comparer  les  forces  variables  entre 
elles  ou  avec  des  forces  constantes,  ou  de  supposer  l'une  plus  grande  que 
l'autre:  car  uns  force  variable  pouvant  successivement  devenir  plus  ou  moins 
grande  qu'une  force  quelconque ,  elle  ne  peut  être  comparée  avec  d'autres, 
à  moins  qu'on  ne  borne  la  comparaison  à  un  certain  instant,  et  que  l'on 
suppose  qu'elle  a,  dans  cet  instant,  une  valeur  déterminée  et  invariable.  Si 
l'on  exprime  la  vitesse  d'un  mobile  par  la  direction  d'une  ligne  droite,  qui 
sera  altérée  par  chaque  impulsion,  ensorte  que  la  nouvelle  direction  fait  avec 
la  précédente  un  angle  plus  grand  en  raison  de  la  violence  du  choc;  les 
chocs  proprement  dits  formeront  une  ligne  brisée,  les  forces  constantes  un 
cercle,  et  les  forces  variables  une  courbe  quelconque,  dont  la  courbure  dé- 
terminera la  loi,  suivant  laquelle  la  force  change.  De  même  que  le  géomè- 
tre regarde  les  arcs  infiniment  petits  d'une  courbe,  comme  des  arcs  circulai- 
res d'un  ra3^on  déterminé,  qu'on  appelle  le  rayon  de  courbure;   de  même  on 


'^ 
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est  nécessité  ici,  à  considérer  les  forces   variables  comme  constantes   pendant 
un  iems   infiniment  petit.. 

Dans  l'équation  précédente,  vznWt^  t  est  donc  un  tems  infiniment 
peiit,  et  i;  n'est  plus  la  vitesse  elle-même,  qui  est  l'effet  de  tous  les  états 
précédens  de  la  force  P,  mais  l'aGcroissement  de  la  vitesse,  acquis  dans  le 
tems  infiniment  peiit,  pendant  lequel  la  force  est  considérée  conîme  constante 
(§.  12.):   il  font  donc  substituer  3^  et  81;  au  lieu  de  i  et  v,  ce  qui  donnera 

«"te 

pour  les  forces  variables  P,  cette  équation,. 

Il  est  évident' que  X  a  ici  la  même  valear,  que  relalivemenî  aux  forces  con- 
stantes, parce  que  X  est  entré  dans  le  calcul  par  la  supposition,  que  les 
forces  variables  agissent  comme  les  coiistantes.  Pour  s'en  convaincre  entière- 
Kient,  on  n'a  qu^  intégrer  la  dernière  équation,  en  supposant  P  constante-: 
alors  elle  doit  donner  la  même  équalion  que  celle  que  nous  avons  trouvée 
pour  les  torces  constantes.  Or  cet  intégral  donne  •vzzXVt,  ce  qui  étant 
comparé  à  la  dernière  équation  du  §.  iS,  prouve  q^ue  X  indique  la  mêni© 
quantité  dans  les   deux  cas. 

§.  i5.  Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  .des  forces  variables,  est  aussi 
applicable  à  la  vitesse.  Un  corps,,  accéléré  par  des  forces  quelconques,,  chan- 
ge de  vitesse  continuellement.  Il  faut  cspendant  que,  dans  chaque  instant, 
il  ait  une  vitesse  dëlerminée,  avec  laquelle  il  décrira  uniformémen.i  une  por- 
tion infiniment  petite  de  sa  rooiC;  parce-  qu'auiremeni  il  serait  absurde  d'at- 
tribuer à  un  mobile  une  vitesse  plus  grande  qu'à  un  autre.  Le  mobile  aura 
donc,  après  avoir  parcouru  une  p-orlion-  s  de  sa  rouie,,  une  ceîlaine  vitesse 
".■_,  avec  laquelle  il  décrira  yniforméirient -le  petit  arc  consécutif  a 5^  pendant  le 
tems  dt.  Le  mouvement  étant  uniforme  pendant  di  et  ^5^  les  vitesses  v 
sont  en  raison  directe  des  espaces  parco,uru3  ds-,  et  en  raison  inverse  du 
tems  "9/^    ou  comme  — .     Nommant  donc  S  l'espace,    parcouru    dans   le   tems 

rn  1  ..  J^  ^  S         ds  CT        ds  , 

1    avec    iû   vitesse    L,    on    aura    Lw; -,  —  :.- — .  ou  -y  zi:  — -    «  — -  .    ooit  L.  •  la 

'  y  ï       o»  f  '  -  S  ^  f 

vitesse  par  laquelle  toutes  les  vitesses  seront  mesurées,  ensorte  que  Gzzrj 
il  est  naturel  de  prendre  pour  unité  de  vitesse,  celle  avec  laquelle  un  es- 
face  zn  i   est  parcouru  dans,  .le  tems  z^  ij.   ou  ce  qui  revient  au.  même',    de 
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prendre  en  même  tems  S  pour  unité  de  distance,   et  T  pour  unité  de  tems. 

On  a  donc  Czi:ijSz^i^  T:izi^  d'où  il  suit 

ds 

âf 
Mais   il  ne   faut    pas  oublier     que   le  propre   sens    de  cette    équation    est  la 

d-  ^        d  t 

proportion,  r  :  G  :  .•  — -  '.  — -j  car  ^5  et  dt  sont  des  quantités  hétérogènes.  On 
se  rappellera  que  nous  avons  toujours  supposé,  que  le  tems  est  partagé  en  por- 
tions égales  (§,  i3.),  ou  que  dt  est  constant.  Cela  posé,  la  diÏÏerentiation  de 
la  dernière  équation  donnera  3^:=:-—-—,  ce  (jui  étani  comparé  avec  i'équaiioîîL 

dviiz'k^dt  (§.  i4'.)j  d^onnera 

§.  16.  Pour  déterminer  la  constante  X,  on  pourrait  employer  cLaque 
force  connue,  quand  même  elle  serait  variaMe.  Mais  dans  ce  dernier  cas,  il 
faudrait  en  même  tems  indiquer  le  tems ,  pendant  lequel  la  force  a  opéré ,  et 
connaître  la  161,  suivant  laquelle  elle  dépend  du  tems,.  parce  que  sans  cela 
sa  grandeur  ne  serait  pomt  déterminée.  Il  est  donc  naturel,  de  choisir  une 
force  constante,  et  particulièrement  c&lle  que  nous  connaissons  le  mieux,  parce 
que  nous  ressentons  continuelfement  ses  etiets  :  c'est  la  pesanteur' à  la  surface 
de  la  terre.  11  est  vrai,  rigoureusement  parlant,  que  cette  force  varie  avec  l'a 
distance,  ainsi  que  toutes  les  forces  centrales;  n.a^s  les  observations  qui  servent 
a  déterminer  X,  sont  faites  à  la  surface  même,  et  la  chute  des  corps,  ou  les 
oscillations  du  pendule,  changent  la  distance  au  centre  de  la  terre  si  insensi- 
blement,  que  la  pesanteur  peut  être  regardée  ici  comme  une  force  constante» 

as 
Comine  on  a  donc,  en  général  pour  toutes  les  forces,  1;  =z  —  (§.  i5.)  et  re- 
lativement aux  forces  constantes,  vziiWt  g.  i3.),  il  en  résulte  dsznzWidt^ 
dont  l'intégral  est  5  :n  —  Vtt;  (foù  il  suit  que  les  espaces  parcourus  par  les 
corps  graves,  et  en  géné]ral  en  vertu  d'une  force  constante ,  sont  en  raison  du 
carré  du  tems.  La  mesure  du  tems  étant  arbitraire,  X  peut  recevoir  dliréren- 
tes  valeurs.  On  est  convenu  de  prendre  pour  untié  la  plus  petite  partie  du 
tems,  que  nos  pendules  marquent  distmclement,  c'est  la  seconde.  Faisant  donc 
if  m  1  ,  s  sera  fèspace  paicouru  en  une  seconde,  ^^^  g  i§-  8.),  et  l'équation 
szrz  ~  P  tt  deviendra  g  zz.  —  P.  Si  l'on  prend  la  pesanteur  pour  mesure  des  for- 
ées,^ P  sera  zzi,  et  Xzz.2g  zzj,  ài  ...mètres.     On  a,  do  tic.,  relativement  à.  îa. 


^f 
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pesanteur,  v:rz^.gt  (§.  i3.),  szizgtt,  donc  t;^zi:4^5;,  sziz-—.  Cette  hauteur 
S,  dont  un  corps  doit  être  tombé,  pour  acquérir  la  vitesse  'v ,  est  appelée  la 
liautertr  due  à   la  vitesse. 

§.  17.  Maintenant  les  équations  différentielles,  sur  lesquelles  se  fondent 
toutes  les  recherclies  de  mécanique,  sont  réduites  à  des  nombres  connus^ 
et  il  sera  bon  de  les  rassembler  ici.  Prenant  la  pesanteur  pour  unité  de 
force,  la  seconde  pour  unité  de  tems,  et  le  mètre  pour  mesure  des  distan- 
ces, la  vitesse  avec  laquelle  un  mobile  parcourt  un  mètre  en  une  seconde 
sera  Tuniié  de  vitesse,  ^fzz  3,65622,  et  en  nommant  P  une  force  accéléra- 
trice quelconque  par  rapport  à  la  pesanteur,  s  et  1;  le  nombre  de  jnélres 
qu'elle  fait  parcourir  aux  corps  en  t  secondes  et  en  une  seconde,  au  bout 
du  tems  t,  v  sera  la  vitesse  engendrée  dans  le  tems  t,  et  nous  aurons  les 
équations  suivantes  (§.    i5.): 

I.   t;  zz  -     ;        2.    dds:zzdvdt;        3.   dvzZ^gVdi  ^        4*   555  ZH  2p-P5^''.     ^ 
9  t 

La  dernièie  de  ces  équations  est  celle,  dont  on  fait  le  plus  fréquent  usage 
dans  Fastronomie  physique  :  c'est  à  l'application  et  à  l'intégration  de  cette 
équation,  que  nous  devons  les  grandes  découvertes,  faites  dans  cette  science. 
Je  ferai  ,  relativement  à  cette  équation ,  une  observation  qu'il  ne  faut 
pas  oublier.  " 

L'élément  dds,  ou  l'espace  que  le  mobile  décrit  dans  le  second  in- 
stant di  qui  succède  au  tems  t^,  n'est  pas  i'efïet  de  l'inertie,  mais  de  l'ac- 
tion continuée  de  la  force  P;  ce  qui  est  évident  par  l'équation  4-  o^ 
ddszzio,  si  P  zi:  o.  En  effet,  si  le  mobile  n'est  sollicité  par  aucune  force, 
son  mouvement,  dû  à  l'inertie  seule,  sera  uniforme:  nommant  donc  ds;,  ds', 
d'i",  etc.  les  espaces  parcourus  dans  le  premier,  second,  troisième,  instant 
dt^  on  aura  d sznds' izzd s" ,  donc  ds' — ds  zn-dd szzlo.  Supposons  maintenant 
qu'une  force  agisse  sur  le  mobile  suivant  la  direction  de  son  mouvement; 
alors  il  est  clair  que  ds''^d^  3  5'^  >  5/^  etc.  et  ces  accroissemens  des 
premières  différentielles,  ou  les  secondes  différentielles  ds-—ds:rzdds  sont 
égales  à  igVdt^.  Mais  quoique  dds  soit  l'effet  de  l'action  seule  de  la 
force  P,  il  n'en  suit  pas,  que  la  force  P  ait  poussé  immédiatement  le  mo- 
bile par  l'espace  entier  dds,  ou  que  dds  soit  l'espace  que  la  force  "P  eût 
fait    parcourir  à  un  corps   en   repos,   dans  le  premier  instant  dt-.    cela  n'e«t 
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vrai  que  dans  le  cas,  où  ht  est  le  premier  instant,  ou  jJzzo.  Supposons 
que  le  mobile  ait  acquis,  en  vertu  de  son  mouvement  pendant  le  tems  t, 
la  vitesse  -w:  il  parcourrait  dans  le  premier  instant  suivant  5^^  l'espace  'u'èt, 
en  vertu  de  l'inerlie  seule 3  étant  donc  sollicité  par  la  force  P,  il  parcourra 
un  espace  ds  plus  grand  que  vdî;  supposons  d s  zii 'v'è t  -\- 'è  w ^  3oj  étant  J'c- 
space  parcouru  en  vertu  de  la  force  P.  Mais  ce  n'est  pas  le  seul  eilet  de 
la  force  P:  elle  a  encore  augmenté  la  vitesse  o;^  duiant  l'instant  'et,  ensoiie 
qu'au  bout  du  teins  t~\-hft  le  mobile  aura  la  vilesse  'u  ~|~' ^',  avec  laquelle 
il  décrirait  dans  le  second  instant  'èi' ,  en  vertu  de  l'inertie  seule,  un  espace 
"h  s'  plus  grand  que '35  :zi;  ■i;3/ -{- 3oa  •  sa\oir  3^' zn  85 -|- ^'d^  Outre  cela,  ia 
force  lui  fera  parcourir,  dans  finslant  ht  ,  le  même  espace  dw,  que  dans 
rinstant  ht:  on  aura  àc)Xic'àszi:'ès-^dhi-\-%'èt,  eî  ds'—'ds  ou  dd^zzôu-j- ^'3^; 
d'où  il  suit,  que  835  est  plus  grand  que  l'espace  3ca  que  la  force  eût  fait 
parcourir  au  corps  dans  le  tems  6ty  s'il  eût  été  en  repos;  et  il  est  aisé  de 
voir  que  3  85  m  2  3  a:.  Prenons  pour  unité  de  tems  une  portion  infiniment 
petite  T,  au  lieu  d'une  seconde,  et  nommons  g  la  chute  des  corps  à  îa  sur- 
face de  la  terre,  .  pendant  le  piemier  moment  r,  ensorte  que  g  est  l'espace 
que  la  pesanteur  seule  fait  parcourir.  Toute  autre  force  P  pouvant  être 
considérée  comme  constante  pendant  le  moment  t,  le  même  espace,  relati- 
vement à  cette  force,  que  nous  avons  appelé  3co,  sera  zzr^P,  et  durant  le 
icms  ht  on  aura  h b^ z^ gVè i'^ ,  parce  que  les  espaces  sont  comme  les  carrés 
du  tems,-  la  force  étant  constante  (§."  \Çi^.  On  peut  s'en  .convaincre  aussi 
par  le  raisonnement  suivant.  Soit  dtziznr'.  alors  le  mobile,  pendant  le 
iems  dt,  éprouvera  n  fois  plus  d'impulsions,  et  la  durée  de  son  mouvement 
sera  n  fois  plus  longue:  l'espace  sera,  donc  n  fois  plus  grand  en  vertu  de  la 
forc£ ,  et  n  fois  en  vertu  de  l'inertie;  par  conséquent  l'espace  sera  n^  fois 
plus  grand  que  dans  le  tems  r,  donc  dbiZZZgVdi'^,  Or,  dds  étant  zizigVdl'^ 
en  vertu  de  l'équation  4?  on  a  3â5nr:23oj;  ce  qui  veut  dire,  qu'un  mobiîej 
étant  sollicité  par  des  forces,  parcourra  dans  chaque  instant  un  espace,  plus 
grand- c}ue  celui  parcouru  dans  l'instant  précédent  de  même  duiée  du  double 
de  l'espace  que  les  forces  auraient  fait  parcourir  au  module,  dans  le  même 
jBstanl,  s  il  avait  été  en  repos  au    commencement  de  l'action   des  forces. 


3a  A  S  T  R  O  N  0  M  I  E    P  H  Y  S  I  Q  U  E 


CHAPITRE      1 1  L 

Le  s  forces    centrales.    ' 

18.  .  J_j'essentîel   des   forces    centrales   consiste    en    ce    qu'elles   soiât 
constamment  dirigées  vers  le  même  point,  et  qu'elles  agissent  avec  la  même 
force  sur  chaque  molécule,  en  sorte  que  la  pression,  ou  la  quantité  du  mou- 
vement qu'elles   communiquent  à  un   corps,    est  proportionnelle    à  la  masse: 
d'où'  il  suit,    qu'elles    impriment   la   même   vitesse    à  tous  lés  corps  qui  ne 
sont  différens  que   relativement   à   îa   masse.     Si    donc    plusieurs    mobiles   se 
meuvent  autour   du  même   corps   central,    la    recherche    de  leurs    orbites  ou 
des   lois   de  leur    mouvement,   est  indépendante  de   leurs  masses,  et  celle  du 
corps    central  n'entrera    dans   le  calcul,    que  lorsqu'il    s'agit   de   comparer   ces 
orbites  avec  celles  qui  sont  décrites  autour   d\m  autre  corps  central,  suivant 
des    lois    semblables.     Tout    dépend    de    la   force    accélératrice,    ou  plutôt  du 
rapport  dans   lequel  elle  varie,  c'est  à- dire,  de  la  loi,  suivant  laquelle  la  force 
dépend    de  la  distance.     Il    est  aisé   de   voir    que,    les  orbites    dépendant  de 
cette  loi,    elles  ne  pourront    être  déterminées,    si  cette  loi  n'est  pas   connue. 
Néanmoins  le  mouvement  d'un  corps,  sollicité  par  des  forces  centrales,  a  des 
propriétés  générales,  qui  sont  fondées  sur  cela  seul,   que  les  forces  sonf  con- 
stamment dirigées  vers   le  même  point,   et  qui,  par  conséquent,  auront  lieu, 
quelle  que  soit  la  loi   d'accélération:   ces   propriétés   générales^   sur   lesquelles 
se  fondent  les  recherches  suivantes,  sont  le   sujet  de  ce  Chapitre. 

Gomme  la  recherche  métaphysique  sur  la  nature  des  forces  n'a  aucun 
intérêt  pour  l'astroriomie,  la  question  n'est  pas  ici,  si  de  pareilles  forces, 
dirigées  vers  un  centre,  existent  réellement  ou  non.  Il  ne  s'agit  crue  de  dé- 
couvrir la  loi  générale  desmouvemens  célestes;  et  ce  but  sera  atteint,  lorsqu'on 
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peut  indiquer  une  force  qui,  suivant  les  principes  de  la  mécanique,  produi- 
rait les  mouvenrens  cuie  les  abservations  indiquent,  soit  qre  la  force  réelle 
soit  telle  que  nous  rimaginons ,  ou  non.  Dès  qu'on  aura  trouvé  que  les 
orbites  sont  telles,  que  l'on  peut  dé^^rminer  au  dedans  de  ces  orbites,  un 
point  fixe  qui  ferait  décrire  aux  corps  les  mêmes  orbites  autour  de  lui,  s'il 
était  doué  d'une  force  centrale;  on  sera  autorisé,  de  regarder  cette  force 
centrale  comme  la  véritable  cause  du  mouvement,  et  ce  point  comme  le 
■centre  des  forces.  De  plus,  comme  l'astronomie  ne  considère  que  les  mou- 
vemens  relcJ'Js  des  corps,  la  force  centrale  ne  subâistera  pas  moins,  si  le 
centre  des  forces  est  aussi  en  mouvement,  pourvu  que  l'orbite  entière  parti- 
cipe à  ce  mouvement;  car  alors  le  lieu  des  corps,  relativement  à  ce  centre, 
sera  changé  précisément,  comm.e  si  la  force  centrale  était  dirigée  vers  un 
point  iixe.     Celte  remarque  sera   d'un   grand  usage  dans  la  suite. 

§.  19.  Lorsqu'un  point  matériel  M  {Fig.  i.)  décrit  la  courbe  AM/??B, 
étant  sollicite  par  des  forces  qui  sont  constamment  dirigées  vers  ie  point  C, 
la  nature  de  la  courbe  A  M  sera  déterminée  par  les  méthodes  usitées  dans  la 
géométrie.  Si  Ton  mène  par  G  une  droite  arbitraire  AB,  de  laquelle  les  angles 
AGMiz:(:p  seront  comptés,  et  que  l'on  nomme  la  distance  variable  CMzz?'; 
l'orbite  A  M  sera  déterminée  par  une  équation  entre  (p  et  r,  et  le  mouvement 
du  point  M  sera  donne  par  l'application  des  équations  fondamentales  (§.  17.) 
aux  diiférentielies  de  cp  et  de  r.  Aj^ant  abaissé  sur  AB  la  perpendiculaire  MN, 
la  force  centrale,  dirigée  suivant  M  C,  peut  être  décomposée  en  deux  au- 
tres suivant  MN  et  IsC;  et  ces  trois  forces  seront  dans  le  rapport  des  lignes 
MC,  MN,  NG,  conformément  aux  principes  de  la  statique.  Les  lois  gé:  éra- 
les  du  mouvement  doivent  être  appliquées  à  chacune  de  ces  forces.  En  nom- 
mant donc  P,  M,  jN,   les  forces  accélératrices  suivant  M  G,  MN,  NG,  on  aura 

P  :  M  :  N  :  :  M  C  :  M  N  :  N  C  :  :  I  t  sin  $  :  cos  $. 
Soit  GN=:jr,  NM=zj,  et  l'arc  infiniment  petit  Mmz:^ds  —  V{dx^^dy^):\Q 
point  M  ayant  donc  décrit  l'arc  ds  en  vertu  de  la  force  P,  il  peut  être  envi- 
sagé, comme  ayant  parcouru  les  espaces  — dx  et  dy,  en  vertu  des  forces 
N  et  M,  Mais  ces  deux  forces  étant  dirigées  de  manière  à  diminuer  les  li- 
gnes X,  y,  il  tant  les  regarder  comime  négatives  ïelalivement  à  x,  y.  L'applica- 
iion  de  féquation  4-  (,§•  17-)  donnera  donc  ces  deux  équations, 
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ddxzzi'-o.gfsdt-,  aay:=:~3^Ma/%  d'où  l'on  tire  ""^  ^  ^  -  v  ^^  =Ny-M.r, 

à.{xdy—yâx]  2g:^,a 

ou.  -~        -^      ; ^rzNj  — Mo:;  et^aa^r+jaayzz— 2^^-,iNx-HMj)9^^,En 

substituant  IVlzPsincJ),  INzPcoscp,  onaura-^^^ — ^^^^a — ^i:P(jcos(p-xsin(|)\ 

et  :i;3  8x-4rj3ajzz — igF  [xcos(p-\-js\n<P)  dt'^.  Mais  on  a  aussi  xzi:rcos<p^ 

jmrsincp,   d'où  il  viendra 

I.     d  (xdj — jdx)iz:o,     IL     3  3x  cos  0 -|- 9  5y  sin  Cp  zz: — ^gVdi^. 

Les  difFérentiations  successives  de  x,  y,  donneront 

3a;zzarcos  Cp  —  rôcp  sin  cp,     ôj^  zz  arsin  (^  A^  r'è(^  cos  Cp, 

a3;r  zi:  39  r  cos  cp  —  2  3r3(p  sin  cp  —  ?'3  3cp  sin  (p  — •  racp^  cos  cp, 

33  j  zii93r  sin  Cp  -{-  a3r3cp  cosCp  -)-r3  3cp  cos  (p  —  A'3cp"  sin  cp. 

En  substituant  ces  valeurs,  ainsi  que  .xsin  (p—j  cos  Cp  Ho,  et  .xcos  cp+jsin  CpH^r, 

les  équations   précédentes   prendront  la  forme^ 

ni.     3  ,^r^3cp) —  o;     IV,     33^  ~  rS^)^  =z  —  a^P  8/^3 

qui  sont  les  deux  équations  tbnuaraentales  pour  toutes  les  forces  centrales. 

Pour    intégrer    ces  équations,    il  faut  se  rappeler  que,    dans    toutes  ces 

formules,    l'élément  3/  est  supposé  constant,   ou  que  le  tems  a  été  partagé   en 

portions  égales   (§.    i3.);    d'où   il  suit  que  la  constante^   qu'il  faut  ajouter  à  la 

diirérentielle  trouvée  par  la  première  intégration^  sera  multipliée  par  3/.  Cela 

posé,  réquation  IIL  donnera 

V.     /-=  3  Cp  =:  A  3  f, 

A  étant   ta  constante  arbitraire,  introduite   par  l'intégration.     SubsîskTant   cel'e^ 

A  d  t 
valeur  3(p  zz dans  l'équation   ÏV,   après   l'avoir  multipliée  par  23r,   elle 

deviendra,  idrddr -\-  ^g^^^^^'^—O,  d'où  l'on  tirera  en  in^égvan;, 

VI.  dr--]-^^~-^^gdt^fVdr-^Bdt'-z=io, 
B  étant  une  constante  ajoutée  à  fintégrale.  Le  développement  de  l'intégrai 
fVdr^  P  étant  variable,  suppose  que  P  est  donné  en  fonction  de  r,  ou  que 
Ton  connaît  la  loi,  suivant  laquelle  la  force  accélératrice  dépend  de  la  distars- 
ce:  la  reclierche  générale,  dont  nous  nous  occupons  actuellement,  ne  peaî 
donc  être  portée  plus  loin.  Il  est  clair,  que  l'équation  V.  qui  est  indépen- 
dante de  P,  renferme  les  propriétés,,  communes  à  toutes  les  forces  centrales 
en  générai,  et  que  l'équation  Vï.  contient  celles  qui  dépendent  de  la  loi 
d'accélération  d'une  certaine  force  en  particulier,  La  première  équation  nous 
apprend,  plusieurs  vérités  importantes  que  nous  allons  chercher. 
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§.  20.  Soit  m /A  un  petit  arc  de  cercle,  décrit  du  centre  C  et  du  rayon 

Cmzur:  m}j.  sera  zurdcp,  et  rélément  du  secteur  A  C  M  zz  S  sera  le  triangle 

M  Cm  nzî  r^3cp  zn  3Sj  d'où  l'on  tirera,  à  l'aide  de  l'équation  V,  adS  zz  Adf, 

-  A  .'         . 

et   en  intéorant,   S  zz  —  i:  d'où   il  suit  que  les  aires  des  secteurs  déctits  autour  de  G 
^  et. 

(S)  sont  proportionnelles  au  tems  {t),  ou  qu^'elles  croissent  uniformément.  C'est 
une  des  lois  que  Kepler  avait  trouvées  par  les  observations  (IL  §.  îi8.):  elle  a  la 
première  donné  lieu  à  la  découverte  d'une  force  centrale  répandue  dans  l'univers. 

Newton  qui  découvrit  cette  vérité,  en  donna  la  démonstration  suivante 
C^).  Si  le  mobile  a  parcouru,  dans  un  instant  dt,  la  ligne  AB  {Fig.  2.), 
la  loi  d'inertie  lui  ferait  décrire,  dans  l'instant  suivant  dt^  la  ligne  Bcz="AB 
5ur  la  prolongation  de  ABj  mais  la  force  centrale  suivant  BS  lui  fera  par- 
courir, dans  le  même  tems,  une  ligne  B7.  Faisant  donc  cC  parallèle  et  égale 
à  B7,  le  mobile  parviendra,  par  son  mouvement  composé,  au  bout  du  tems 
dt  en  C;  de  sorte  que  les  secteurs,  décrits  dans  les  tems  égaux  dt,  seront 
ASB  et  BSC.  Les  aires  des  triangles  ASB,  BSc^  ajant  la  même  base  ABzBc^ 
et  le  même  sommet  S,  sont  égales,  ainsi  que  celles  des  triangles  BSc^  BSC, 
parce  qu'ils  ont  une  base  commune  BS,  et  que  leurs  sommets  sont  situés 
dans  la  ligne  cC,  parallèle  à  la  base.  Il  s'en  suit,  que  les  triangles  ASB,  BSC, 
sont  aussi  égaux:  donc  les  élémens  des  surfaces  des  secteurs  sont  égaux  en  tems 
égaux,  donc  leurs  intégrales  sont  aussi  proportionnelles  au  feras.  Il  est  vrai  que, 
rigoureusement  parlant,  Bc  n'est  pas  égal  à  AB,  leur  différence  étant  ce  que 
nous  avons  appelé  (§.  17.)  dds  —  c)ojzz8w  Mais  comme  c'est  une  ditTéren- 
tieile  du  second  ordre,  elle  s'évanouit  par  rapport  aux  difféi-entielles  du  premier 
ordre   AÔ,   Bc,  conformément  aux  preoiers  principes   du    calcul  différentiel. 

§.  2î.  On  peut  déduire  de  l'équation  V.  encore  une  autre  vérité  im- 
portante. Soit  {Fig.  I.)  CT  perpendiculaire  à  la  tangente  de  la  courbe  MP; 
les  triangles  GMT,  mMjx,  ayant  le  même  angle  en  M,  et  des  angles  droits 
en  T  et  en  jz,  seront  semblables.     Faisant    donc    pour  abréger,  CTzzu,  on 

aura   r:u  ::  Mm  :  m}i  :  :  ds:  r3cp,  ou   dszz —.   Substituant  iionc  dsznvdt 

u  ^ 

(§.    17.  n.   î.)  et  r"d(p^zAdt  (§.    19.  V.),    il  viendra  i;  ==  —  ,    ce    qui    veut 
dire,    que    dans    toutes    les   courbes,    décrites    en  vertu    d'une  force  centrale 
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cueloonque,    les  \.>ites,ses  [y)  sont  en  raison  inverse  des  perpendiculaires  {if),   méfiées 

du  centre   des  forces  à    la   tangente    iVn-}'.   I.    §,   2f;y.\     Il    en   suit   encore,    qiie= 

les   vitesses    angulaires    w   sont    en   raison    inrerse     du   carre    des    dislarices    r.     Ea 

effet,  on  a   t;  n:  — -  ,  w  =:  -— ,    donc  viw.:ds:d'^::r:u,    ou   sv — — — =z— , 

§.  22.  Ces   deux  propriélés  ne  sont   pas  seulement   coronianes   à  toutes 

les  forces  centrales,  mais   ces  forces  sont  les  seules^  qui  puissrni  produire  un. 

mouvement    dans    lequel    ces   propriéiés    ont   lieu.     En    effet ,    si   Faire    S   est 

proportionnelle   au  tenis  t,   ou  Sur?  A  if,  on  aura  d^zzzlkdt^   et  33Srzo,   ou 

â (r^ 3 (p) n: 0.   On  trouve  le  même   résultat   par  la  supposition^  que  la  perpen- 

.  A 

diculaire  à  la   tangente   est  en   raison    inverse    de  la  vitesse,    ou  w  rr  —  :    car 

r"^  d  (h  as  r  V  '^  .  . 

u  étant  zz (§.  au)   et  -u  zn  --  ,    ©n   en  tirera   7'^d(p::zzAdt,   d'où    il  suit 

également,  d{r^d(p)zizo^  Or^r^d(pz:jcdj  —  fdx  (§.19.),  donc  or 9  .x 3/— j 3a:), 
ou  xdSj — jddxzno.  Soient  J\j',  N',  les  forces  accélératrices  suivant  M  N 
et  NC,  ou  suivant — jet  —  xy  cela  posé  féquation  4-  >§•  17)  donnera  ddjtz: 
—'  'igM'  dt^,  et  ddxzz: — zgWdt'^.  Ayant  substitué  ces  valeurs  dans  féqua- 
tion  xddy — jddxzzzo^  on  trouvera,  en  divisant  par  o.gdi^,  ozzN'y  —  W x, 
donc  N' :  M' :  :  a:  :  j  :  :  NG  :  MN.  La  résultante  de  ces  deux  forces  est  donc 
çonstamujent  dirigée  vers  G,  ou  une  force  centrale,  résidant  en  G.  Il  suit 
donc  de  la  seconde  loi  de  Kepler,  que  les  planètes  sont  sollicitées  par  une- 
force  centrale  du  soleil;  et  toute  l'astronomie  physique  est  fondée  sur  ce 
théorème,   que  Newton  démontra  de  la  manière  suivante   (^). 

Si  le  m-obile  décrit  dans  le  second  moment  BG  {Fig-  2O,  au  lieu  de 
BczzAB,  cela  doit  être  l'effet  d'une  force  qui  le  conduit  par  cC,  pendant: 
qu'en  vertu  de  la  loi  d'inertie  il  parcourt  Bc^  ensorte  que  la  composition 
des  forces  lui  fait  parcourir  la  diagonale  BG:  la  force  est  donc  dirigée  sui- 
vant cG.  Or,  les  triangles  ASB,  BSG,  étant  égaux  par  hypothèse,  les  triangles 
BSG,  BSc^  seront  aussi  égaux,  parce  que  ASB,  BSc,  ayant  la  même  base 
ABmBc^  sont  égaux.  Il  suit  de  l'égalité  des  triangles  BSG,  BSc;,  qu'aj^ant  la  même- 
fease  SB,  leurs  sommets  Cy  c,  sont  situés  dans  une  ligne  parallèle  à  la  base:  la 
direction  de  la  force  cG  est  donc  parallèle  à  BS,  ou  elle  passe  constamment  par  S., 

(i)  /oc.  cit,  §.  6a, 


^^S^^JtSgiMS^iJ^t^:^''^-'^;'*^^.^-'''-*''^?^!^''^^^^ 
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.ES     LOIS     DE      KEPLER. 


CHAPITRE     L 

Loi   de   la  force   centrale  du  Soleil, 


§.  23.  I-Jà  découverte  de  la  force  centrale  du  soleil,,  qui  retient  les 
planètes  dans  leurs  orbites,  est  une  suite  si  évidente  des  lois  de  Kepler, 
qu'on  sera  peut-être  étonné  de  voir,  que  Kepler  lui-même  ne  s'en  est  pas 
aperçu,  et  qu'il  s'est  écouté  un  siècle,  avant  que  Newton  fît  cette  applica- 
tion des  lois  de  Kepler,  qui  jusqu'à  cette  époque  ressemblaient  à  une  pierre 
précieuse,^  dont  on  ne  connaissait  pas  toute  la  beauté.  On  sera  moins  étonné, 
quand  on  verra  que^  pour  déduire  du  mouvement  elliptique  des  planètes  la 
loi  de  l'attraction  du  soleil,  ou  seulement  pour  prouver  l'existence  d'une 
force  centrale  par  l'accroissement  uniforme  des  secteurs,  Tanalj'se  doit  avoir 
fait  des  progrès  dont  elle  était  bien  loin  à  l'époque  de  Kepler.  La  géomé- 
trie n'avait  pas  encore  la  perfection,  dont  elle  â  besoin  pour  conduire  l'as- 
tronome à  ces  grandes  découvertes  3  et  si  la  réforme  de  la  géométrie  et  de 
l'astronomie  n'avait  pu  être  l'ouvrage  dlun  seul  homme,  il  est  possible  que 
plusieurs  siècles  seraient  écoislés,  avant  que  le  hasard  eût  dirigé  les  diifé- 
ïens  travaux  vers  le  même  bût.  Heureusement  le  dix -septième  siècle  pro- 
duisit un  homme  q,ui  avait  assés   de  force,  pour  se  charger   de  cette  double 
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opéralion^  qui  réunissait  un  génie  ardent  à  la  tranquillité  de  l'intelligence 
et  du  caractère,  indispensablement  nécessaire  pour  découvrir  des  véril.és  géo- 
'îîiétriques|  qui  enfin,  avec  une  patience  infatigable,  tailla  lui-inêrae  les  ver- 
res, à  l'aide  desquels  ses  yeux  découvrirent  les  secrets  du  ciel.  Mais  ii  n'é- 
tait pas  moins  heureux,  que  Newfon  vi'/ait  dans  un  tems,  où  plusieurs  hom- 
mes, dignes  d'être  ses  prédécesseurs,  avaient  commencé  à  réformer~la  géomé- 
irie,  dans  un  tems  où  les  plus  gi-ands  asironoœes  avaient  porlé  l'art  d'obser- 
ver à  un  haut  degré  de  perfection;  ensorie  que  Newton  trouva  assés  de  don- 
nées, sur  lesquelles  il  pouvait   fonder  ses  importanfr-s  découvertes. 

Suivant  la  loi  d'inertie,  chaque  corps,  abandonné  à  lui-même,  ne  peut 
-décrire  qu'une  ligne  droite,  quelles  que  soient  les  forces  qui  ont  antérieure- 
ment agi  sur  lui;  par  conséquent,  s'il  décrit  une  courbe,  il  est  certain  qu'il 
est  sollicité  par  des  forces,  dirigées  vers  le  côié  concave  de  cette  courbe. 
Voilà  une  vérité  trop  évidente,  pour  pouvoir  échapper  à  Kepler.  Or  puis- 
que toutes  les  orbites  planétaires,  malgré  leurs  diiïérentes  positions,  renfer- 
ment le  soleil  comme  leur  centre,  ii  était  très  -  vraisemblable,  que  ces  for- 
ces étaient  constamment  dirigées  vers  le  soleil,  et  que  cet  astre  était  la  source, 
ou  du  moins  le  point  de  réunion ,  le  foyer  des  forces.  La  découverte  de 
Kepler,  d'après  laquelle  toutes  les  orbites  sont  des  ellipses  dont  un  des  fo- 
yers est  effectivement  occupé  par  le  soleil,  vint  à  l'appui  de  cette  proba- 
bilité 5  çt  puisque,  conformément  aux  connaissances  bornées  de  ce  tems,  on 
attribuait  au  cercle  une  perfection  supérieure  aux  autres  courbes,  ce  qui 
faisait  regarder  le  mouvement  circulaire  comme  aussi  naturel  que  le  mouve- 
ment rectiiigne,  cette  découverte  devait  faire  naître  la  première  idée,  qu'une 
force  particulière  du  > soleil  était  nécessaire  pour  produi '«^  le  mouvement  el- 
liptique. La  planète  a,  dans  chaque  point  de  son  orbite,  une  certaine  dire- 
ction qu'elle  suivrait  nécessairement,  si  elle  n'était  retenue  par  une  cause 
quelconque.  Quelle  est  donc  cette  cause  qui  l'empêche  de  s'écarter  du  so- 
leil, et  qui  retient  éternellement  chaque  planète  dans  la  même  distance  au 
soleil?    Que  peut-eile-être,  si  ce  n'est   la  force  attractive  du  soleil? 

Voilà  le  résultat  que  le  pur  raisonnement  pouvait  donner  dans  ce 
tems-    €t   c'est   ainsi  que  Kepler  paraît  avoir  raisonné.     On  trouve  dans  son 
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ouvrage  De  motîbus  stellae  Marks  plusieurs  passages,  où  il  s'exprime  avec 
beaucoup  de  clarté  sur  cet  objet.  Dans  le  Chap.  33.  il  prouve  par  l'excen- 
tricité des  orbites,  et  par  la  vilesse  plus  ou  moins  grande  des  planètes,  à 
mesure  qu'elles  approchent  du  soleil,  yivirtidem^  quae  planetas  movet^  residere 
i->in  corpore  Solis".  Le  même  cliapitre  contient  plusieurs  passages  semblables: 
»fbns  virlutis  motiicis  in  Solem  competit,  —  Si  terra  mo^'elur,  a  Sole  et  ipsa 
•Dinovehliur,  et  id  celerlus  vel  tardius,  prout  ei  propior  aut  ah  eo  remotior  Jiierit: 
»  manente  in  corpore  Solis  virtute  perpétua  constante.  —  Malo  unam  lunam  mo- 
r>vendam  permittej'e  rirluti  in  terra  sedenti." Plus  loin,  en  mettant  en  pa- 
rallèle cette  force  et  la  lumière,  Kepler  observe  que,  malgré  son  immatéria- 
lité, les  efïets  qu'elle  produit,  peuvent  être  traités  géométriquement,  ainsi 
que  ceiix  de  la .  lumière.  Il  est  vrai  que  le  Chapitre  34-  intitulé  »  Corpus 
y> Solis  esse  mcgneîicum",  prouve  que  Kepler  n'avait  pas  des  idées  bien  clai- 
res des  forces  centrales,  en  les  confondant  avec  l'inertie  ou  la  première  pro- 
ieciion.  C'est  par  cette  raison  qu'il  iàclie  de  démontrer,  que  la  force  du  so- 
leil, au  lieu  d'être  dirigée  ver&  cet  astre,  doit  avoir  un  mouvement  circu- 
laire, ainsi  que  les  planètes,  et  que  par  conséquent  le  soleil  doit  tourner 
sur  son  axe.  »  Specie  ergo  mota  in  gyrum,  ut  eo  motu  molum  planetis  injeraty 
yy  corpus  Solis.  seu  Jbniein,  una  moveri  necesse  est}  non  quidein  de  spatio  in  spw 
niiwn  mundi ,  scd  super  suq  centro  seu  axe  immobilibus."  La  comparaison 
avec  TaimaRi  lui  donne  le  résullat,  que  la  force  du  soleil  est  proportionnelle 
à  sa  masse  (^cwn  ejus  mole  crescit)-,  mais  qu'elle  n'est  pas  une  attraction, 
comme  celle  de  faimant,  parce  qualors  les  planètes  se  précipiteraient  dans 
le  soleil  5  et  qu'elle  agit  plutôt  suivant  des  cercles  concentriques.  »In  Sole 
y)' non  esse  ullam  vim  pianetanim  aiiracioriam ^  ut  in  magnete  {^accédèrent  enim  ad 
■»SolenT ,  donec  cum  ipso  conjwigerentur  penitus)  ^  scd  Ji bras  habcre  circulares  in 
neam  plagam  circumporrectas^,   quae  monstrutur  a  circula  Zodiaco."  ■  ' 

Le  passage  suivant  de  Plutarque  est  très -remarquable  sous  deux  rap- 
ports. Il  ressemble  à  un  météore  qui,  sans  laisser  aucune  trace  visible,  dis- 
parait au  moment  même  de  son  origine:  on  est  étonné  de  voir 5,  que  quel- 
ques uns  des  anciens  philosophes  avaient  les  idées  les  plus  justes  du  mou- 
vement  de   la   lune  autour   de    la  terre,    enl'ejiplîquant  par  une  vitesse  de 
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projection,   communiquée  à   la   iune  au   commenccnieîit  de  son   existence,    et 
à  une    force    centripète.,    dirigée   vers  la  terre,    la    même   que    jtous  .appelons 
pesa/iieur  à   la  surface  de  la  terre;  sans   qu'aucun  sysiè3«e   de  l'ancienne   pîû- 
losophie    ait  profité   de   cette    vériié    importante.     Gn    n'est   pas  moins  étonné 
de  voir,  que  Kepler  qui  connaissait   très-bien    les  auteurs  classiques,   ne  s'est 
pas  aperçu  de  ce  passage  qui  pouvait    lui  apprendre,  que  le  raouvenient   cur- 
viligne   peut    naître    d'une    vis  Gîtractorh ^     sans  qu'on   ait  besoin   de  supposer 
fibras  circuîares  in  Sole  vel  tellure.  Vojés  dans   la  noie,   ce  que  dit  piutarque  i^^). 
ii  €st  intéressant    de   voir,     combien    Kepler    était   près  de   trouver   la 
véritable    loi  de   l'attraction,    dont  la    découverte    fut   réservée    à  Kew^ton ,    et 
par  quels  paralogismes  il  s'en  écarta.   Il  convient   [CJiap.  'dô.)  d'avoir  été  long- 
tems  troublé   par  l'objection,   que   la   comparaison   de  la  force   du  soleil  avec 
la  lumière    paraît   prouver,    qu'elle    doit  être   proportionnelle    au    caiTé  de  la 
distance,   tandis  qu'il   est  certain^   dit-il,   qu'ainsi  que   les  vitesses  des  planètes, 
elle   ne  peut  être   que  dans  le  simple   rapport   des  distances.     Pour    obvier  à 
cette  objection,     il    se  donne    beaucoup    de   peine    à   démiontrer,    quau    fond 
Faction    de   la   lumière    est  aussi  en   raison  inverse    des  distances,    et  non  de 
leurs  carrés.    Ces   sophismes,   par  lesquels   Kepler  se  priva   du  plaisir   de  faire 
cette  découverte,    dont  il  était  si   près,    et  qu'il  avait   même  énoncée  sans  le 
savoir,    étaient  bien  pardonnables   dans  un    teras,    où  l'on    n'avait  pas  encore 
appliqué    la  géométrie    auX    lois    du  mouvement ,    et   sans    être  injuste  envers 
Newton,  il  est  permis   de  douter  qu'il   eût  fait   toutes  ces  grandes  découvertes 
qui-  lui   ont    mérité    l'admiration    et   la  reconnaissance    du    genre   humain,    si 
Kepler  ne   lui,  eût   livré-  tous  les  matériaux,   et  si   l'art   d'employer    ces  malé- 
riaux    n'eût  été   porté   à   un   haut   degré   de   perfection   par  Gaiiiép,    Huyghens, 


(l)  De  J'acîi;  in  orbe  Umae,  IV.  dans  \e&  Oeuçres  mêlées  de  Phitarque,  par  ^riiijiji ,  i^iiô.  T.  II.  p. 
809.  810.  ,,  Il  y  a  te  mpuvemenl  de  la  lune,  qui  engarde  qu'elle  ue  tombe,  et  la  violence 
,,de  sa  révolution,  ne  plus  ne  moins  que  les  pierres,  et  tout  ce  qu'on  met  dans  une  ironde, 
,,sont  ëhipêc'hés  de  tomber,  parce  qu'on  les  tourne  violentement  en  rond.  Car  chaque  corps 
,,  se  meut  sel«>n  son  mouvement  naturel,  s'il  n'y  a  autre  cause  qui  l'en  détourne.  C'est  pour 
,,quoi  la  lune  ne  se  meut  point  selon  le  mouvement  de  sa  pj^anieur,  étant  empêchée  par  la 
,,  violence  de  la  révolution  circulaire.  —  La  terre  demeure  ferme  sans  aucun  pied  qui  la  sou- 
,,  tienne^  étant  en  son  lieu  naturel  qui  est  celui  du  milieu:  car  c'est  celui  auquel  toutes  cho- 
,,  ses  graves  et  pesantes  tendent,  inclinent,  conti'epousseut ,  et  aspituut  naturellement  ds 
.,,'tous  côtés.  " 
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«te.  La  Justice  que  nous  devons  à  ces  deux  grands  hommes,  nous  fait  un 
clevoir  de  les  révérer  avec  reconnaissance,  sans  vouloir  décider,  lequel  des 
^3eux  a   rendu  les   plus  grands  services  à   Fastronomie. 

§.  24.  IL  ne  sera  pas  superflu,  de  montrer  avec  plus  de  détail,  com- 
h'ien  Kepier  était  près  de  la  découverte  de  la  loi  d'attraction,  et  de  quelle 
petite  circonstance  ou  inadvertance  de  Kepler  il  a  dépendu ,  que  ce  n'est 
•pas  lui  ffiais  Newton ,  qui  a  fait  cette  grande  découverte.  Nous  avons  vu 
que  Kepler  eut  l'idée  très-juste,  que  les  forces  sont  proportionnelles  aux 
vitesses,  ou  aux  espaces  parcourus  dans  le  même  tems,  d'où  il  conclut  qu'el- 
les étaient  en  raison  inverse  des  distances,  parce  que  c'est  le  rapport  des 
vitesses,  ou  des  arcs  décrits  dans  les  apsides.  Il  se  trompa  donc,  en  confon- 
dant la  vitesse  sur  l'orbite  avec  la  chute  vers  le  soleil,  ou  la  force  suivant 
la  tangente  avec  la  force  centripète:  erreur  fort  naturelle,  parce  que  dans 
l'état  imparfait  de  la  dynamique  de  son  tems,  l'idée  ne  pouvait  pas  lui  ve- 
nir de  composer  le  mouvement  planétaire  de  ces  deux  forces 3  il  chercha 
donc  à  expliquer  ce  mouvem.ent  par  une  seule  force  qui,  par  conséquent, 
ne  pouvait  pas  être  dirigée  vers  le  soleil ,  mais  suivant  la  circonférence  de 
rellipse^  ou  commue  il  s'exprime^  Jibras  habere  circidares.  Si  Kepler  eût  con- 
•nu  le  parallélogramme  des  forces  ou  des  mouvemens,  il  eût  sans  doute  dé- 
fcouvert  la  force -centrale  du   soleil. 

L'espace,  parcouru  dans  un  instant  en  vertu  de  la  force  centrale,  n'est 
pas  l'arc  de  Forbite,  mais  son  sinus  verse  qui,  étant  très-petit,  est  proporlion- 
aiel  au  carré  de  l'arc.  Or,  Kepler  lui-même  a^^ant  trouvé  que,  dans  les  apsi- 
des, les  arcs  sont  en  raison  inverse  des  distances,  il  s'en  suivait,  que  la  force 
centrale  du  soleil  est  dans  le  même  rapport.  Soit  (Ifg.  àg.  Tom.  II.)  AB  la 
ligne  des  apsides,  le  soleil  en  S,  l'aphélie  en  A,  le  périhélie  en  B,  et  nom- 
mons les  distances  SAzza,  SBzz:^^  les  angles  décrits  dans  le  même  instant, 
ASazra,  BS{3iz:(3,  les  forces  qui  agissent  sur  la  planète  en  A  et  B,  P  et  Q. 
Kepier,  ayant  trouvé  pav  observation,  Aa:B^::b:  a,  en  conclut,  V  :Q::b:a, 
Mais  si  Fon  désigne  par  P,  Q,  les  forces  centripètes,  leurs  effets  immédiats  qui 
donnent  la  mesure  de  leur  grandeur,  ne  sont  pas  les  arcs  A  a,  Bp,  mais  les 
chutes  vers  le  soleil,  ou  les  abscisses  des  points  a,  p,  prises  de  A  et  B,  que 
nous  nommerons  x,  x.  Or  en  nommant  les  ordonnées  y,  y,  on  a  dans  Fellipse, 
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j^z:\x(A'B~x),  y^r  X.r'(AB  — jr  ),    X  éiant  !e  rapport   d     (ar\è   -lu -petit  axe  à 

y*             "/- 
celui   du  grand   axe.   li  s'en  suit  x  :  x    ou    P  :  ( )  :  :  — :  — -.,   et   en    fai- 

*         Au — -x      Aî>  —  x' 

Sùnt  j  zz:  A  a ,  y  zz:  B[3,  parce  que  les  a;  es  A  a,  B  |3,  sont  supposés 
infiniment  petits,  on  aura  P  :  Q  :  :  Aa^:  B  p^.  Or  Kepler  ayant  trouvé  par  obser- 
vation, A  a:  B  [3  ::/?).•«,  il  en  suivait  P  :Q  ::  b'^  :  a'^,  ou  Tattraction  du  soleil  en 
raison  inverse  des  carrés  des  distances.  On  peut  tirer  la  même  conclusion 
des  deAix  premières  lois  de  Kepler.  En  effet,  nous  venons  de  voir  qu'on 
a  dans  l'ellipse  V  :Q  ::j'^:j^.  Ur  les  aires  des  secteurs  sont  AœSnz— j, 
BpSzz  —  j:  donc,  les  tems  étant  supposés  égaux,  la  seconde  loi  de  Kep- 
ler   donne   a  .j  ^i:  b  .j\   ou  y  \y  \\b  \a   et  j^  :  y'^  :  :  b'^  :  a^  :  :  P  :  Q. 

On  aura  remarqué  que,  dans  toute  cette  recherche,  le  point  S  que 
le  soleil  occupe  dans  la  ligne  AB,  est  indéterminé  et  tout  à-tait  indifférent^ 
cependant  la  loi  de  la  force  centrale  que  nous  venons  de  trouver,  n'a  lieu 
que  dans  le  cas  où  le  soleil  se  trouve  dans  un  des  foyers  de  l'ellipse.  li 
en  résulte,  que  cette  démonstration  extrêmement  simple  est  limitée  aux  ap- 
sides, ou  plutôt  il  faut  en  conclure,  que  le  soleil  occupe  effectivement  un 
des  foyers,  parce  qu'autrement  il  faudrait  supposer  qu'une  autre  loi  eût  lieu 
hors  des  apsides,  que  dans  ces  deux  points.  Au  reste,  cette  recherche  n'est 
cju'une  digression   qui  nous  a   déjà  occupé  trop  longtems. 

§.  aS.  Il  paraît  que,  depuis  Kepler  jusqu'à  Newton,  les  géomètres, 
principalement  Huyghens  et  Hooke,  étaient  persuadés,  que  les  planètes  étaient 
sollicitées  par  des  forces  qui  sont  ia  cause  de  leur  mouvement  cur- 
viligne ,  et  qui  leur  font  décrire  constamment  les  mêmes  courbes.  L'exis- 
tence de  ces  forces  résulte  immédiatement  de  la  loi  d'inertie  i§.  a.).  Il  s'a- 
gissait donc  d'examiner^  quelle  devait  être  la  nature ,  la  direction  ,.  et  la  loi 
de  ces  forces,  pour  que  les  orbites,  décrites  par  les  planètes  en  vertu 
d'elles  ,  fussent  les  mêmes  que  celles  qui  étaient  données  par  les  observa^ 
lions  et  les  découvertes  de  Kepler»  Cette  question  ne  pouvait  donc  être 
décidée  que  par  l'application  de  la  géométrie  aux  lois  de  Kepler,  qui  se 
îéduisent  aux  suivantes  (IL  §.  ia4'    ï^^*   126.). 

î.    Lfs    planètes   décriveat    des    elli]}se&    autour   du  soleil   qui  occupe    Tua 
émjoyers^ 
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2.  Les    aires   des    secteurs    elliptiques   sont   proportionnelles    aux   tems ,    dans 
lesquels  ils  sont  décrits. 

3.  Les  carrés  des  réçohdions  périodiques  de  différentes  planètes  sont  propor- 
tionnels aux  cubes  des  grands  axes  de   leui's  ellipses. 

La  première  de  ces  lois  détermine  la  courbe,  la  seconde  donne  la 
loi  suivant  laquelle  la  planète  parcourt  cette  courbe,  et  la  troisième  sert  à 
comparer  entre  elles  les  orbites,  décrites  par  différens  corps  autour  du  même 
corps   central,   et  à  former  un  ensemble  de  ces  diverses   parties. 

Pour  fonder  l'astronomie  physique  sur  ces  lois.  Newton  procéda  d'à* 
près  le  plan  suivant.  Après  avoir  prouvé  par  la  seconde  loi,  que  les  planè- 
tes sont  sollicitées  par  une  force  centrale,  dirigée  vers  le  soleil,  il  se  ser- 
vit de  la  première,  pour  déterminer  la  loi  d'accélération  de  cette  force  à 
différentes  distances  du  soleil;  d'où  il  dériva  la  troisième,  comme  une  suite 
nécessaire.     INous  suivrons   la  même  marche. 

§.  J.6.  Il  a  déjà  été  prouvé  (§..22.),  que  le  mouvement  des  planètes 
est  accéléré  par  des  forces  centrales,  dirigées  vers  le  soleil;  et  l'on  a  vu  que 
c'est  une  suite  nécessaire  de  la  sesonde  loi  de  Kepler.  Si  le  mouvement  d'un 
corps  est  tel,  que  les  aires  décrites  par  les  rayons  vecteurs,  ou  les  triangles 
compris  par  un  arc  de  l'orbite  et  par  deux  droites,  menées  des  deux  extré- 
mités de  cet  arc  à  un  point  fixe  C,  sont  constamment  proportionnels  au 
tems  que  le  corps  a  mis  à  décrire  cet  iarc;  il  résulte  des  premiers  principes 
de  la  dynamique,  que  le  corps  est  sollicité  par  une  force  centrale,  dirigée 
vers  le  point  C,  quelle  que  soit  la  courbe  que  le  corps  décrit  (§.  22.).  Or 
Kepler  ayant  découvert ,  que  c'est  le  cas  des  mouvemens  planétaires ,  il  est 
certain,  que  les  planètes  sont  constamment  attirées  ou  po-ussées  vers  le  soleil. 
Que  cette  force  centrale  soit  regardée  comme  une  attraction  ou  comme  une 
impulsion,  cela  est  tout-h-fait  indifférent  pour  le  géomètre  et  pour  l'astronome, 
qui  par  conséquent  n'est  pas  obligé  de  répondre  à  l'objection,  que  l'attra- 
ction, élant  une  actio  in  distans,  paraît  être  absurde.  L'existence  et  la  dire» 
ction^  de  cette  force  est  démontrée,  et  la  dernière  ne  peut  être  mieux  expri- 
mée que  par  le  terme  aitraction,  ainsi  que  nous  regardons  la  pesanteur  com- 
Mie  une   attraction  de  ia  terre,    ou  la  force  qui   pousse  le  fer  vers  l'aimant. 
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comme  une  aitraciion ,  sans  vouloir  expliquer  par  ce  terme  la  nature  de  îa; 
force.  Les  disputes  qui  ont  eu  lieu  sur  ce  grand  objet,  et  qui  ne  sont  que' 
des  logomachies,  sont  d'autant  moins  pardonnables,  que  Newton  s'était  déjà 
prononcé  avec  une  grande  précision  à  cet  égard  (^).  Il  est  certain  que  le 
soleil  agit  sur  toutes  les  planètes.  Nous  ne  connaissons  pas  la  nature  de 
cette  force,  mais  nous  savons  que  les  planètes  lui  obéissent  dans  chaque  dis- 
tance, dans  chaque  partie  de  leurs  orbites,  dans  chaque  région  du  ciel^ 
qu'elle  pénètre  tout  l'espace  que  nous  appelons  le  système  solaire,  et  que 
rien  ne  limite  son  activité.  Une  distance  immense  peut  rendre  insensible- 
son  influence;  mais  tous  les  corps  qui,  ainsi  que  les  comètes,  entrent  dans 
sa  sphère  d'activité  que  les  planètes  nous  font  connaître,  doivent  obéir  à 
ses  lois.  C'est  par  cette  raison,  que  chaque  corps  céleste,  soit  planète,  soit 
comète,  qui  approche  du  soleil  autant  que  la  plus  éloignée  des  plaoètes,  peut 
servir  à  vérifier  les  lois  de  Kepler ,  et  les  forces  centrales  qui  sont  fondées- 
là-dessus.  C'est  par  ces  raisonnemens,  que  Newton  découvrit  la  théorie  des; 
comètes  et  des.  perturbations  de   la  lune. 

§.  27.  Les-  orbites  des  planètes  sont  des  ellipses  dont  le  soleil  occupe* 
Bn  des  fo_yers,  et  nous  avons  prouvé  que  leur  mouvement  est  animé  par 
des  forces  quii  peuvent  être  réduites  à  une  seule  force,  constamment  dirigée* 
vers  le  soleil.  Pour  en  conclure  la  loi,,  suivant  laquelle  cette  force  dépend 
de  la  distance,  nous  mettrons  pour  b-ise  l'équation  de  l'ellipse,  le  foyer  étant 
Toiigine  des  abscisses  prises  sur  le  grand  axe»  En  nommant  'î.a,  'i.b,  le  grand 
et   le  petit  axe,  e  le  paramètre,   2c  la  distance  entre  les  foyers,   on  a 


(l)  Phîî.  Nat.  Pane,  llath,  Lib.  1.  §.  8.  ,,Voces  attractionis  ,  imputsus,  vel  pr^pensionis  cu- 
^,juscunque  in  centrum,  indifierenter  usurpo  ;  bas  vires  non  pliysice  sed  mathematice  tantum- 
,,.Consideranclo.  Unde  caveat  lector  ,  ne  per  hujusmodi  voces  cogitet  me  speciem  vel  modum; 
„  actionis,  causanjve,  aut  rationera  pliysicam  définira,  vel  centris  vires  vere  et  piiysice  Iribuerej 
^  si  forte  aut  centra  traliere,  aut  vires  centrorum  esse  dixero".  —  llid.  Sect.  JUI.  au  commeii- 
,,  cément;  ,,  Considerando  vires  centripetas  tanquam  attractiones,  quamvis  fortasse ,  si  physice 
,,loquamur,  verius  dicantur  imputsus.  In  matîiemalicis  enim  jam  versamur;  et  propterea,  mis- 
,,  sis  disputationibus  physicis,  familiari  ulimur  sermone;  quo  possimus  a  lectoribus  mathemati- 
„cis  facilius  inletligi".  —  lUd.  §.  295.  ,,  Vocem  attr-actionis  liic  generaliter  Uiurp»  prs  cot- 
„porum  cônatu  accedèndî  ad  invicem;  sive  conatus  iste  fiât  ab  actione  corporum  vel  se  mutuo; 
,,petentium,  etc.  Eodem  sensu  generali  usurpo  vocem  impuhus,  non  speries  virium  et  quaiita- 
^jtes  pliysicas,  sed  quantitales  et  proportiones  matliematicas  in  liofc  Uactata  expendens".- 
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(î) ezz  — -,     c-=:y  («-  —  /;^  1  =  y    f/" ,     ezz:  -î— 1 

a  \  2  /  a  ^ 

et     les    coordonnées    étant     comme   ci  -  dessus    {.Fig.    i.)   CNzza:^    IN  M  : —  jj, 
ACMzzicp,  CM:zzr^   réquation  de   l'ellipse  est 

(2) a^j^  —  b^-  {«2_.(a^__c)%S 

©u  à  cause  de  j^  zn  /-^  —  x^, 

^2.  ^2__- ^4  _|_  2/>2^^  _|_  ^£^-2^  dont  la   racine  carrée  est 

(31 a  r -zz  b" -\- c  se. 

En  substituant  .r  iz:  ;•  cos  (Jî,   cette  équation    deviendra 

(4) c  n:  r  («  —  c  cos  cp  ;  ^ —  b^ , 

dont    la    différentiatïon   donne  — 5 (t)  =:  -Zlil"i^  ar.     En  substituant 

c  r  sin  (4) 

ar—b^^                        Z,=  C2  a  r  _  6=  —  r»)      .,       .       ^ 
cos  cp  m et   sin-  cp  zz  — !^ —- ,  il   viendra 

(5) d<p^~l ^-T ,  Jt  3^2_:ii$!if^3il=i!}; 

Ainsi   réquation  VI.  (§.   19.)  deviendra 

et  en  substituant  l'équatif-n'  V    (§.    19.),   et  divisant  par  dt^, 

^^,.,    ^=-4giPar. 

o    >k  ^   CI   d  "Y* 

dont  la  driTérentielle-  est — r^^—  ^^^g^^^y  d'oii  l'on   lire 

(6:; P-_A!^..  ,  . 

La  force' centrale  F  ou  son  accélération,  est  donc  proportionnelle  à  —,  parce  que 

hy  a,  b,  gy  sont  des  constantes.     En  substituant  (1),   et  faisant  pour  abréger, 

A^ 
(7).....  —  iz:  C,   il   viendra^ 
^'  ge 

(8).....P  =  ^. 

M  en  résulte  cette  vérité'  importante,  découverte  par  Newton:  la  force  cen- 
tripète du  soleil  agit  suivant  celte  loi ,.  que  son  accélération,  ou  la  vitesse 
qu'elle  communique  aux  mobiles  en  tems^  égaux,  est  en  raison  Inverse  des  car- 
rés des  dislances   des  mobiles  au  soleil  {^  ).■ 

Il   faut    cependant    faire   une  observation    qu'on   a  souvent    négligé    de 
faire.     Il    n'en   suit  pas  que   la  force   cenlraie  du   solni'  s'étende  par  tout   i'u- 

(tj  Fhll.  Nat.  Pdnc.  Math.  Lih.  I.  §.   loa.. 
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nivers  suivaîit  la  même  loi;  quoiqu'il  soit  hors  de  toute  probabilité,  que  celte 
loi  qui,  d'après  les  observations,  a  lieu  dans  les  diverses  distances  de  cha- 
que planète  au  soleil,  soit  brusquement  inierrompue  dans  les  intervalles  en- 
tre deux  orbites.  Il  faut  cependant  convenir,  que  la  démonslralion  précé- 
dente, ou  l'ellipticité  des  orbites,  sous  le  rapport  géométrique,  ne  nous  au- 
torise pas  à  donner  à  la  loi  cette  étendue.  En  effet,  elle  suppose  que  a,  h^ 
sont  des  quantités  t'onstanles,  ce  qui  n'est  le  cas  que  tant  qu'on  considère 
ijne  seule  orbite:  on  pourrait  donc  douter,  que  la  raison  inverse  des  carrés 
des  distances  ait  encore  lieu  ,' si  l'on  passe  d'une  orbite  a  l'autre,  pour  les 
comparer  entre  elles,  parce  qu'alors  a  et  b,  ajant  d'autres  valeurs,  doivent 
être  regardées  comme  des  variables.  La  question,-  que  la  loi  de  Newton  a 
lieu  partout,  ou  seulement  dans  chaque  orbite,  ne  peut  être  décidée  que  par 
l'expérience  relative  au  rapport  qui  exisie  entre  les  différentes  orbites,  c'est» 
à-dire  par  la  troisième  loi  de  Kepler   (Voy.  §.   fQ.)- 

§.  28.  La  constante  A  résulte  de  l'intégration  de  l'équation  ÎII,  coni' 
înune  à  toutes  les  forces  centrales  (§.  19.  V.):  elle  ne  dépend  donc  pas  de 
la  loi  d'attraction,  mais  de  la  force  elle-même,  ou  de  ce  que  nous  avons 
appelé  sa  quantité  absolue  (§-  9.).  Ainsi  la  quantité  A  servira  à  déterminer 
le  rapport  de  la  force  centrale  du  soleil  à  toute  autre,  quand  même  elle 
suivrait  une  autre  loi,  s'il  y  en  a.  Puis  donc  que  l'accélération  de  la  pesan- 
teur à  la  surface  de  la  terre  est  l'unité  dans  toutes  les  équations  précéden- 
tes (§.  16.),  P  sera  le  quotient  qui  indique,  combien  de  fois  la  pesanteur 
est  contenue  dans  la  force  P.  Or  P  dépendant  de  la  distance,  il  y  aura  né- 
cessairement une  distance  f,  à  laquelle  P  est  égale  à  l'accélération  de  la  pe- 
santeur, ou  P=:t.  En  faisant  donc  rznf  \^.  27.  (8)),  on  aura  P  rz:  i, 
C:=:/^,  hzzLfV  gc,  P  zz  ^  ,  ou  en  nommant  p  l'accéiération  de  la  pesan- 
teur, /?:  P  ::  r^ -.y  ^.  Si  l'on  désigne  par  P^ ,  ce  que  devient  P,  lorsque  la 
distance  r  est  égale  au  demi-diamètre  de  la  terre  ?,  la  proportion  précédente 
deviendra  p  -.V  ::  f'  -.f^ ,  ce  qui  est  en  même  tems  le  rapport  de  l'intensité 
de  la  pesanteur  à  celle  de  la  force  centrale  du  soleil,  parce  que  p,  P',  sont 
leurs  accélérations  à  la  niêrae  distance  e-  La  grandeur  absolue  de  l'altra- 
ction  du  soleil,  la  pesanteur  étant  prise  pour  unité,  est  donc  rz  --  on  /'*, 
le  dPau-aiai.:ètre  de   la  terre  ?  étant  l'unité  des  distances.  En  noran.ant  aonc 
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M   la  force    absolue  du    corps   central,   on  aura   k^  zizf^ eg  :=zmeg.   Cela  don- 
liera  Taire   du  secteur  décrit  autour -lu  solei!  dans  le iems  t,  i)z:i-t[^%.-2.o.),o\x 

Soit  T'  le  teins  d'une  révolution   d'une  planète,   E   Taire  de  son  orbite 

entière,  tzz=.3,  14...   le  rapport   de  la  demi-circonféience   au  rayon:    on  aura 

2S         aE         27rc!& 


E  —  TTrtô,    E  :  S  :  :  T  r  ^,^  partant  A  :=:  ^  11:  -—  —  —— ,     et 

r  1 

^.^v?£f,    donc  Mm;       ^o    * 


T 


A^'zz  ^"  "  1  =  1:—"—  z=:  Me^,  donc  M  — 
tmis-  ies  tems  iT)  étant  exprimés  en  secondes,  et  toutes  les  lignes  {a,  g,'^  en 
rayons  de  la  terre.  Si  Ton  prend  pour  exemple  la  parallaxe  du  soleil  i=;8^6f 
l'année  sidérale  mr  365,  256i8J5  jours,  on  aura  T  mi  3i558i5i,  5  sec.  j  a  ziz 
eotang8",6z23984;  ^àpeu  prész:  ^1^— j  partant  Mz=:'à^B^g';  c'est-à-direv 
l'intensité  de  la  force  centrale  du  soleil  est  presque  36oooo  fois  plus  grande- 
que   celle  de   la  terre. 

§.  29.  La  dernière  équation  donne  — j  ru  — ^  d'où  il  suit  que,  si  M 
ne  change  pas ,.  c'est-à  dire  pour  tous  les  mobiles  qui  circulent  autour  d'un, 
commun  corps  central,  —  est  une  quantité  constante,  et  que  par  conséquent 
les  carrés  des  révolutions  des  planètes  autour  du  soleil  sont  proportionnels' 
aux  cubes  des  grands  axes  de  leurs  orbites.  La  troisième  loi  de  Kepler  est 
donc  une  suite  immédiate  de  la  loi  de  l'attraction  du  soleil,  découverte  par 
Newton,  s'il  est  permis  de  Tétendre  d'une  planète  à  l'autre:  car  c'est  c& 
que  nous  avons  fait,  en  supposant  dans  Tequation  P  m -g^,  rz:^/"  et  r  —  f 
(§.  28.).  Soient  r,  /,  les  distances  ap-héiies  et  périhélies  de  la  terre  au  soleil^ 
et  désignons  par  s^  s',  les  mêmes  quantités  relatives  à  Jupiter,  par 
P,  P',  Q,  Q' ,  les  forces  centrales  que  le  soleil  exerce  dans  ces  distances  t 
cela  posé,  il  a  été  prouvé  (§.  2'j.),  que  P  :  P' :  :  r'^  :  r^  et  Q  :  Q"  .:  s^  :  s'^-y 
mais  il  n'est  pas  permis  d'en  conclure  la  proportion  P  .Q  ::s'^.r^  que  nous 
avons  S4jppt)sée  tacitement.  Il  s'en  suit  seulement,  que  Jupiter  décrit  une- 
ellipse  suivant  la  même  loi  que  la  terre  f  mais  il  n'en  suit  pas,  que  cette- 
ellipse  est  de  la  même  grandeur  qu'elle  aurait,  si  la  force  Q  qui  agit  sur 
Jupiter  à  une  distance  cinq  fois  plus  grande,  était  la  2-5k»«  partie  de  la  for- 
ce P  qui  agit  sur  la  terre.  Cette  question  ne  peut  être  décidée  que  par  la  corn- 
parais^on  de  la  grandeur  ou  des  axe&  û.^&  deux  ellipses  avec  la  vitesse ,  par  le- 
ïapport  qui,  conformément  aux  observations,  a  lieu  entre  les  diiiérenteS  orbitea 
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au'our  du  même  corps  xent rai,  enfin   par  la  troisiërne  .loi  de  Kepler,  qui  réu- 
nit ces   orbites ,    malgi-ë   le  grand  inter^^alle    qui  les  sépare.     La   prenjiër,e    loi 

de  Kepler   donne   le  résultat  (§.  27.),   que  la  force,   en  vertu   de  laquelle  cha- 

A-*  a 
que  planète    décrit   son    ellipse,    est   P  zz r:     en  marquant  .donc    à'^un 

trait  les   quantités   relafives  à  une   autre  cvbiie,   on  aura   P'zz r~  7- ,  X^^'-'^- 

tant   P  :  P':  :  ---^  :  -rr^'j^'     La  seconde   loi  de  Kepler   (§.   20.)  nous  fournit  les 

2  S  2  s' 

équations  A  zz  ~  ,   A' =;  — —  ,    ou    en  égalant    les   secteurs    S,   S',    aux  air^s 

des  ellipses   entières  E.,  E^,  et  nommant  T,  T',  les  révolutions, 

__   2E  , 2  E^ 

-,  T    '  T' 

.Mais  .Ei=r7raZ'^  E'^  z= -rr «3' ^  ,    donc   A  := — ^- — ,     A  zz. ;; — ,   et 

1  i 

A'  a  4  "T^'^  «^        A'^  ûl'  ___  4  '"■^  «'' 

"^  Ï2"~  >       ~&/^  'l'a      « 

Or  la  troisième  loi  de  Kepler   donne  T^  :  T'^  :  :  «^  .•  r/^^   d'oii  l'on  lire 

A*  a  A'* .a'        ,  r>      n/  ^  ^-  '2-2 

zz  — 7—  ,   donc  P  :  P^  :  :  -  :  -r.'-'-r:  -r. 

Il  est  donc  prouvé  par  les  observations  de  Kepler,  que  la  loi  de  Newton^ 
suivant  laquelle  la  force  centripète  du  soleil  est  en  raison  inverse  des  car- 
rés des  distances,  a  lieu  dans  toute  l'étendue  de  l'univers,  et  pour  louLes 
les  distances,  d'une  orbite   planétaire  à  l'autre.  ■^ 

§.  3o.  Il  en  suit  de  plus,  que  les  secteurs  S,  S',  que  deux  planètes 
quelconques  décrivent  autour  du  soleil  dans  le  même  tems  t,  sont  p^onor- 
tionnels  aux  racines  carrées  des  paramètres  de  leurs  orbites,  g,  e' .  En  effet  on  a 

T  T'       "  T         -        1'        ^ 

vu  que  e'zz.- — .      Or    T  :  T'  :  :  a  V  «  ;  dvd    suivant  la   troisième    loi    de 
^  a 

Kepler,    donc  ,  - 

S  :  S' :  :  y  e  ;  y  c% 
rapport  qui  a  lieu  dans  toutes  les  sections  coniques^  ce  qui  suit  immédiate- 
ment de  la  seconde  loi  de  Kepler,  S  :  S' :  :  A^  :  A' /^  en  y  subsiituant  A  zz 
yrv%e  et  A'znyM^e'  (§.  28.),  parce  qu'il  est  prouvé  par  la  troisième  loi 
de  Kepler,  que  Ma  la  même  valeur  pour  toutes  les  orbites:  les  secteurs, 
décrits  autour  du  soleil  dans  différentes  orbites  et  en  différens  tems,  sont 
par    conséquent    tomme    ces    tems    et    comme    les    racines    des    paramétrés, 

S:S'::^ye:/ye\  ' 
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Si  l'on  veut  comparer  les  secteurs,  décrits  autour  de  différens  centres, 
dont  l'intensité  des  forces  centrales  est  exprimée  par  M  et  M',  on  aura 
S:  ^' :  :  tV  M  e  :  t' V  W  e\  Si  les  orbites  sont  des  ellipses  E,  E',  parcourues 
dans  les  tems  T,   T',  on  aura  E  :  E' :  :  Tl^Me  :  T' V Me',    et  en  substituant 

aVa  :  a' Va'  :  :  T^M  :  TVW,  ou  |  :  ^  :  :  M  :  M',  et  ^,  =  |'  •  fl)        ' 
ce  qui  est  la  troisième   loi   de   Kepler,    appliquée    à  différens    systèmes.     On 
verra  que  les  forces  absolues  M,  M',  sont  comme  les  masses  des  corps  cen- 
traux, m,  m';  d'oiî  il  vient 

On  a  vu  dans  ce  chapitre,  que  toute  l'astronomie  physique  découle 
des  lois  de  Kepler^  et  il  sera  bon,  de  jeter  encore  un  coup  d'oeil  sur  l'en- 
chaînement des  raisonnemens  précédens.  La  secondp  loi  de  Kepîer  prouve 
Vexîstence  d'une  force  centrale  qui  pousse  toutes  les  planètes  vers  le  soleil 
(§.  26.).  La  première  donne  la  loi  de  cette  force,  suivant  laquelle  elle  agit 
sur  chaque  planète  dans  les  différentes  portions  de  son  orbite,  en  raison  in- 
verse du  carré  de  la  distance  (§.  27.).  Il  suit  enfin  de  la  troisième,  que  la 
force  centrale  du  soleil  varie  aussi  d'une  orbite  à  l'autre,  et  par  toute  l'éten- 
due du  système  solaire,  suivant  la  même  loi,  que  par  conséquent  la  force 
qui  sollicite  une  planète,  serait  égale  à  celle  qui  agirait  sur  chaque  autre, 
également  éloignée  du  soleil ,  malgré  la  diversité  de  leurs  masses  :  d'où  il 
suit  que  la  même  force  anime  toutes  les  planètes,  que  l'accélération  des  pla- 
nètes vers  le  soleil  est  la  même  à  égale  distance,  que  par  conséquent  leur 
poids,  leur  pression  vers  le  soleil  est  proportionnelle  à  leurs  masses,  et  aux 
masses  divisées  par  les  carrés  des  distances,  si  celles-ci  ne  sont  pas  égales.  Les 
vérités  importantes  de  la  pesanteur  universelle  et  des  perturbations  des  corps  céle- 
stes, sont  fondées  sur  la  dernière  proposition  qui  est  une  suite  de  la  troisiè- 
me loi  de  Kepler;  c'est  pourquoi  nous  avons  jugé  nécessaire  de  la  prouver 
rigoureusement. 
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Détermincdîon   des   orUtes  par   la   loi   de    V attraction^ 


iâ.  preuve  de-  îa  loi  dé  Fatiraciion  (joe  nous  avons  donnée 
dans  îe  Chapitre  précédent",  ne  parait  êtrs  qu'une  in-duction,  et  même  une 
induetïoa  assés  incQmplèt'e,  attenda  que  le  nombre  des  pliinètes  eonnues  est 
inconsidérable  par  rapport  à  la  totalité  des  eorpi?  qui  eomposent  le  système 
solaire.  H  est  vrai  qujp  cette  induction  a  été  singulièrement  eomplétée  d^* 
puis  Kepler,  par  un  grand  nombre  de  nouvelles  planètes,,  comètes  et  satel- 
lites, et  qu'elle  Fest  encore  chaque  année.  Mais  on-  n'a  pas  besoin  de  compter 
îes  temoinsy  la  nature  de  cette  loi  est  telle  qu'un  seul  exemple  suffit  pour 
îa  prouver.  L'orbile  elliptique  de  Mercure  prouve  immédiatement,^  que  dans= 
là  couclie  spbérique  ^dont  les^  diamètres  intérieur  et  extérieur  sont  OjSc^S 
et  0,4667  diamètres  de  l'orbite  terrestre,  la  force  centrale  du  soleil  agit 
suivant  cette  loif  mais  cette  action  suit  la  loi  de  continuité,  par  les  variai 
lions  les  plus  insensibles  de  la  distance 5-  la  même  W\  est  retrouvée  aux  dis-' 
lances  o,  7;  ij  i,  Sj  5j  10^  rgf  et  dans  leurs  plus  petites  variations.  Oa 
tsî  donc  forcé  de  la  regarder  comme  une  loi  générale,  répandue  dans  le 
tjiiS'fème  solaire  5  autrement  il  faudrait-  supposer  que  la  force  accéiérafrice  fût 
tine  funcdo  discûnùnua  de  la  distance,  c'est-à-dire  qu'elle  n'eût  aucune  loi 
générale,  ce  qui  est  absurde.  Ce  serait  sans  doute  une  des  découvertes  les 
pir^s  intéressantes  dans  la  métaphysique  des  corps,  si  l'on  pouvait  démontre!? 
cette  loi  a  prions'  alors  l'astronomie  serait,  comme  la  géojriétrie",  une  partie 
des  matliémaîiques  pûtes,  et  elle  serait  par.  rapport  à  l'astronomie  actuellî?,- 
ce    que    la    physi<jue    purement   lh.éoriq.ue    est    relativement    à    la    physique 
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Nous  ne  pouvons  nous  former  une  idée  d'une  force  qui,  étant  dirigé© 
ée  tous  côtés  vers  un  point  fixe,  remplit  l'espace  sphériqae  autour  de  ce  cen-^ 
tre,  qu'en  imaginant  des  rajons  qui  en  sortent^  or  puisque  la  densité  de  ces 
rayons  doit  nécessairement  décroître  dans  la  même  proportion,  que  les  sur-' 
faces  sphériques  ou  les  carrés  des  distances  croissent,  nous  serons  disposés 
à  supposer  que  l'attraction  du  soleil  suit  la  même  loi,  d'autant  plus  qu'elle 
a  lieu  das^^jusieurs  phénomènes  semblables,  comme  l'électricité,  la  lumiërej 
ctc,  îl  est  vrai  que,  dans  tous  ces  cas,  l'effet  est  proportionnel  aux  surfa- 
ces des  corps,  jce  qui  donne  le  rapport  des  carrés;  tarkdis  que  ia  proportion» 
nalité  de  la  pesanteur  aux  masses,  et  au  volume  des  corps  uniformes,  pa- 
raît indiquer  le  rapport  des  cubes.  Mais  s'il  est  permis  d'envisager  cet  ob- 
îet  d'une  ma^nière  aussi  grossière,  la  densité  des  rayons  convergens  dans  le 
soleil  étant  réciproque  au  carré  de  la  distance  du  soleil,  son  effet,  ou  l'ac* 
célération  doit  suivre  le  même  rapports  II  est  vrai  qxie  la  figure  du  corps, 
ou  la  surface  qu'il  tourne  vers  le  soleil,  est  tout-à-fait  indifférente j  mais  le 
aaiême  cas  a  lieu  à  chaque  disiance.  Cela  posé,  la  masse  entière  du  corps» 
«juelle  que  soit  sa  figure,  sera  frap^pée  par  un  nombre  de  rayons  quatre  fois' 
plus  grand,  lorgqu'il  est  deux  fois  pJus  près  du  soleil,  parce  qu'il  se  trouve 
dans  une  couche  quatre  fois  plus  dense.  Imaginés  un  corps  résous  en  se^ 
premiers  éléraens,~  dont  le  nombre  détermine  sa  masse,  et  dont  chacun  a  la 
même  figure  invariable,  par  ex<,  sphqrique:  cela  posé,  cliaque  élé.œejit  serp, 
irappé  par  un  cône  de  rayons,  dont  la  densité  est  réciproque  .au  carré  de  |^ 
distance.  L'action  exercée  sur  le  corps  entier  doit  donc  suivre  le  même 
rapport,  quoique  \a  Jorce  motrice,  communiquée  au  corps  à  égals  dist^Dice,  soit 
•proportionnelle  à  la  masse  du  corps,  parce  que  ce  que  nous  venons  de  dire, 
est  vrai  de  chaque  élément.  Il  parait  que,  dans  cette  dispute,  on  n'a  pas 
«ssés  distingué  la  quantité  accélératrice  des  forces  d'avec  la  quantité  motrice, 
La  première,  ou  VintensîM  de  la  force,  doit  sans  doute  être  réciproque  au 
carré  d^  la  distance,  ainsi  que  l'iliumjnation  d'tin  objet  s'aJfuibUL;  mais  la 
dernière  qui  est,  pour  ainsi  dire,  la  grandeur  extérieure ,  uoit  être  propor- 
tionnelle à  la  masse,  ainsi  qu'il  en  serait  de  la.  quantité  de  lumière  qu'un 
corps  recevrait,  s'il  était  aussi  pénétrable  à  la  lumière,   qu'il  l'est  relativement 

* 
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à  la  force  centrale  ou  à  la  pesanteorj  et  cette  pénélrabilité  est  peut-être  la 
véritable  explication  du  paradoxe.  La  force  avec  laquelle  chaque  élément 
du  corps  est  accéléré,  n'a  rien  de  commun  avec  la  somme  de  toutes  les  pres- 
sions qu'éprouve  le  corps   entier.  , 

Au  reste,  ces  recherclies  sur  la  cause  physique  d'une  opération  ou 
d'une  loi  de  la  nature,  dont  l'existence  n'admet  aucun  doute,  servent  plutôt 
à  satisfaire  notre  curiosité,  qu'à  perfectionner  la  science.  Les  phénomènes 
prouvent  inconteslabiement,  que  la  raison  inverse  du  carré  de  la  distance 
est  une  loi  générale  de  la  nature:  ainsi  nous  devons  croire,  que  cette  loi 
était  nécessaire  pour  l'exécution  et  la  conservation  du  plan  le  plus  parfait. 
Si  une  autre  loi,  par  ex.  le  rapport  cubique,  avait  lieu,  l'univers  tomberait 
en  ruines,  ou  éprouverait  des  révolutions  qui  dérangeraient  la  symmétrie  de 
l'ensemble ,  ou  les  proportions  qui  ont  paru  les  plus  belles  à  fauteur  de  la 
nature.  La  beauté  de  l'univers,  ainsi  que  de  tout  autre  ouvrage,  consiste 
dans  les  proportions  qui  ont  lieu  entre  la  grandeur,  la  distance^  et  le  mou- 
vement des  différentes  parties.  En  choisissant  les  plus  belles  proportions,  le 
créateur  pouvait  déterminer  arbitrairement  l'échelle  ou  la  grandeur  absolue, 
©t  il  ne  nous  sera  jamais  possible  d'aprofondir  la  raison  qui  lui  a  fait  pré- 
férer l'échelle  actuelle  à  toutes  les  autres  également  possibles  ^  aussi  cette 
question  n'a  dans  le  fond  aucun  sens,  puisqu'il  ne  peut  pas  être  questioîi  de 
la  grandeur  de  l'échelle,  quand  il  n'y  en  a  pas  plusieurs  qu'on  puisse 
comparer  entre  elles.  Mais  si  la  grandeur  d'une  partie  est  changée,  la  per- 
fection de  l'ensemble  exige,  que  les  proportions  restent  les  mêmes,  et  que 
par  conséquent  toute  quantité,^  toute  dimension  change  dans  le  même  rapport^ 
par  ex.  si  les  distances  du  soleil»  de  la  terre,  et  de  la  lune»  étaient  altérées, 
les  grandeurs  et  les  mouvemens  de  ces  corps  devraient  changer  à  proportion, 
et  ils  décriraient  des  orbites  semblables.  Or  c'est  impossible,  à  moins  que 
la  force  centrale  qui  anime  chaque  corps ,  ne  soit  changée  à  proportion. 
Soit  T  la  masse  de  la  terre,  r  la  distance  de  la  lune,  et  supposons  que  les 
dimensions  changent  dans  le  rapport  de  i  à  — ,  ensorte  que  toute  ligne  r 
devienne  -,  et  toute  masse  T  se  change  en— |  désignons  enfin  par  (p  (r)  la 
foQCtioià  de  la  distance  qui  détermine  la  loi  de  l'attraction,  ensorte  que  l'action 
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T 

de    la    ferre    sur    la    lune    soit     :r — r*     Cela  posé,    la    nouvelle  force   à  la 

distance  —  sera  •  Or  les  orbites  étant  supposées  semblables,  la  force 

"      "'■<^)  ,  .  , 

doit    aussi  changer   dans   le    rapport  de   i  à—,    parce  que  les  lignes  que  les 

n 

forces  font  parcourir  aux  mobiles,  sont  proportionnelles  aux  forces  (^§.  6.)t. 
on   a   donc  ; —  —  -  .  — r-r ,  ou  n^.(p  (-)  z=:<p(r)',    c'est-à-dire  (p  (r) 

doit  être  une  telle  fonction  de  r,  qu'en  y  substituant  —  au  lieu  de  r,  la  fon- 
ction, après  avoir  été  multipliée  par  n%  ait  constamment  la  valeur  Cp  (r), 
en^sorle  que  tous  les  termes  qui  renferment  n,  se  détruisent  mutuellement. 
Il  est  visible  que  cela  ne  peut  avoir  lieu,  que  dans  le  cas  où  ^  (r)  a  la 
forme  CA  En  supposant  par  ex.  (p  (rjzrAr^,  on  aura  (p  f  — jzzA  — ^, 
et  «^(p  f^j  7=:  A.r^.n^-''^,    ce  qui    doit   être   égal  à  Cp  (r)=:  Ar"^,    d'où  il 

suit   72^~'"'zi:i,   donc  mizi.     Ainsi  la   force,  avec   laquelle  la  masse  T  agit 

T  T  , 

sur   un   corps   à   la  distance  r,   est  —7—,  m  -— -  ,    en   raison    inverse  du  carré 

^  (p  (r)         C  r^ 

de  la  distance.  Cest  donc  la  seule  loi  qui  tait  dépendre  les  mouvemens  et 
tous  les  phénomènes  de  la  nature,  non  pas  de  la  grandeur  absolue,  mais  des 
proportions  seules.  Si  une  autre  loi  ou  fonction  avait  lieu,  une  échelle  plus 
ou  moins  grande,  les  proportions  demeurant  les  mêmes,  produirait  un  monde 
tout-à-fait  diiïérent;  et  la  grandeur  absolue,  dont  il  est  impossible  de  se  faire 
une  idée  claire,  parce  que  toute  la  mathématique  est  fondée  sur  des  propor- 
tions, serait  un  élément  essentiel  dans  les  recherches  sur  les  lois  de  la  na- 
ture j  ce  qui  paraît  absurde.  Mais  si  l'on  adopte  la  fonction  réciproque  au 
carré  de  la  distance,  les  orbites  des  corps  célestes,  leurs  distances,  et  toutes 
les  lois  de  la  nature,  sont  indépendantes  de  leurs  dimensions  et  du  mouve- 
ment absolu  dans  l'espace:  tout  dépend  des  proportions  qui  seules  peuvent 
être  l'objet  de  nos  recherches. 

Quand  on  a  fait  ces  réflexions,  on  ne  sera  pas  étonné  de  voir  que, 
d'après  les  observations  et  les  lois  de  Kepler,  cette  fonction  est  effectivement 
la  loi  de  la  nature.  Il  est  certain ,  que  c'est  une  loi  générale  relativement  à 
la  force  du  soleil,  qui  servira  à  calculer  les  orbites  de  tous  les  corps,  con- 
nus ou  inconnus,   qui  circulent  autour  du  soleil.    Oa  s'esi  esl  servi,  comm€ 
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d'une  hypojîièse,  pour  calculer  les  orbites  des  comètes j  et  l'accord  entre  le 
calcul  et  les  observations  a  fourni  une  nouvelle  preuve  que  c'est  une  loi  gé- 
nérale. Ainsi  tous  les  corps  du  système  solaire  devant  suivre  cette  loi,  il  se 
présente  la  question,  s'il  en  résulte  nécessairement,  qu'ils  sont  aussi  soumis 
aux  lois  de  Kepler^  si  ces  lois  sont  une  suite  nécessaire  de  la  fonction  pré- 
cédente, ou  seulement  un  cas  particulier;  si  tous  les  corps  du  système  solaire 
doivent  absolume.nt  décrire  des  ellipses;  et  si  dans  le  cas,  où  l'es  observations 
nous  apprennent  qu'il  y  a  d'autres  orbites,  la  généralité  de  cette  loi  ne  peut 
plus  avoir  lieu.  Pour  répondre  à  ces  questions,  il  faut  chercher  a  pnori  les 
lois  du  mouvement,  qui  découlent  de  la  raison  inverse  du  carré  de  la  distance; 
«e  qui  est  l'objet  du  Chapitre  présent. 

§.  32.   L'expression  que  nous  avons  trouvée  (§.  28„)   pour  la  force  cen- 
trale P  zz:  —  ,    donne   f'Pdr:iz — — ;    et  l'on   a,  indépendamment  de  la  loi  de 


l'attraction,  dtzr.  ~     ~-  (g.    19.  V.).     En   5ubsîituant    ces    valeurs,    l'équatiop, 


Vî.    (S.   i<).)   deviendra  '^-^~  =  —  Zi"  —  B+  ^— /  d'où  l'on  tirera 


_A:yB 

(0 


.A'      OU 


r.y      —  r^-l-  -—r 


Mais  on  a  dans  l'elîipse   (§.  2^.   (5)),  en  mettant  -^  au  lieu  de  b^^ 

y  "Li 


a  e 

2 

a  e 


(2) 1^  zz: 

r  ,  y  (  — -  r"  -|-  2  a./ 


2 


Si  Ton  suppose  a  infini,  l'équation  (2)  est  celle  de  la  parabole;  et  -si  si  esft 
négatif,  elle  donne  l'hyperbole;  ensorte  que  (2)  est  l'équation  générale  des 
sections  coniques.  Il  est  visible,  qu^  les  équations  (i)  et  (-2)  sont  identiques, 
si   l'on  fait  '        - 

(â) ae:iz  ,     a  zn.  — —  ,     partant  -o  nr  -— —  « 

Il  S'en  suit  que  les  orl)ites,  décrites  en  vertu  d'une  force  centrale  qui  est  ré' 
ciproque  au  carré  de  la  distance,  sont  nécessairement  des  sections  coniques, 
dont  le  foyer  est  occupé  par  le  corps  central;  et  les  équations  (3)  serviront  à 
distinguer  les  cas,  où  l'orbite  sera  une  ellipse,  hyperbole,  on   parabole.     L'é^ 
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2g  f'    - 

quûiion  «?  rr  ~~  nous  apprend,  que,  le  grand  axe,  ainsi  que  îe  paramètre, 
ne  dépend  pas  seulement  de  Tintensité  jT^  de  la.Jbrce,  mais  aussi  de  B,  con- 
stante arbitraire  que  les  observations  seules  peuvent  nous  faire  connaîire. 
Cette  constante  B,  qui  dépend  des  circonstances  accidentelles,  auxquelles  le 
snouyement  à  été  assujetti  au  moment  de  son  origine  ou  à  une  époque  quel» 
conque,  servira  à  déterminer  la  nature  de  l'orbite,  qui  sera  une  ellipse,  hy» 
perbole,  ou  parabole,  selon  que  B  est  positif,  négatif,  ou  nul.     Le  paramètre 

2    S 

«  dépend  de'  la  constante  A,  et  A  m  ^—  ne  peut  être  connu  que  par  observa» 
lion.     On  a  donc  pour  les  diverses  sections  coniques, 

^$> A  Yae 


(4)  ^ .  . . .  Ellipse,  ^=       ,  , 

^                   ijpei    0  e,  —       r  .y  [B  r2  -{-4  g/=  r  — =  A»)       r  ,y  [2r'''i'4.ar  —  ae\^ 
(6).....  Parabole,    ~  — ^  —  ^' 


àr  r.y  [igj^  r  ~  A^)         r.y  (4  r  —  e)      _ 

Si  Ton  substitue  (3)  AzizjVge  dans  l'équation  Tz^'^~~- — (§.  29.),    b  étant 
y  —  (§.  27.  (i))>    on  aura 


z 


En  nommant  n  l'angle  que  l'astre  décrit  en  une  seconde  par  sa  vitesse  mo- 
yenne,  on  aura  n::^— -,  T  étant  exprimé  en  secondes,  donc 

(9) ^-f^'-â^  iio),..,,f=nyf. 

En  marquant  d'un  trait  les  mêmes  quantités,  relatives  à  une  autre  planète,  oa 
à  un  autre  corps  central,  on  aura 

1,'équation  '>^ir)  s^rt  à  comparer  les  i-évolutions  et  les  moyens  mouvemens  de 
deux  astres  qui  décrivent,  autour  du  même  corps  central,  des  ellipses  dont 
les  grands  axes  sont  2a  et  2aj  à  l'aide  de  l'équation  (12)  on  pourra  comparer 
les  forces  centrales  de  divers  corps  entourés  de  satellites,  dont  les  distances 
a,  a ,  et  les  révolutions  T,  T',  ou  les  moyens  mouvemens  n,  n,  sont  connus 
par  observafion.  Pour  un  commun  corps  central  n'^<i^  rr"  ^gj"^  —  -- -  '~^-  «B 
est  ui^e  quantité  constante.    Il  s'en-suit. 
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(33),....A^=  «^a=Z>%  (]4) Bznn^a^—-' 

§.  33.  Il  suit  donc  de  la  loi  de  la  force  centrale,    —  ,  que  l'orbite  doit 

nécessairement  être  une  section  conique;  que  la  loi,  suivant  laquelle  la  planète 

A 
décrit  son  orbite,  Szn  —  t^  est  donnée  par  la  constante  A;    que  le  paramètre 

de  la  courbe  dépend  de  la  constante  A  et  de  l'intensité  de  la  force  y^;  et  que 
l'espèce  de  la  section  conique  est  déterminée  par  la  constante  B  qui  dépend  des 
circonstances  accidentelles  du  mouvement,  ou  des  constantes  arbitraires  qui  entrent 
toujours  dans  la  solution  des  problèmes,  donnés  par  des  équations  différentiel- 
les. tJne  de  ces  circonstances  accidentelles  est  la  direction  el  la  vitesse  que  la 
planète  a  eues  dans  un  point  quelconque  de  son  orbite:  car  suivant  la  loi  d'in- 
ertie, on  peut  indifféremment  lui  attribuer  l'état  du  repos,  ou  un  mouvement  re- 
cti ligne  et  uniforme.  Cet  état,  soit  qu'il  dépende  de  l'origine  d€  son  existence,  ou 
d'une  impulsion  inconnue,  ne  peut  donc  pas  être  déterminé  par  la  nature  du 
problème;  et  cependant  il  doit  nécessairement  modifier  le  mouvement  de  la  pla* 
nète  pour  l'éternité,  quelles  que  soient  les  forces  qui  agiront  sur  elle.  Connais- 
sant donc  le  mouvement  actuel  du  corps,  et  les  forces  dont  il  est  sollicité,  on 
pourra  déterminer  la  direction  et  la  vitesse  qu'il  a  eues  dans  un  point  quelcon- 
que, et  d'oii  dépend  la  constante  B.  Chaque  point  de  l'orbite  peut  servir  à  cette 
détermination;  mais  comme  il  suit  de  la  nature  des  sections  coniques,  que  la 
direction  du  mouvement  est  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  dans  deux 
points  de  l'orbite,  il  sera  plus  commode,  de  choisir  l'un  de  ces  points,  et 
principalement  le  périhélie,  également  applicable  à  l'hyperbole  et  la  parabioles' 
alors  on  n'aura  besoin  que  de  déterminer  la  vitesse,  la  direction  étant  donnée. 
La  vitesse  v  est  en  gênerai  i^.   i5.) — zz.^—^ — : rz-^-^ ' 

(S.  19.)  -  V  (If;  +  ^)  (§.    ,9.  V.).   Si  l'on  y  ^substitue  (VI)  ^^  +  ^.= 


-B-4^/P8r  =  -B-i-i-|^'.^2^/-(^i-^l^(§.   32.  (3)),  on  aura 

La  vitesse  est  donc  un  maximum],Aorque  r  est  un  minimum,    et  réciproque- 
ment: elle  est  donc  un  maximum   dans  le  périhélie,  un  minimum  dans  Vaphélie, 

En  faisant  rzzza—'C,  on  aura  pour  le  périhélie,  v^zz:- — ■ r  ZZ ; rr-\ 

%t  ea  substituant  c  —  f/fa^^—  —  )  {$.  37.  (i)), 
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/—       /yg^ 


m  Ton  nomme  -p'  la  distance  périhélie,  on  a  p':^  a  -=- §#  ce  qui  change  la 
dernière  équation  en 

Le  carre  de  V  (a^ —  —  )zra-— 0'  donne  a^:  - — ?— ,  et  en  substituant 
«=-—^(3),  on  aura 

^'où  il  suit  que  la  nature  de  la  section  conique  dépend  de  la  rilesse  v', 
-avec  laquelle  la  planète  a  passé  par  le  périhélieo  L'orbite  sera  une  parabo- 
le, si  cette  vitesse  est  égale  à  2/  K— ,;  elle  sera  une  hyperbole  ou  une  el- 
lipse, selon  que  v'  est  plus  ou  moins  grande  que  ifv  ^.  Nous  voyons 
par  là,  que  les  hyperboles  et  les  ellipses  sont  également  possibles,  avec  celte 
différence,  que  l'hyperbole  suppose  une  plus  grande  vitesse  que  l'ellipse.  La 
-parabole  est  infiniment  moins  probable  que  les  deux  autres  sections  caniques, 
parce  qu'elle  suppose  un  cas  unique,  l'égalité  exacte  de  v' zn'xfy  -^ .  Pour 
p^u  cpe  la  vitesse  soit  plus  ou  moins  grande  q«e  cette  limite,  la  parabole 
se   transformera  en   hyperbole  ou    en   ellipse.     Il  en   est  de    même  du   cercle 

/    2  S" 

.qui  suppose  aussi  une  égalité  parfaite,  savoir  v'  r^ijv  — ^ ,  ce  qu'il  est  aisé 
de  voir,  en  faisant  azu-p'  dans  l'équatron  (4).  11  s'en  suit,  que  les  vitesses 
<le  deux  astres  qui  partent  de  la  même  distance  périhélie,  pour  décrire,  l'un 
.une  parabole,  l'autre  un  cercle,  doivent  être  entre  elles  comme  2  à  Y  2, 
ou  comme  Va  à  \.  On  voit  en  même  tems^  que  la  parabole  est  l'asymptote 
dont  les  ellipses  fort  excentriques  approchent  de  plus  en  plus  dans  le  péri- 
hélie: cette  observation  a  été  d'un  grand  usage  dans  la  théorie  des  comètes. 
On  peut  ex!>rimer  les  conditions  précédentes  d'une  autre  manière. 
Puisque  F  m -- ,  — zz-Y  sera  la  force  accélératrice  dans  le  périhélie,  par- 
faut  ~,  zz  P  p.  L  orbite  sera  donc  une  hyperbole  ou  une  ellipse,  selon  que 
V"  est  plus  ou  moins  grand  que  t^gpV)  elle  sera  une  parabole  ou  un  cer- 
cle, si  t;  ^  est  égal  à  î\gp'Y  ou  à  'xgp'Y'.  En  nommant  h  la  hauteur,  due  • 
à  la  vitesse   v'   (§.    16.),   en  a  v'^zz^gh:  d'où  il  suit   que  l'orbite  sera  une 
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hyperbole,  si  h'p>p'V\  une  ellipse  si  h<Cp'^',  une  parabole  si  h-zzp'V^^ 
et  un  cercle  si  h:zz~p^F  :  dans  le  dernier  cas  la  hauteur  due  à  la  vitesse 
périhélie  est  au  demi-rayon,  comme  la  force  centrale  à  la  distance  égale  au 
rayon  est  à  la  pesanteur.  Au  reste,  il  est  visible,  que  le  mouvement  cir- 
culaire autour  du  corps  central  est  toujours  uniforme.  L'aire  du  secteur 
est  S  m  î  A  /••  en  nommant  donc  s  l'arc,   et   Cf)  l'angle  au  centre,  que    la   pla- 

nète   a  décrit    dans    le   tems   t^    on    a  S:zzîp''5ZZ^^jD^(p^    donc    s -zz  -y   et 

A.  t         .,     ,  —  —  ^  V 

^  zii  -j^,  p  étant  le  rayon:  d'où  il  stiit^  que  les  mouvemens  vrai  et  appa- 
rent sont  proportionnels  au  tems. 

L'équation  (3)  e  zz — ^  nous  apprend ,  que  If  s  paramètres  de  difle- 
rentes  orbites,  autour  d'un  commun  centre,  sont  en  raison  composée  des  car- 
rés des  distances  et  àes  vitesses  périhélies,  et  que,  si  les  distances  périhélies 
sont  égales,  les  vitesses  seront  comme  les  racines  des  paramètres,  quelle  que 
soit  la  section  conique  Dans  la  parabole  et  dans  le  cercle  on  a  ezzi^p'  et 
ezizip,  partant  p'zz:— — et  p^^^^r — f^-'  Les  paramèlres  et  les  distances  pé' 
rihélies  de  ces  deux  sections  coniques  seront  dont  réciproques  au  carré  de 
la  vitesse..  Si  l'on  suppose  les  vitesses  égales,  la  première  valeur  de  /î'  sera 
le  double  de  la  seconde  ce  qui  veut  dire  que,,  si  deux  astres  passent  par 
leur  périhélie  avec  la  même  vitesse ,  l'un  décrivant  une  parabole ,  l'autre  un 
cercle,  la  distance  périhélie  du  premier  doit  être  deux,  fois  plus' grande  que 
celle  du  dernier» 

§.  34.  L'ellipse  qui  est  proprement  Tobjet  de  nos  observations  et  de 
nos  cajculs,  mérite  une  attention  particulière.,  Si  l'on  nomme  //'  et  1/'  la 
distance  et  la  vitesse  aphélies^  on  aura  p'' zz:  a -f- c_,  donc  (^§»  Si.  (i)) 

(0 „-==-«4!i^î]. 

^   ^  a  [a  ■-{-  c] 

En  comparant  cela  avec  l'équation  v'^  zi:  —         - — ~  (§.  33.),  on,  trouvera 

v  :  v'  :  :  a  -\-  c  •.  a  —  c  :  :  p'^  :  p\ 
Les  vitesses   dans   les  apsides  sont  donc  réciproques  aux   distances;    et   c'est 
dans  ces  points  seuls  que  ce  rapport  a  lieu:  car  l'équation  (i)  (§.33.)  nousap- 

prend,  qu'en  général  deux  vitesses  sont  dans  le  rapport  v':v"::y y-  iV  — jy-~- 

!Nous  sommes  entrés  dans  quelque  détail  relativement  à  celte  matière,  'parce 
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qu'elle'  donne  une  preuve  frappante,  que  l'erreur  peut  conduire  à  la  vérité. 
Kepler  étant  convaincu  par  des  observations  faites  dans  les  apsides,  de  la  ju- 
stesse  du  rapport  v' :  v"  :  :  p'*  :  p' ,  il  pensa  que  le  même  rapport  devait  avoir 
lieu  dans  tous  lés  points  de  Torbite;  et  c'est  par  cette  erreur  qu'il  parvint  à 
la  découverte  de  sa  seconde  loi  (IL  §.  122.  i25.),  en  y  joignant  une  autre 
erreur  qui  compensa  la  première.  ' 

On  a  vu  (§.  "d^.)  que  l'orbite  est  une  ellipse,  si  la  planète  a  eu,  dans 
un  point  quelconque  M,  une  vitesse  v,  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  p 
ou  r,  qui  était  moindre  que  ifV  -  ou  zV gVp^,  le  point  M  étant  le  périhé- 
lie ou  raphéliej  car  il  est  aisé  de  voir  que,  si  'u'^  est  <;4y=^^j  y''^  sera 
aussi  <4y^^T77>  ^'  et  v'  étant  les  vitesses,  p'  et  p''  les,  distances  périhélies 
et  aphélies.  En  effet,  la  proportion  v'  :  v' -.-.p"  -.p  donne  v'^^ziz — rf— ,  d'où 
il  suit  que  'u"^<  —-^%—,  et  à  plus  forte  raison  i;"^<— ,^,  parce  que  ^<r. 
Il  reste  donc  à  examiner,  si  le  point  M  sera  l'aphélie  ou  le  périhélie,  ou  ce 
qui  revient   au  même,    si  p  est  plus   ou  moins    srand   que  a.     L'équation  (i) 

^^      -—^^ ---^/:^^cnne    e--~j^.     Or    on   a   f  -  a  -^  c  - 

aJ^V  (a^—^\  d'où  l'on  tirera  g=  -^J —  ,  et  en  substituant  la  viileur 
précédente  de  e,  «1=^^^^— p;^— ,  équation  toute  semblable  à  (4)  (§.  i^.). 
On  a  donc  généralement 

^  ^  "   ~  4-rs~pv^'  ' 

p  étant  la  distance  périhélie  ou  aphélie.     Il  s'en  suit  p  =z  ■    ^^■^'^^        ^q^ic 

(o)  . . ,  .p  —  a  —  G  ■ -^ 


2  gj'^-i-av-^ 


d'où  il  est  aisé  de  conclure,  que  le  point  M  sera  l'aphélie,  si  -u  </"/  — 
et  le  périhélie,  si  ^>/y  —  •  On  aurait  pu  tirer  le  même  résultat  de\ 
condition  du  cercle,  -urr/V  ^  (§.  33.);  car  il  est  visible,  que  la  planète 
s'éloignera  du  centre,  ou  que  le  point  M  sera  le  périhélie,  si  sa  vitesse  est 
plus  grande  que  celle  qui  convient  au  cercle,  ^et  que  dans  le  cas  contraire 
la  planète  s'approchera  du  centre.  ' 
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Preuves    de    V  attraction    universelle. 


§.  35.  JLl  a  été  prouvé  dans  les  deux  chapitres  précédens,  que  les 
lois  de  Kepler  ne  sont  pas  seulement  une  suite  nécessaire  d'une  force  ceni» 
traie  du  soleil,  dont  l'accélération  est  réciproque  au  carré  de  la  distancp, 
jnais  qu'elles  ne  pourraient  pas  exister  sans  cette  force.  Il  est  donc  certain^ 
que  le  soleil  attire  les  planètes  avec  une  pareille  force 3  qu'elle  s'affaiblit  à 
mesure  que  la  distance  augmente,  sans  pouvoir  jamais  devenir  nulle 3  quell© 
se  répand  aux  distances  les  plus  immenses,  mais  quelle  devient  insensible, 
surtout  en  se  confondant  avec  d'autres  puissances.  Il  en  résulte,  que  chaque 
corps  qui  entre  dans  sa  sphère  d'activité,  est  soumis  à  ses  lois  qui  sont  cel- 
les découvertes  par  Kepler^  que  tout  astre  qui  approche  du  soleil  autant  que 
îa  planète  la  plus  éloignée,  doit  décrire  autour  de  lui  une  section  conique, 
tt  moins  qu'il  ne  soit  retenu  par  une  autre  force  qui  l'emporte  sur  celle  da 
soleil.  Rien  n'était  plus  naturel  que  d'appliquer  ces  principfs  aux  eomèles-, 
visibles  sur  la  terre,  qui  toutes  approchent  du  soleil  plus  que  Mars.  New- 
ton, le  créateur  de  l'astronomie  physique,  fut  aussi  le  premier  qui  cafculs 
les  orbite»  des  comèlss  &uLvaQt;  les  lois  de  Kepler^    et  le  léaiuUât  se  trouva. 


E  I  V  R  E    IIÎ,    C  H  A  P.    R  6t 

parfaiferaent  d'accord  avec  les  observations  (*).  On  a  fait  Tobjection,  qus^ 
la  force  attractive  du  soleil,  à  l'instar  de  Taimant  qui  n'attire  que  le  fer, 
agit  sur  les  planètes  seules,  et  non  sur  les  comètes  qui  sont  apparemment 
d'une  nature  fort  difrérentè.  Gela  peut  être  j  mais  nous  ne  connaissons  pas 
la  nature  des  planètes  plus  que  celle  des  comètes,  et  l'expérience  a  prouvé 
qu'elles  suivent  les  lois  de  l'attraction  du  soleil  aussi-  bien  que  les  planètes, 
La  vertu  œagnélique  est  d'une  nature  tout-à-fait  différente:  elle  peut  être 
communiquée  au  l'er,  et  elle  peut  être  détruite  à  volonté;  on  peut  l'ajagmen»» 
ter  et  aifaiblir,  etc.  Il  est  plus  naturel,  de  comparer  l'attraction  du  soleil 
avec  la  pesanteur  sur  la  terre,  qui  agit  sur  tous  les  corps  qui  s'approchent 
de  la  terre,  quelle  que  soit  la  matière  dont  ils  sont  composés.  La  généralité 
de  l'attraction  du  soleil  est  enfin  parfaitement  prouvée  par  la  théorie  moder- 
ne de  la  lune.  Cette  théorie  qui  satisfait  aux  pjiénomènes  avec  la  plus 
gpande  précision,  est  fondée  sur  fliypothèse,  que  le  soleil,  aussi  bien  que  la 
terre,  attire  la  lune  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance;  et  cette  hy- 
pothèse explique  parfaitement  toutes  les  irrégularités  de  la  lune,  connues 
par  observation.  Il  est  vrai  que  la  lune  ne  décrit  pas  une  ellipse  autous 
du  soleil,  parce  qu'elle  est  forcée  par  l'attraction  de  la  tetre,  qui  l'emporte 
sur  celle  du  soleil,  de  circuler  autour  de  la  terre;  mais  sa  vraie  orbite  n'est 
pas  non  plus  une  ellipse  autour  de  la  terre,  mais  une  courbe  qui  naît  de 
la  composition  de  deux,  forces,  dirigées  vers  la  terre  et  le  soleil ,  et  réci- 
proques aux  carrés  des  distances.  Le  mouvement  elliptique  des  planètes  el 
des  con.ètts,  les  écarts  de  la  lune  d'une  ellipse,  l'action  du  soleil  sur  le 
flux  et  le  reflux  de  l'océan,  sont  les  plus  fortes  preuves,  que  l'attraction  du 
seieil  est  générale,  et  qu'elle  agit  suivant  une  loi  invariable,  sur  tous  les 
corps  qui  s'apnrothent  de  sa  frphère   d'acliviléa 

Observons  eu  passant,  que  c'est  la  plus  forte  preuve  physique  du  mou- 
vement de  la  terre^  ainsi  que  nous  avons  vu  (II.  §.  126.),  que  la  troisième 
loi  de  Kepler  en  est  la  plus  forte  preuve  astronomique.  La.  terre,  étant  au 
milieu  de  la  sphère  d'artivité  du  soleil,  doit  être  soumise  à  son  action,  aus- 
si   bien    que    les    autres    plnPièlf-s.     b.'ùe    se    précipiterait    liécessairemerit    dan* 


Q.J:  i'hil.  Aui.  Frir.à,  Muih,  '£wu  IXJ..  jBrop.  aL.  s(^ 
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le  soleil ,  si  elle  n'avait  pas  un  mouvement  circulaire  autour  de  cet  astre, 
d'où  résuite  une  force  centrifuge  qui  balance   la  force  centripète. 

§.  36.  Cela  donne  lieu  à  la  question,  si  rattraclion  est  une  propriété 
exclusive  du  soleil,  ou  une  qualité  générale  de  tous  les  corps.  Le  dernier 
serait  au  moins  très-probable,  quand-même  l'expérience  ne  nous  montrerait 
aucun  autre  corps,  doué,  de  cette  propriété.  L'impossibilité  même,  d'expli- 
quer par  les  propriétés  connues  des  corps,  Fatîraclion  dont  l'existence  est 
hors  de  doute,  semble  indiquer,  que  c'est  une  des  propriétés  élémentaires, 
essentielles,  et  par  conséquent  générales  de  la  matière.j  qui,  à  cause  de  leur 
simplicité,  n'admettent  pas  une  explication  ultérieure.  Quelle  que  soit  la  va- 
riété de  la  nature  des  corps,  la  conservation  de  la  nature,  et  la  coopération 
à  un  seul  but,  suppose  nécessairement  des  lois  générales,  auxquelles  tous 
les  corps  sont  soumis  sans  exception;  et  le  lien  qui  réunit  le  système  solai- 
re, en  retenant  la  totalité  des  planètes  et  des  comètes  dans  leurs  orbites, 
est  selon  toutes  les  apparences  une  de  ces  lois  générales.  On  ne  peut  pas 
disconvenir,  que  les  propriétés  connues  des  corps,  leur  étendue,  impénétra- 
bilité, inertie;,  ne  suffisent  pas ,  pour  produire  les  pliénomènes  de  la  nature 
les  plus  ordinaires;  parce  qu'il  ne  peut  en  résulter  qu'un  repos  pariait,  ou 
des  mouvemens  rectilignes,  ou  enfin  des  cliccs  d'un  corps  contre  l'autre:  les 
corps  seraient  ensevelis  dans  le  repo^  du  tombeau ,  ils  feraient  une  masse 
informe,  ou  ils  seraient  dispersés  dans  l'immensité  de  l'espace.  Il  faut  donc 
que  les  corps  aient  d'autres  qualités  ou  vertus;  et  pour  que  l'univers  forme 
im  système,  il  doit  exister  une  force  générale  qui  réunit  les  corps  les  plus 
éloignés,  et  qui  les  force  de  contribuer  au  bien   et  à  la  beauté  du  tout. 

Il  est  certain  que  l'attraction  mutuelle  satisfait  à  toutes  ces  conditions; 
et  peut-être  la  plus  vive  imagination  n'a  jamais  conçu  une  idée  plus  heu- 
reuse et  plus  fertile,  que  l'hypothèse  de  la  pesanteur  universelle  qui  se  dé- 
veloppa dans  la  réflexion  tranquille  de  Newton,  et  qui  joint  la  solidité  de 
la  géométrie  aux  charmes  de  la  poésie.  Elle  est  dans  le  monde  matériel, 
ce  que  l'amour  propre  est  dans  le  monde  intellectuel;  ainsi  que  celui-ci,  elle 
est  la  source  de  laquelle  découlent  tous  les  services  que  les  corps  se  rendent  l'un 
à  l'autre  \et  au  système  entier.  De  même  que  les  diverses  modifications  de  c« 
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puissant  ressort,  les  différens  obstacles  qu'il  a  à  vaincre,  ou  les  objets  parti- 
buliers  qui  l'attirent,  produisent  des  actions  qui  au  premier  regard  ne  pré- 
sentent aucun  .amour  propre ,  mais  des  sacrifices  désintéressés,  tels  que  les 
nobles  verfus  de  l'humanilé,  du  patriotisme,  etc.  de  même  la  gravitation  uni« 
verselie  est  la  source  de  tous  les  mouvemens  qui  produisent  Tharmonie  de  l'uni» 
vers,  et  dans  lesquels  l'observateur  superficiel  s'aperçoit  aussi  peu  de  l'attra- 
ction, que  lorsque  la  planète  périhélie  s'éloigne  du  soleil.  Ainsi  qu'un  con- 
quérant, le  soleil  s'empare  de  tous  les  astres  moins  puissans,  mais  seulement 
pour  prévenir  les  désordres  de  l'anarchie  dans  son  domaine,  et  pour  y  répan- 
dre la  lumière   et  la  chaleur. 

On  pourrait  demander,  s'il  y  a,  ici  comme  danjs  le  monde  intellectuel, 
des  anomalies,  des  actions  d'un  amour-propre  outré,  contraires  au  bien  gé- 
nér^aî ,  des  tyrans  qui  ne  font  des  conquêtes  que  pour  détruire.  Cette  que- 
stion a  été  résolue  de  différentes  manières.  Il  paraît  que  de  pareils  abus  ne 
peuvent  pas  être  supposés  ici  ,^  où  l'instinct  et  les  moyens  de  le  satisfaire, 
découlent  de  la  même  source  j  les  dérangement  partiels  contribuent  à  la  per- 
fection générale^  et  toute  riiisloire  de  l'astronomie  nç  présente  aucun  exemple 
incontestable  de  la  destruction  d'un  corps  céleste.  Personne  ne  peut  for- 
mer comme  l'astronome,  ce  voeu  que  les  lois  de  l'auteur  de  la  nature  soient 
remplies  aussi  fidèlement  dans  le  monde  intellectuel^  que  dans  le  mon- 
de matériel.  ,  ' 

§.  S-j.  On  verra  {Chap.  III!),  que  le  principe  /de  îa  réaction  prouve  rigou- 
reusement, que  toutes  les  planètes  qui  se  meuvent  autour  du  soleil  suivant 
les  lois  de  Kepler,  doivent  être  douées  d'une  force  centrale ,  proportionelle 
à  leurs  masses  divisées  par  le  carré  de  la  distance.  Partout  où  l'on  peut 
faire  des  expériences,  elles  viennent  à  l'appui  de  cette  vérité,  sans  qu'il  y 
en  a  aucune  qui  lui  soit  contraire.  Chaque  planète  fprce  les  astres  qui 
approchent  d'elle,  de  circuler  autour  d'elle  suivant  les  lois  de  Kepler,  comme 
les  planètes  entourées  de  satellites  j  ou  si  son  attraction  est  surpassée  par 
une  autre  plus  forte  ^  elle  a  du  moins  une  influence  sur  son  mouvement, 
tout- à -fait  conforme  à  la  loi  d'attraction.  Chaque  calcul,  fondé  sur  cette 
hypothèse,    en  fournit  une   nouvelle   preuve,    s'il  satisfait  aux  phénomènes^ 
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ainsi  toute  l'astronomie  physique,  et  principalement  la  théorie  de3  perturba* 
tions,  à  l'aide  desquelles  les^tables  modernes  sont  si  bien  d'accord  avec  les 
observations ,  est  une  suite  de  preuves  nombreuses  de  l'attraction  générale. 
Il  sera  bon  cependant,  de  rassembler  ici  les  faits  les  plus  impcrtans. 

On  a  vu  (II.  §.  3iie  SaS.),  que  le  rapport  qui  existe  entre  les  ré- 
volutions des  satellites  de  Jupiter  et  de  Saturne,  qui  ont  été  déterminées 
par  les  observations  d'une  longue  suite  d'années,  et  entre  leurs  distances  à  la 
planète  principale,  mesurées  avec  le  micromètre,  sont  entièrement  conformes  à 
la  troisième  loi  de  Kepler^  que  plusieurs  de  ces  satellites  décriveut  des  el- 
lipses suivant  les  lois  de  Kepler  (II.  §.  3i8.  33i.).j  et  qiie  le  mouvement 
des  autres  satellites  paraît  être  circulaire  et  uniforme,  en^orte  qu'ils  décri= 
vent  des  secteurs  proportionnels  au  tems.  H  s'en  suit  que  Jupiter,  Saturne 
et  Uranus  sont  doués  d'une  force  centrale ,  qui  agit  suivant  la  même  loi 
que   celle   du  soleiL 

-Les  perturbations  considérables  que  Jupiter  et  Saturne  exercent  l'un 
sur  l'autre,  prouvent  que  la  force  attractive  de  ces  deux  planètes  agit  sur 
tous  les  corps  qui  approchent  de  leur  sphère  d'activité 5  et  il  en  est  de 
même  des  autres  planètes.  L'application  que  la  théorie  moderne  a  faite  d^ 
cette  loi,  dans  tous  les  cas  où  deux  astres  sont  assés  près  l'un  de  l'autre, 
et  la  grande  précision  que  les  tables  astroncaniques  doivent  à  ceile  applica- 
tion, sont  la  preuve  la  plus  complète,  que  tous  les  corps  sans  exception 
s'attirent  mutuellement  avec  une  force,  réciproque  au  cane  de  la  distance. 

§.  38.  L'exemple  de  la  planète  que  nous  habitons,  mérite  une  atten- 
tion particulière,  parce  qu'il  donna  à  Newton  la  première  idée  de  la  gravi- 
tation universelle,  et  qu'il  est  en  notre  pouvoir  de  faire  des  expériences  sur 
la  planète  même.  La  base  de  toute  la  théorie  de  la  lune  est  l'ellipse  que  ce 
satellite  décrit  autour  de  la  terre  suivant  les  lois  de  Kepler,  ce  qui  prouve 
une  force  centrale  de  la  terre,  réciproque  au  carré  de  la  dislance  (Z.  //. 
Çh.  /.).  Ses  écarts  de  l'ellipse,  ses  inégalités  ou  équations,  s'expliquent  par- 
faitement par  la  force  centrale  du  soleil,  qui  agit  sur  la  lune  aussi  bien 
que  sur  la  terre;  ce  qui  est  une  nouvelle  confirmation  de  l'attraction  uni- 
verselle,   ainsi    qu'on   l'a   vu.     Mais  il  j  a   d'autres  réflexions  qui  regardent 
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plus  immédiatement  la  physique  de  notre  planète.  Quelle  puissance  invi- 
«ible  enchaine  la  lune  à  la  terrre?  Ne  doit-elle  pas  être  beaucoup  plus  sen- 
sible sur  la  terre  même,  qu'à  la  distance  de  la  lune?  D'un  autre  côté,  il 
paraît  inconvevable,  que  la  force  centripète  de  la  pesanteur,  si  sensible  à  la 
surface  de  la  terre,  qui  donne  à  notre  globe  sa  forme  sphérique,  qui  ne 
laisse  pas  échapper  de  la  terre  la  moindre  molécule  que  la  main  du  créa- 
teur lui  a  assignée,  par  les  applications  ingénieuses  de  laquelle  l'homme  exé- 
cute les  plus  grands  ouvrages,  tandis  qu'elle-même  se  moque  de  toutes  ses 
inventions ,  en  ne  lui  permettant  pas  de  quitter  la  glèbe  à  laquelle  il  est  at- 
taché; on  ne  conçoit  pas,  dis-je,  que  cette  puissante  force  soit  tout»à-fait  nulle 
à  de  plus  grandes  distances.  Puisque  sur  les  plus  hautes  montagnes  elle  n'a 
pas  diminué  sensiblement ,  et  -que  dans  les  couches  les  plus  élevées  de  l'af-s 
mosphère  elle  retient  les  vapeurs  de  la  terre;  il  paraît  qu'elle  doit  s'étendre 
jusqu'à  la  lune.  Il  est  difficile  de  tracer  les  limitets  de  son  activité,  de  déter* 
miner  la  hauteur  d'où  la  pierre  ne  retomberait  plus  à  la  terre j  et  il  est  pos- 
sible que  la  sphère  d'activité  de  la  pesanteur  s'étend  au  delà  de  l'orbite  lu- 
naire. —  Voilà  les  questions  que  Newton»  se  proposa,  et  qui  peuvent  être  ré* 
solues  de  la  manière  suivante. 

§.  39.  Il  est  certain,  que  la  lune  se  précipiterait  sur  la  terre,  au  mo- 
jnent  où  la  vitesse  avec  laquelle  elle  va  suivant  la  tangente  de  son  orbite,  et 
qui  est  l'eiïet  de  sa  première  projection  en  vertu  de  la  loi  d'inertie,  serait 
détruite;  c'est  une  suite  nécessaire  de  la  force  centrale,  prouvée  ci -dessus, 
La  lune  se  trouve  donc  dans  le  même  cas,  qu'une  pierre  projettée  horisonta- 
lement  d'une  grande  hauteur.  Si  la  projection  était  assés  forte,  et  que  la  ré? 
sistance  de  l'air  fût  insensible,  ce  qui  est  le  cas  dans  la  région  de  la  lune; 
cette  pierre,  au  lieu  de  tomber  sur  la  tene, décrirait  autour  d'elle  une  section 
conique.  Il  n'y  a  donc  pas  d'autre  différence  entre  ces  deux  cas,  que  la  dis- 
tance plus  et  moins  grande;  et  la  question,  si  ce  sont  des  effets  d'une  même 
cause,  peut  être  résolue  de  deux  manières:  on  peut  examiner,  si  l'effet  de  la 
force  centrale  qui  retient  la  lune  dans  son  orbite,  étant  modifié  suivant  la  loi 
connue,  serait  égale  à  la  pesanteur  sur  la  terre  même;  ou  si  la  pesanteur  est 
ide  même  nature  que  cette  force,  et  si  elle  suffirait  à  une  si  grande  distance, 
pour  faire  décrire  à  la  lune  son  ellipse. 
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La  première  question  est,  quelle  intensifé  la  force  centrale  qui  retient 
la  lune  dans  son  orbite,  aurait  à  la  surface  de  la  {erre,  ou  combien  elle  de-»- 
vrait  accélérer  les  corps  à  une  distance  égale  au  demi-diamètre  de  la  terre* 
L'espace,  parcouru  en  une  seconde  autour  d'un  corps  central  dont  la  force 
accélératrice  est  P,  celle  de  la  pesanteur  étant  prise  pour  unité,  est  en  gé- 
neral  gV  z=  ^  ^  (§.  27.  (6)),  en  désignant  par  a,  h,  le  grand  et  le  petit 
demi  axes  de  i'oibite  elliptique,  et  par  r  une  distance  quelconque.  En  sub- 
stituant k'^zz.n^a^b^-'  (§.  32.  (i3)),  on  aura  gV  :=z  -  "*- •  Si  l'on  nomme  a  le 
demi-diamètre  de  la  terre,  et  qu'on  fasse  azu^a,  rzrza^  l'accéléraiion  à  la 
surface  de  la  terre  sera  ^ P  zr  î  w^ v^  a.  Or  le  demi-diamètre  de  la  terre  est 
d'environ  8270000  toises,  ou  a  zz  20306761  pieds  rhinlandiquesj  la  parallaxe 
moyenne  de  la  lune  (IL  §.  190.),  i5z=z5n'\i"  donne  v  =-=:— ^— t)o,i2i| 

'  a         sin  î5 

et  le  moyen  mouvement  de  la  lune  pour  une  seconde  est  /;  zr:  o",  549  ;r 
0,000002661627:  d'oiî  il  vient  ^P  m:  i5,63ij  ce  qui  ne  diffère  de  ^zziô,625 
que  d'une  demi-ligne.  On  a  donc  gVzng,  Pizii,  d'où  il  suit  que  la  force 
centrale  de  la  terre  qui  agit  sur  la  lune,  est  identique  avec  la  pesanteur.  Le 
calcul  précédent  n'est  pas  rigoureux,  mais  assés  exact,  pour  prouver  l'idéa- 
lité de  ces  deux  forces,  Pour  être  rigoureux ,  il  a  besoin  des  corrections 
suivantes  qui  n'ont  pas  encore  été  expliquées  s  i)  La  force  centrale  de  la 
ierre,  qui  produit  l'orbite  de  la  lune,  ou  son  moyen  mouvement  n,  que 
MOUS  connaissons  par  observation ,  est  diminuée  par  l'attraction  du  soleil  de 
ils  '  ^*  augmentée  par  la  masse  de  la  lune  de  ■—  5  a)  La  pesanteur  g  est 
diminuée  par  la  rotation  de  la  terre,  et  cette  diminution  qui  est  de  -rr  sous 
Véquateur,  dépend  de  l'élévation  du  pôle;  3)  en  vertu  de  l'aplatissement  de 
la  terre,  la  pesanteur  n'est  pas  partout  proportionnelle  à  la  masse  de  la 
terre,  divisée  par  le  carré  de  la  distance  au  centre j  4)  ï^s  valeurs  de 
g,  a,  ^,  devraient  être  réduites  à  la  même  élévation  du  pôle.  On  peut  trou- 
ver le  même  résultat  par  un  procédé  plus  simple,  mais  moins  exact»  Soit 
{l'fg.  3.),  LMA  l'orbite  lunaire  que  nous  supposons  ici  circulaire,  parce 
qu'il  ne  s'agit  que  du  mouvement  moyen;  soit  T  la  terre,  LM  le  moyen 
mouvement  pour  une  minute,  donc  LTMzz  33''.  En  faisant  «  =  20307000, 
v^6o,    on  aura  à  peu  près    LM  =  MN=:y ce  sin  33''=  194933,    et  l*A=f 
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ava.     Mais  MN^zzLN.NA,  doncLN::::^ zr:  i5,6    pieds.     Pendant   gue 

la  lune  marche  de  L  en  M ,  la  force  centripète  la  détourne  de  la  tangente 
en  L  de  la  ligne  LN  qui,  par  conséquent,  est  raccélération  en  une  minute 
et  à  la  distance  TL  11:60  a.  Or  les  espaces  étant  comme  les  carrés  des 
tems    dans  lesquels   ils  sont   parcourus ,   et  les  accélérations  étant  réciproques 

au   carré  de  la  distance,  raccéiéraiion  en  une  seconde  et  à  la  distance  a  sera 

i5, 6. 60.60  ^  ^  1  T-i  •   1 

girzz: ;; zn  iD.bzizg;  donc   F  zz:  i,  comme  ci-dessus. 

_  60 .60 

Si  Ton  renverse  le  problème,  la  théorie  de  Fattraction  peut  servir  k 
déterminer  la  parallaxe  de  la  lune  avec  une  grande  précision.  En  emplo- 
yant le  demi-diamètre  de  Téquateur  azz:3a8ioi2  toises,  et  la  chute  des 
corps,    qui  aurait  lieu  sans  la  rotation  de  la  terre,    ^zi:2i74)95  lignes  d'un 

pied  de  France  zr:^— ^- — toises,  on  trouvera  vzrSq, q3q:  donc  la  parallaxe 
*^  86400  i^^if  V'  r 

moyenne  sous  l'équateur  zzzB'j'^i^',  ce  qui  est  parfaitement  conforme  aux 
observations  de   Mayer. 

On  a  fait  l'objection,  c|ue  îa  pesanteur  ne  s'étend  peul-êlre  pas  à  des* 
distances  aussi  grandes  que  celle  de  la  lune,   et   que  par  conséquent   la  lune 
est  sollicitée  par  une  autre  forcer   ce  qui   nous  conduit  à  la  seconde  manière 
de  résoudre  la  question  proposée.    Comme  il  a  été  prouvé,  que  la  pesanteur 
'est  suffisante  pour   retenir  la   lune  dans  son  ellipse,    si  elle  diminue  suivant 
le  rapport  inverse  du   carré  des   distances ^    la  question  est,    si    la    pesanteur 
«uit  effectivement  cette  loi ,    ou   plutôt ,    si  elle   ne  décroît  pas   dans   un  rao- 
port  plus  grand  que  celui  du  carré  des  distances.     Car  il  est  aisé  de  voir  que, 
si  elle  diminuait  dans  un  rapport  moins  grand,  l'effet  de  la  pesanteur  l'empor- 
terait sur  la  force  centrale,    et    la    lune  ne  pourrai^  pas  décrire  Tellipse  que 
donnent    les    observations.     Il   faut    donc  recourir    à    des    observations    faites 
sur  la  terre  rriênie,   pour  déterminer  le   rapport  dans  lequel   la   pesanteur  di- 
minue à  différentes   hauteurs  ^     et  les   oscillations   du   pendule  offrent    le   seul 
moyen,    qui    soit   assés   exact    pour  décider  cette  question.     Suivant  les  prin- 
cipes   de    la   mécanique,     la    longueur    du    pendule  à  secondes    est  a  m—, 
d'où  il  suit  ^zzJcTT^.     En  nommant  b   la    longueur    du    pendule    à    secon- 
des,   sous    la   même    latitude,    mais    à   une    plus    grande    élévation  au-dessus 
âe  la  surface  de  la  terre,  i'accéiératioii  de   la   pesanteur  à   cette  hauteur  sera 
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hzzz-bTT^,  d'où  l'on  tire  g  :  h  ::  a:  b.  Soit  a  le  demi-diamètre  de  la  terre, 
—  l'élévation  du   second   lieu   d'observation;  sa  distance  au  centre  de  la   terre 

sera a.     En    supposant    donc    que   la   pesanteur  est   réciproque  au  carré 

des  distances,    on  aura 

g  :  h  ::  [n  -\-  i)^  :  ti'^  :  :  a  :  h. 
Il  est  visible,  que  la  hauteur  doit  être  très-grande,  pour  donner  un  résultat 
sûr:   ainsi  les  seules  observations  qui  puissent  décider  la  question,    sont  cel- 
les que  les    académiciens    de    Paris    ont    faites    sur  les  Gordilléras.     Bouguer 
trouva  qu'à   Quito,    ville  élevée  de — .—  au-dessus  de  la  mer,    le  pendule  à 

secondes   était   de plus    courte    qu'à  la    surface    de    la   mer:-    on    a  donc 

i33i  ^  ^ 

wiz:2237,  et  g:ô:  :  i33i  :  i33o:  rg-:/?^  ce  qui  est  fort  approché  de  la  propor- 
tion («4- O^^'i^:  "•  i33i  :  i329,8ii.  Sur  le  Pichincha  il  trouva  /z  =  i34B, 
et  «:ô::845:844::^:;z,  ce  qui  diffère  peu  ,de  (n -f- if  iw?':  :  845  :  844  |  C). 
Dans  les  deux  cas,  h  est  un  peu  plus  grand,  qu'il  rie  devrait  être  suivant 
le  rapport  inverse  du  carré  des  distances:  il  est  donc  prouvé,  que  la  pe- 
santeur ne  décroît  pas  dans  un  plus  grand  rapport,  et  que  par  conséquent, 
elle  suffit  pour  effectuer  le  mouvement  connu   de    la  lune. 

§.  40'  li  est  évident  par  ce  qui  précède,  que  la  force  qui  retient  la 
lune  dans  -son  orbite,  eat  la  même  que  celle  que  nous  appelons  pesmiteiw  sur 
la  terre,  et  qu'une  pierre,  ou  un  corps  quelconque  ..qui,  dans  la  région  de 
la  lune,  serait  lancé  suivant  la  même  direction  et  avec  la  même  vitesse,  dé- 
crirait autour  de  la  terre  l'orbite  lunaire.  Il  nest  pas  moins  certain,  qu'il 
en  est  de  même  des  autres  corps  célestes:  chaque  planète  ou  autre  corps, 
placé  à  la  surface  du  soleil,  sera  attiré  par  cet  astre,  et  tombera  sur  lui 
suivant  la  même  loi  que  nous  observons  dans  la  chute  des  corps  sur  la  terre, 
ou,  s'il  est  arrêté,  exercera  une  pression  vers  le  centre  du  soleil,  qui  sera 
déterminée  ci  après.  On  doit  dire  la  même  chose  de  toutes  les  planètes  qui 
«ont  entourées  de  satellites,  et  il  est  naturel  d'étendre  ces  raisonnemens  à 
celles  qui  n'ont  point  de  satellites,  d'autant  plus  que  leur  force  attractive 
est  prouvée  par  les  perturbations  qu'elles  exercent  sur  les  autres  planètes. 
La  lune  même,    le   plus  petii  des  corps   célestes  que   nous  connaissions,    est 

(i^  FigurQ  de  la  Terre,  par  Bouguer.  Sect.  f^ll.  pag.  SS;.  smç. 
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doué  d'une  force  attractive,  dont  les  effets  sont  très -sensibles,  tels  que  la 
nutation,  les  marées,  etc.  Les  attractions  mutuelles  des  satellites  de  Jupiter 
sont  assés  considérables,  pour  ne  pas  échapper  à  nOvS  observations  malgré  la 
grande  distance.  De  quel  côté  que  nous  regardions,  nous  trouvons  des  preu- 
ves, que  -l'attraction  est  une  propriété  commune  à  tout  ce  qui  est  matériel, 
et  que  les  corps  les  plus  éloignés  s'attirent  mutuellement,  et  qu'ils  pèsent 
l'un  sur  l'autre.  La  plus  forte  preuve  est  la  loi  de  réaction,  dont  il  sera 
parlé  plus  bas. 

Telle  est  la  loi  de  la  nature,  connue  sons  le  nom  de  gravitation  uni- 
verselle, qui  fut  découverte  par  Newton,  et  qui  a  donné  une  nouvelle  forme 
à  l'astronomie  entière.  D'après  cette  loi,  le  mouvement  elliptique  qui  dépenâ 
de  la  force  centrale  du  soleil  seul,  n'est  plus  le  véritable  mouvement,  des 
planètes,  qui  résulte  au  contraire  de  la  composition  des  attractions  du  soleil 
et  de  toutes  les  planètes.  Mais  outre  ces  perturbations  proprement  dites,  qui 
seront  traitées  particulièrement  dans  le  cours  de  cet  ouvrage,  la  gravitation 
universelle  a  encore  une  autre  influence  sur  le  mouvement  de  chaque  planète, 
qui  aurait  lieu ,  quand  même  il  n'existerait  aucun  corps  outre  cette  planète 
et  le  soleil.  Nous  avons  supposé  jusqu'à  présent,  que  les  planètes  sont  des 
points  matériels  sans  étendue,  et  qu'elles  sont  sollicitées  par  le  soleil  seul. 
Mais,  la  force  attractive  étant  une  propriété  universelle  de  la  plus  petite 
molécule,  le  soleil  attirera  non-seulement  le  centre  de  la  planète,  mais  cha- 
cun de  ses  élémens;  d'un  autre  côté,  la  planète  ne  sera  pas  seulement  attirée 
par  le  soleil,  mais  elle  attirera  le  soleil  de  même.  Il  faut  donc  examiner, 
quels  changemens  la  théorie  de  Kepler  éprouve  en  vertu  de  ces  deux  condi- 
tions^ et  c'est  l'objet  des  deux  chapitres  siiivans  ('). 

Avant  d'entrer  en  matière,  il  sera  bon  d'extraire  quelques  passages  de 
Viniroduction  de  l'ouvrage  de  Kepler  de  Stella  Martis ,  qui  prouvent  que  ce 
grand  homme  eut  des  idées  fort  Justes  sur  la  pesanteur  universelle.  ,,Si  duo 
«lapides  in  aliquo  loco  mundi  collocarentur,  extra  orbem  virtutis  tertii  cor- 
3»poris:  illi  lapides  ad  similitudinem  magneticorum  corporum  coirent  loco  in- 
»termedio,    quilibet  accedens  ad  alterum  tanto   intervallo,    quanta  est  alterius 

(i)  JVeuA  PMI,  Nat.  Princ.  Math.  £àb,  III,  Frop,  Jf^,  V^ 
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«moles  in  corriparatione"  (c'est-à-dire  ils  coïncideraient  dans  leur  cen/re  de 
»  <yrainté).  ,,Si  luna  et  terra  non  retinerentur  vi  aliqua,  quaelibet  in  suo  circu- 
wituj  terra  ascenderet  ad  lunam  54^a  parte  intervalli,  luna  descenderet  ad 
»teiTam  53  partibus  intervalli:  ibique  jungerentur"  (c'est-à-dire  au  centre 
commun  de  gravité:  Kepler  supposa  donc  avec  une  grande  précision  la  masse 
de  la  lune  égale  à  -  de  celle  de  la  terre,  ou  plutôt  il  substitua  le  rapport 
des  volumes  à  celui  des  masses).  —  »Si  terra  cessaret  attrahere  ad  se  aquas 
«suas,  aquae  raarinae  omnes  elevarentur,  et  in  corpus  lunae  influèrent. 
aOrbis  virtulis  tractoriœ ,  quae  est  in  luna,  porrigitur  usque  ad  terram,  et 
wprolectat  aquas  sub  zonam  torridam.  —  Unde  sequitur,  multo  magis  virtu- 
»tem  tractorlam  terrac  porrigi  in  lunam  et  longe  altius,  ac  proinde  nihil  eo*" 
»rum  quod  ex  terrena  materia  constat,  inque  altum  subvehitur,  complexum 
ïîiunc  fortissimum  virtutis  iradoriœ  unquam  effugere".  Il  faut  convenir  que 
€6  peu  de  lignes  renferment  toute  la  théorie  de  Newton. 


-fiïF 
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CHAPITRE      IL 

Correction   de   la  théorie   de  Kepler^  due  aux  attractions 
proportionnelles   aux   masses. 


§.  4^'  A  our  qu'un  corps  solide  soit  mu,  la  force  n'a  pas  besoin  d'a- 
gir immédiatement  sur  chacune  de  ses  parties  j  elle  peut  être  appliquée  à 
^  seul  point,  et  la  cohésion  des  autres  parties  leur  communiquera  le  même 
mouvement.  Quand  un  seul  point  est  sollicité  par  une  force  mouvante,  tous 
les  autres  élémens  du  corps  résisteront  à  son  mouvement  en  vertu  de  leur 
inertie ,  et  chacun  de  ces  obstacles  doit  être  surmonté  par  une  partie  de  la 
force  qui,  par  conséquent,  se  répandra  sur  le  corps  entier^  et  le  mouvement 
ne  peut  avoir  lieu,  que  lorsque  tous  les  élémens  sont  également  accélérés. 
Il  en  résulte,  que  l'accélération  du  mobile  et  de  chacune  de  ses  parties  sera 
d'autant  moindre,  que  la  masse,  ou  le  nombre  des  élémens  parmi  lesquels 
la  force  doit  être  distribuée,  est  plus  grand  :  donc  l'accélération  d'une  force 
qui  n'agit  pas  immédiatement  sur  le  corps  entier,  mais  sur  une  certaine  par- 
tie, est  réciproque  à  la  masse  mise  en  mouvement  (§.  5.).  Or  la  force  mO' 
iri'ce,  ou  la  pression  du  mobile  étant  proportionnelle  au  produit  de  la  vites- 
se et  de  la  masse  (§.  9.) ,  la  pression  ou  la  quantité  du  mouvement  sera, 
dans  un  pareil  cas,  indépendante  de  la  masse,  et  d'une  grandeur  constante, 
quelle  que  soit  la  masse  du  mobile.  Mais  une  pareille  force  ne  peut  agir 
indifféremment  sur  toute  matière^  et  si  à  l'origine  du  mouvement,  une  partie 
au  corps,  qui  n'est  pas  attaquée  immédiatement  par  la  force,  en  est  séparée, 
elle  demeurera  en  repos;  ou  si  le  corps  est  fluide,  la  partie  sur  laquelle  la 
force  agit  immédiatement,  se  mettra  seule  en  mouvement,  en  se  réparant 
dçs  autres  qui  resteront  en  repos. 
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L'inversion  de  ces  raisonnemens  est  également  admissible.  Une  force, 
dans  laquelle  nous  apercevons  le  contraire  dcteus  les  phénomènes  précédens,  doit 
agir  sur  chaque  élément  des  corps  avec  la  même  force,  et  doit  être  appli- 
quée immédiatement  à  chaque  moléculej  et  c'est  le  cas  de  la  pesanteur.  La 
cohésion  n'a  aucune  influence  sur  la  chute  des  corps  solides  :  deux  balles 
de  plomb  tombent  avec  la  même  vitesse,  que  lorsqu'elles  sont  fondues  en- 
semble^ une  masse  d'or  ou  de  plomb,  etc.  deux  ou  dix  fois  plus  grande  est 
accélérée  précisém.ent  comme  la  masse  simple;  et  tous  les  corps  en  général, 
quelle  que  soit  leur  grandeur  ou  leur  pesanteur,  tombent  avec  même  vitesse; 
dont  il  est  aisé  de  s'assurer  par  l'expérience,  non-seulement  dans  le  vacnum, 
mais  partout,  en  tenant  compte  de  la  résistance  de  l'air.  L'accélération  de 
la  pesanteur  n'est  donc  pas  en  raison  inverse  des  masses ,  mais  elle  est  la 
même  pour  toutes  les  masses.  Il  s'en  suit,  que  la  quantité  motrice  de  la 
pesanteur,  la  pression  ou  le  poids  des  corps  graves  doit  être  proportionnet 
à  la  masse,  ce  qui  est  également  confirmé  par  l'expérience.  Une  livre  de 
plomb  pèse  également  sur  la  balance,  quel  que  soit  le  nombre  des  mor- 
ceaux en  lesquels  on  l'a  coupée.  Le  poids  des  corps  qui  sont  composées 
d'une  matière  uniforme,  ainsi  que  l'or,  est  exactement  proportionnel  à  leur 
grandeur,  et  par  conséquent  à  leur  masse.  Enfin  la  pesanteur  agit  indiffé- 
remment sur  tous  les  corps,  et  nous  ne  connaissons  aucune  matière  sans  pe- 
santeur: les  globules  des  vapeurs  les  plus  subtiles  n'en  sont  pas  exceptées, 
et  les  fluides  sont  soumis  à  la  loi  de  la  pesanteur  aussi  bien  que  les  corps 
solides.  Puis  donc  que  tous  les  élémens  des  corps  sont  également  accélérés 
par  la  pesanteur,  la  pression  ou  le  poids  de  chaque  corps  est  nécessairement 
la  somme  des  pressions  de  tous  ses  élémens ,  et  par  conséquent  proportion- 
nelle à  leur  nombre  ou  à  la  masse  du  corps.  La  force  accélératrice  de  la 
pesanteur  est  donc  la  même  pour  tous  les  corps,  tandis  que  la  force  mo- 
trice ou  la  pression  est  proportionnelle  à   la  masse. 

Ce  résultat  est  confirmé  par  les  expériences  faites  par  Newton.  Deux 
pendules  de  même  longueur,  auxquels  sont  attachés  deux  poids  égaux  de  diffé- 
rentes gravités  spécifiques,  par  ex.  de  plomb  et  de  bois,  font  les  mêmes  oscilla- 
tions dans  \q  i'acuum,  ou  étant  enfermés  dans  des  boîtes  égales  et  semblables, 
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ensorte  qu'ils  éprouvent  la  même  résistance  de  l'air.  L'égalité  des  poids 
prouve  que  la  force  motrice,  ou  le  produit  des  vitesses  C,  c,  par  les  masses 
M,  m,  est  le  même,  CMizzc/??;  les  vibrations  de  même  durée  prouvent  qus 
les  accélérations  ou  les  vitesses  sont  aussi  égales,  Czz:c;  d'où  il  suit  M  —  ?77.r 
les  masses  sont  égales,  si  les  poids  sont  les  mêmes,  malgré  l'hétérogénéité 
des  matières^  donc  les  poids  sont  proportionnels   aux  masses   (^). 

Il  en  sera  de  même  des  attractions  ou  des  forces  centrales  des  corps 
célestes,  lesquelles  ne  sont  autre  chose  que  la  pesanteur  agissant  à  une  plus 
grande  distance  (§.  3g.).  La  force  centrale  du  soleil  agit  indifféremment  sur 
tous  les  corps,  grands  ou  petits,  plus  ou  moins  denses,  sur  la  lune  précisé» 
ment  comme  sur  Mercure  ou  Jupiter,  en  communiquant  à  tous  la  même 
vitesse,  à  proportion  de  leurs  distances:  la  pression  de  la  masse  entière  est 
donc  la  somme  des  pressions  de  tous  ses  élémens.  Si  îe  soleil  ou  Jupiter 
accélérait  une  partie  de  la  masse  plus  que  l'autre,  les  différentes  parties 
n'auraient  pas  le  même  mouvement,  d'où  il  résulterait  des  séparations,  ou 
des  irrégularités  dans  la  figure  sphérique  et  dans  le  mouvement.  Il  suit  de 
la  loi  de  la  force  centrale  du  soleil,  que  la  terre,  étant  transportée  dans  la 
région  de  Jupiter,  ferait  une  révolution  en  douze  ans  à  peu  près.  Si  donc 
•la  masse  de  Jupiter,  qui  est  beaucoup  plus  grande  que  celle  de  la  terre, 
n'était  accélérée  exactement  comme  la  terre,  Jupiter  ne  pourrait  pas  avoir 
la  même  période  de  douze  ans^  et  la  troisième  loi  de  Kepler  ne  pourrait 
avoir  lieu  que  relativement  aux  mêmes  masses.  Or  puisqu'elle  a  lieu  pour 
tous  les  corps  célestes,  dont  les  masses  sont  sans  doute  fort  différentes  l'une 
de  l'autre ,  il  s'en  suit  que  les  forces  centrales  des  corps  célestes  accélèrent 
également  tous  les  corps,  que  par  conséquent  la  quantité  motrice  de  ces  for- 
ces est  proportionnelle  aux  masses  des  mobiles. 

On  verra  dans  le  cours  de  cet  ouvrage,  que  cette  vérité  est  confirmée 
par  une  foule  d'observations  astronomiques.  La  précession  des  équinoxes, 
la  nutation  de  l'axe  de  la  terre,  l'aplatissement  des  planètes,  etc.  ont  été  cal- 
culés suivant  une  théorie  qui  est  fondée  sur  cette  hypothèse,  dont  la  vérité 
est    prouvée    par   l'accord   qui    se   trouve    entre    elle    et  les  observations.     Sî 

(i)  Neiii,  Phjl,  NaU  Frinc.  Mafh.  Lib.  IJI.  Frop.  FI» 
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on  calc'ule  par  ex,  raplatisisemenS:-  de  le  terre ,  en  âupposant^  que-  !a  pesan- 
feufi  est  dirigée  vers,  le--  centre'  seulj,.  on.  trouvem^  le  rapport,  des  axes  nomme 
678  à-  5-^7;  et  pour  Jupitec  on-  trouverai  ^j.^,  à.  ad^  (¥oy.  §,  721;,"),..  Mais.>  ea. 
prenant  poub  base  l'îiypotbësje  pré«.,é:dentë,,  que  cliaque  moiécule  a  une  force 
attractive,  on;  trauvera;.  les^  rapporli&.  23o  à  2sg  et  10  à-  c^,,,  ce  £|ui.  est.  plus 
eonforme  aux;  observatijons  (lli  §1   ^^VO - 

§'  4^0-  Si  Ton.  suppo&e;,  Gonfujinxémeiitf  à;  ce'  qui^  précède j,  qjje  tous.»  les. 
€©rps'  gï-'âvitent  Tun  vera^  l^atitre;,  ouï  ce  qui^  revient;  au  même,  que  l^attractioii; 
est  une  pîopî iëié'  commune,  aux:  plus*  petitesi  molécules,,  (§,  4^°)»  i^  ^'^^  -^"i^ 
dé  la  même  manière,,  que-  râttraclion  qu'exerce  ua  corps  sur.  tous;  les- autres,, 
est'  là;  somme'  des>  attractions^  de  tous.  IJes.  élimens  doDti  il  est  composé,,  ou.  ce 
qui  revient  au=  aiême ,,  que'  Iks  qiiaalité-  aJ^solue  d©  la-  force,  centjcale  de-  clia? 
que  corps-  esî;  pi0por;tioane.iië.'  à;  sa;  mâsse.i.  Il  en  r.ésulls^  un..  nDUweaois  lîeûi 
qui  réunit  l'universi  Ea  force  centrale  du  soleil  n^èst  pas.  seuismenl.  semj=- 
BlaBl^  à  la  pesanteur  sur  la  terre ,  en  suivant  les.  mêmes  lois ,  mais-  elle  eSt, 
identique  aviee  la  pesanteur  5  elle  esi.  absolument,  la-  même  force  5^  et.  de  la, 
même  intensité,-  Dèuxv  molécules;  doiit-  iès-  masses-  soni  égales,  ont  exactemeiit 
&  même  force  atiractive  sur  le  soleil  et.  sur  la  terre,,  et  la.  différjejice  entre. 
Ker  attractions  des.  coi'ps  célestes  ne  dépend^  pas  de  la  qiialité,,  mais,  unique- 
ment de  la  quantité  de  îa  matière  dani.  ils  sont  composés..  Ainsi.  l!uni.vers, 
est  un  ouvrage'  exécuté  d'après  un  séiii  plan;  En  connaissant  la  force 
attractive  de  deux  corps  célestes  à  égale  distance,,  on.  connaît  en  même  tems. 
le  rapport  de  leurs  masses.,  La  i^remière  n©  peut  être-  connue  que  par*  l'ae- 
©élératiGn  qu'ils  communiquent  à  d'autres^  corps,,  c'estr-à-dire  par.  la  ctute.  des. 
€orps  à  leur  surface,  par  les  orbites  que  d'autres,  corps  célestes  décrivent 
autour  d'eux,  ou  enfin  y&n  des  eiFets  quelconques  de  leur  attraction^  La. 
«Kute  des  corps  ne  peut  être  observée  que  sur  la  terre,  d'où  il  mit  que. 
aous  pourrions  comparer  la  masse  de  la  terre  avec  celles-  d'autres,  corps  câ« 
lestes,  quand  même  elle  n'aurait  point  de  Lurief  le  second  mojen  ne  peut  êlre 
®mploj|fé  que  relativement  au  soleil  et  aux  planètes  qui  sont  entourées  de  sateU 
lîtes;    le  troisième  peut  être  appliqué  aux  perturbations  que  lesplanètei  exercent 

sur  i'âutrej  et  qui  ont  servi  à  détermiaer  le*  jnasses^  de   la  ^lugc^ri  de8 
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planâtes,  et  même  côlïes  des  sgielîites  de  Jupiter,  jmais  principalement  la  mas- 
se de  la  ;iune  par  -«on  îrïfîuenee  sisr  ^!es  marées,  :îa  nuiation,  -etc. 

'(En  nommant  donc  la  masse  du  corps  central,  par  ^ea:.  /du  -soleil,  ^8» 
^célle  du  -corps  :attir^é,  par  ex.  de  la  rterre..  M,  îa  distance  :ide  sTun  ta  fauttreg 
;r>  -la  quantité  absolue  de  îa  force  centrale  du  soleil  pourra  /être  exprimée 
xpar:S,  iia  iquaniilé  .accélératrice  fpar  —  ,  et  la  quantité  motrice  ou  la  'pression 
^e  la  ;terre  vers  :le>SGlëil  ^par  — ^  (§.  10.),  S  devant  être  fOxprinvë  /en  parties 
fde  la  masse  terrestre,  -si  la  pesanteoT  sur  la  terre  est  prise  ipour  jîiniié 
£de  foEcefè 

■^§.  "43.  iPuisque  la^brce  atlractive  «st^ne  propriété  générale  des  *corpSg 
^t  proportionnelle  à  la  naasse,  le  soleil  sera  aussi  ialtifé  par  Ja  terre  «et  les 
/autres  .planètes,  .^avec  une  :foEce  dont  rjntensité  «st  proportioîinelle  à  leurs 
itnasses.     Belativement    à  icette   attraction,    la  force  absolue  de  la  planète  est 

■rzM,    la   force -accélératrice  -tr;  ■-,,,  -et  la  .pression  -du  ^soJéil  .vers  ila  -planète 

M  S  ,  '^     '  ■ 

:ti=  — ^- ,  donc  /égale  -h   la  pression  de  ïla  ^planète  ^ers^îe  ^•^oîeil  (§.  ^^O-    C'est 

le  théorème  connu,  que  la  réaction  -issl..  constamment  égale  et  opposée  à  Tacûonp 
qui  est  généràiemenf  adopté  comme  Fun  des  prêrriiers  principe-s  des  ;lois  dû 
mouvement,  dans  iîa  métaphysique  même  ('),  Un  corps  îie  peiit  -tirer  ou 
•pousser  iUn  autr^-corps,  qu'en  tant  que  celui-ci  -résiste, -et  il  ne  ^pourrait  pas 
du  tout  agir  sur  un  corps  pénétrablé,  ou  qui  ne  lui  opposerait  aucune  ré- 
sistance. La  main,  en  poussant  ou  tirant  un  ^corps,  .éprouve 'tme/^gàle  pres- 
sion ou  attraction,  tet  nous  mesurons  la  force  avec  laquelle  nous  agissons  sur 
un  corps,  par  Faction  qu'il  f^xerce  -iur  nous  ^suivant  :k  direction  opposée. 
C'est  sur  ce  principe  que  se  fonde  toute  ita  théorie  de  la  percussion  des 
corps.  Il  est  -vrai  que  dans  les  machines,  '>l'action  ^  tirer  et  -la  iréaction  ne 
se  transmettent  qu'au  moyen  d'une ^cordej  niais  le  résultat  doit  être  ie  mêmCj 
si  l'attraction  >^e  fait,  ^sans  que  de  -lien  iqui  rjdint  ;1es  tieux  corps  soit  visibles 
si  la  réaction  nous  paraît  alors  inconcevable,  il  -fiiul  -coïssidërer  qaé  nous 
ne  \'oyons  pas  non  plus  la  corde,  au  moyen  /de  laquelle  se  fait  l'attraction 
même.  En  vertu  de  la  loi  d'inertie, île  .dorps  .attiré  résiste  -constamment  à 
proportion   de  sa^ma^.?^,     n-^r/'P    ane    *  han^p  'V^'éniPnt    est   sn'''"te.     C^tte    ré.iis- 

Cï>  ISeut,  J^hil.  îiat.  Jt^nno.  nlaih,  JLib.  di  jjtx  ai^. 
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tance  est  oJ5posée  à  l'attraction,  elle  est  donc  aussi  une  attraction.  Supposons 
que  le  corps  attiré  approche  du  corps  central,  jusqu'à  ce  qu'il  soit  en  con- 
tact avec  lui.  Si  la  réaction  n'était  pas  exactement  égale  à  l'action,  les  deux 
corps  prendraient 5  au  moment  du  contact,  un  commun  mouvement  suivant 
la  direction  de  la  pression  qui  l'emporte  sur  l'autre.  La  terre  devrait  avoir 
un  mouvement  rectiîigne  d'un  côté  ou  de  l'autre,  en  vertu  de  l'attraction 
seule  qu'elle  exerce  sur  les  corps  graves,  si  elle  n'éprouvait  une  réaction  de 
ces  corps ,  égale  a  la  sienne.  Chaque  corps  serait  mis  en  mouvement  par 
sa  propre  force  centrale,  ainsi  qu'un  homme  tombe  à  la  renverse ,  quand  la 
corde  par  laquelle  il  tire  un  corps  se  rompt,  et  que  par  conséquent  la  ré» 
sistance  du  corps  attiré  cesse  brusquement. 

Lorsqu'un  corps  communique  à  un  autre  une  certaine  quantité  de 
mouvement,  il  doit  nécessairement  perdre  la  même  quantité;  de  même  qu'un  , 
vase  ne  peut  se  remplir,  sans  vider  un  autre  vase.  Supposons  qu'un  corps 
A  agisse  sur  un  autre  B  qui  est  en  repos,  avec  la  force  -|-V,  le  signe  -f- 
indiquant  la  direction.  Or  le  repos  peut  être  envisagé  comme  le  résultat 
de  deux  forces  égales  et  directement  opposées  l'une  à  l'autre:  on  peut  donc 
(Soncevoir  le  corps  B  sollicité  par  deux  forces  -\~V  et  • —  V.  Mais  il  ne 
reste  après  Faction  que  la  force  -j-V:  ainsi  l'action  de  A  se  réduit  à  dé- 
truire la  force  -—V,  ou  à  lui  résister:  donc  B  agit  sur  A  avec  la  force 
«=>  Vj  îa  réaction  est  égale  et  contraire  à  l'action. 

Nous  en  tirerons  une  conclusion  très-importante.  Nommons  m°,  m', 
m'%  etc.  les  masses  des  corps  d'un  système,  qui  s'attirent  mutuellement  en 
raison  de  leurs  masses  et  dVne  fonction  quelconque  f  de  leurs  distances| 
mommons  de  plus  V^  V,  etc.  les  distances  des  corps  m' ,  m",  etc.  au  corps 
mi'^i  't",  'r\  etc.  celles  de  m°,  m",  etc.  à  m ,^  et  ainsi  de  suite; 'a®,  y^^  2% 
les  trois  coordonnées  de  m^  relativement  à  un  point  fixe  J;  x',  y ,  z' ,  celles 
de  m' f  €tÊ,  Cela  posé,  les  forces  accélératrices  qui  tirent  m"  vers  m  et 
vers  tt/^  serOBî  m  ,fi^/)  et  m"  .fi^r')^  et  les  mêmes  forces,  décomposées 
suivant  s?^  €î  dirigées  vers  J,  seront  m  'f{°rj  — ^ —  ,  m''  'fC^'*)  —^  w-  »  ^^c. 
En  Hornsnant  donc  fT,  j> ,  p",  etc.  les  forces  motrices  ou  les  pressions  vers 
J  çt  SPivaat  as^  qu'éprouvent  les  corps  wi%  m  j  m"p  etc»  on  aura 
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p'  —m'm\f'/'  ""'--^A-ni   m'\f(r')^J^  -f  cet.  =:  T'^  +  'P'' -f-cet. 

p"  -n^'m\f{:r^j^;;^^^m",n'  ./  (V)  ^^^^  4- cet.  zzz'^F^  -f  "F  -^ceL 

Or  V-  A  V'='  r*,  /  n:  V,  etc.  donc  T°:=r  -^P^  ''P°z=  — °P' ,  'T'zz:  -'P  ", 
etc.  d'où  il  suit  /j*-}-p' -|-/?''-|- cet.  zz  o.  !|l  en  est  de  même  des  forces 
suivant  j  et  z,  d'où  il  résuHe  qu'en  vertu  de  la  réaction,  la  somme  des 
pressions  de  tous  les  élémens  d'un  système,  suiv^ant  une  direction  quelconque, 
est  nulle,  en  tant  qu'on  ne  considère  que  l'action  mutuelje  des  élémens  du 
système,  en  faisant  abstraction  des  forces  étrangères  j  c'est-à-dire,  quel  que 
soit  le  nombre  des  corps  ou  des  élémens  qui  composent  le  système,  la  pres- 
sion de -chacun  de  ces  corps  éprouve,  en  vertu.de  la  réaction,  uns^pre3siolî: 
contraire  qui  la   détruit. 

Le  principe  de  la  réaction  est  de  la  plus  îiaute  importance  dans  fa- 
stronomie  physique,  et  la  proposition  du  §.  précédent  en  est  une  suite  né- 
cessaire. En  nommant  S,  M,  les  masses  de  deux  corps  qui  s'attirent  récî- 
proqucment,  C,  c,  les  vitesses  ou  accéiérafions  que  l'un  communique  k 
l'autre,  A,  B,  l'intensité   de   leurs  forces,   r  leur    distance j     on    aura  en  vertu 

de   la  réaction,   SCmMc^    ou   C  :  c  :  :  M  :  S,   et  suivant   la   loi  des  forces  cen- 

B  A  ' 

traies,    C  m:  -^  ,    c  zz  — ^,   donc    C  :  c  :  :  B  :  A  :  :  M  ;  S,    d^où  il  suit  que   l'intea- 

ai  té  des  forces  est  c<jmnie  les  masses,  et  que  les  vitesses  sont  en  raison  in- 
verse des  masses.  Il  résulte  de  la  dernière  proportion ,  que  âev,7>.  corps 
isolés  dans  l'espace,  qui  n'ont  été  sollicités  par  un  choc  qui  leur  ferait  dé» 
crire  des  ellipses,  s'approcheront  l'un  de  l'autre  suivant  k  djoîte  qui  les  joinîj 
et  se  rencontreiont  dans  le  centre  de  leur  graviié  (§.  ^o?i.  Voyons  mainte^ 
mant  ce  qui  en    résulte  pour   le  mouvement  des   corps   célestes. 

§.  44'  Suivant  la  théorie  de  Kepler  on  ne  considère  que  les  centres 
do  soleil  et  des  planètes,  et  Tobjei  de  l'astronomie,  en  faisant  abslractian- 
de  la  rotation,  est  le  mouvement  du  centre  de  chaque  planète.  Mais  nous 
venons  de  voir,  que  tous  les  élémens  d'une  planète  sont  attirés  par  chaque 
élément  du  soleil  en  raison  inverse  du  carié  de  la  distance,  il  faut  donc 
examiner,    si    ie  mouvement  elliptique   n'est  pas  trciiblé  par   la  grande^^r  fe^è 
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la  figure  du  soleil  et  des  pirmëtes,   c'esf-à-dire,  si  la  résulîante  de  toutes  ces 
atiiactîons  élémentaires   passe    par  les  centres  du  soleil   et  de  =la   planète,  ;et 
si  elle  est  réciproque   au  carré  de  la  distance.     Il   est  raisé   de  voir,    que  la 
solution  de  ce  problème   dépend  non-seuîenrent  de  la.figure   des  deux  ;Corps, 
mais  aussi  de   Funiformité  ou  de  îa  loi   de  leurs   densités  |   et  Ton  -peut  :ima- 
giner   une  infinité  de  cas,    où   ies -corps  célestes  sont  tellement  formés,   -que 
malgré  la  loi   de  Faltractioa,    découverte    par  Newton ,    leurs  oibites  ne  .se- 
ront pas  conformes  aux  lois  de  Kepler.    La  figure  de  tous  lés  corps   céles- 
ies   que  nous  vconnaissonsj  est  à  très-peu   près  sphérùjaie;   mais  il  îvest  pas  en 
notre    pouvoir  *  de  faire   des    recherclies  sur  la    distiibuiion  de  -la  masse  dans 
•chaque    sphère.     Nous  s^ommes    donc    réduits   à  .adopter   Fhypoîhèse    la  .plus 
simple,  que  ie  .soleil:  et  les  oplanètes  sont  des -sphères  d'une  densité  uniforme, 
ou   dont   îa  densité    croît  on  -décroît  ^suivant  une   loi    quelconque,    de   sorte 
-que,    dans  Joute  -Fétendue  de 4a  sphère,     elle  -est  -une  Asnême  .'fonction  de  ?îa 
distance  au  centre.     En   réfléchissant  sur  ce  qui  devait  arriver  aux  ■  corps  ce» 
lestes,    dans  le  iems  où  la  pesanteur   de  ;tous  leurs  clémens  leur  donna  ?une 
figure   sphérique,    on   se   convaincra  .aisément,    qu'en   général, la  densité  doit 
dépendre   de  la  distance  au  centre,    malgré  les   exceptions 4:gùi  iïaurorït ssans 
doute  lieu. 

§.  45'  D'après  ïe  principe  de  îa  graTÎtation  itiniverselle,  chaque  poirii 
aiâtéfiel  M  est  attiré  par  un  autre  N,  dont  la  distance  est  r,  avec  la  for- 
ce  accélératrice  —  j  -en  même  iems  le  corps  .M  communique  à  N  Faccéléra- 
tion  — ,  ^et  ces  deux  vitesses  :sont  Funeè  Taufre  comme  N  à  :M.  Si  Je  -corps 
attirant  esjt  d'une  -densité  runiforme,  la  masse  et  la  force  ^accélératrice  de 
chaque  élément  sera  proportionnelle  h  son  volume. 

Soit  {Fig.  .40  AMD'N  -une.couche  sphérique  -d'une  densité  -ê"  ét^d'un-e 
épaisseur  infiniment  petite  s;  et  P  un  élément  matériel  qui  est  attiré  par. chaque 
point  de  la  couche  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance.  Supposons  que 
la  droite  PC  qui  joint  lepoint  P  et  le  ceuire  G  de  la  couche,  la  rencontre 
en  A  et  D,  et  que  le  cercle  MN  soit  Finîersection  de  la  couche  avec  un 
plan  perpendiculaire  à  Faxe  PD  en  ^B:  .cela  rposé,  tous  les  points  du  cercle 
IViN,    et   d'un   autre    mn   qui  lui  est  parallèle,    auront  la  même  distance  à 
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leurs  centres  B,.  h^,  et  au  poie  P.  En  nommant  V  l'attraction  du  segment 
entieR  MA-N.  sur.  Pj,  celle  de  la.  zone  infiniment  petite  M/i  sera. :z:âV. 
Chaque-  éléjiient  Mw  de  celle  zone  attirera  P  suivant  PM,  a^ec  une  força 
pEopoEtionnelle  a  ^  ;.  qui.  pourra*  être  décomposée  suivant  PB.  et  BM: 
la.  dernière  force  étant  détruite  par-  celle  de-  l'élément  opposé  Nn  suivant 
BuN ,  P  ne  sera  attiré  par  chaque  éiément  de  la  zone-  M./?  que  vers  le  cen- 
tra B  OU/.  Cj  av«c  une-  force  'àw  qui,  sera  à  celle  suivant;^ PM,.— ^7-^  ,  com- 

M  m    P  B    ô  6  ^  ^^^* 

me    PB    est    à>  PM|    on    a    donc     'du  zil- — °- 1— ,  dont,  l'inléffrale    est 

Mn    PB  .  Ô£    •       ,^  .      „  .         ,                     PM«         '  ^       . 

aV— ^--^t: Mais    l'aire    de.  la   zone    M./i    est  2  7c,GD.Bô^    donc 

d.¥=:— ^-^^^ ■ »    St  l'on.fait  CD=iCA=:a,   CP=r,  AB— a:,    on 

aura  B^Udo:^  PB-r-a+x,  BM:^ra; (a^^j;)^  et  VM.-zV  {  ^r-.a/+2 ro; }  »  donc 

-i  xr 2  7r  6£fl(r—  rt  +  x)  àx 

Eu'  faisant'  PM^zrs-  o.n  (r — 0).^4|-ar-x-^.s.^^,.,  il.  viendra  r-=-a4-x"  '^  ~"^  "^^  » 


.'X 
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doni-  l'intégrale  est  V  iz:  — --  U  -— -^  CJ  .■   Pour  que  cela  soit  l'attra- 
ction du  segment  M  AN,  la  constante  G- doit  être  déterminée  ensorte  que  riii«- 

tégrale-  soit  nulle,,  si  a;  =z  o  ou  s  riz  r  —  a,  d'où  il  vient  G n:  2f3!^  et 
-^         2  7rô.£c     /a'-+r(x  — a)     ,      N 

Four-  avoir  l'attraction  de  la  couche  entière  AMDN,  il  faut  faire  ai;:^AD^::-2% 

d'où,  ii^  viendra-  z.-:iz.r  4-  o^-  et- 


Si-l-on-  noiMfine.^  S  le  volume  d&  la-  couche,    eJ  ô-  «a-  densitéjS  sera,  ^."na^  £,,  et 

d'où  il  suit  que  chaqpe  point  matériel  P  est  attiré  par  une^  couche  sphérîque 
▼er»  le  centre  seul,  avec  une  force  dont,  l'accélération  est  en  raison  directe 
de' la  masse  de  la- couche,  et  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  de  P 
au  centre  de  la  couche  f  précisément  comme  *i  tout»  la.  masse  aiiKatiiic^ 
était  «:éuûie  au.  Ceatreo 
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Si  P  est  aussi  «ne  couche  sphérique,  chacun  de  ses  élémens  sera 
attiré  par  la  couche  A  D  de  la  même  manière,  dont  il  le  serait,  si  toute  la 
îîiasse  A  D  était  réunie  en  Q  et  l'effet  doit  être  le  même,  si  chaque  élém.ent 
^de  P  attire  la  masse  réunie  en  C  suivant  la  même  loi,  parce  qu'en  vertu  de  la 
réaction,  ces  deux  attractions  ne  diffèrent  l'une  de  l'autre  qu'à  l'égard  de  la 
direction.  Mais  alors  on  a  le  cas  que  nous  venons  de  considérer:  l'attraction 
se  fera  exactement,  comme  si  la  masse  entière  P  était  réunie  au  centre  de 
la  couche  P.  Il  en  résulte  en  général ,  que  deux  couches  sphériques  d'une 
densité  uniforme  s'attirent  réciproquement  avec  des  forces,  dont  la  résultante 
passe  par  les  deux  centres,  et  dont  les  accélérations  sont  en  raison  directe 
des  masses,  et  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance j  comme  si  chacune 
des  deux  masses  était  réunie  dans  son  centre. 

§.  4^.  Soit  AD  {fig-  5.)  une  sphère  d'une  densité  uniforme  ô",  PD  la 
droite  qui  joint  le  point  attire  P  et  le  centre  C,  BE,  be,  deux  sphères  dé- 
crites du  centre  G,  leur  différence  infiniment  petite  BE  — <5ez=:S.  En  faisant 
CAziza,  CPzzr,  Cbi^x,  Bb'zz:  dx,  S  sera  la  différentielle  de  la  sphère 
èe,  le  point  P  sera  attiré  par  la  couche  S  vers  le  centre  C  seul,  et  soa 
accélération  sera  :^^ —^  (§.  45')'  En  substituant  S  ■zz/^.'Kx^dx  ;§.  45-)  »  6* 
intégrant,  on  aura  l'attraction  de  la  sphère  BE  z:i r—,  et  en  fiaisant  x'^za, 

ù  V 

rattraction    de  la  sphère  AD, 

_      _  47rfa=» 
V  ■ •  • 

3  r» 

Le  volume  de  la  sphère  est  2i=|7ro3,    d'où  il  vient 

Il  suit  des  raisonnemens  précédens  (§.  45.),  qu'il  en  est  de  même,  si 
P  est  une  sphère  de  la  densité  ô'.  Deux  sphères  uniformes  s'attireront"  réci- 
proquement de  la  même  manière,  dont  elles  le  feraient,  si  chaque  masse 
était  réunie  dans  son  centre:  les  accélérations  seront  en  raison  directe  de  la 
massse  attracîrice  et  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance 5  et  la  résul- 
tante de  toutes  les  attractions  sera  dirigée  vers  le  centre  de  la  masse  attra- 
^trice.  Les  vitesses  communiquées  aux  deux  sphères  S  et  S  seront  entre  elles 

«comme  2  et  S,  elles  approcheront    l'une    de   l'autre  avec  la   vitesse  — ~  »  ^* 

S  s  ^ 

pression  de  chaque  sphère  vers  le  centre  de  l'autre  sera  —r ,    et  la  «quantité 

2  £  s  ^ 

du  mouvement  entier  — r-  • 
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§.  47'  Si  la  densité  de  chaque  sphère  est  la  même  fonction  de  la 
distance  au  centre  dans  toute  l'étendue  de  la  sphère,  on  peut  concevoir  les 
sphères  A,  B,  partagées  en  couches  sphériques  infiniment  minces,  dont  cha- 
cune  aura    une    densité    uniforme   qui   est   fonction    du    rayon,    et  par  consé- 

s 
quent  attirera  les  couches  de  l'autre  sphère  avec   une   force  —  ,    dirigée  vers 

le  centre  (§.  45')5  S  étant  la  masse  de  la  couche  attracirice,  et  r  la  distance 
des  deux  centres.  Comme  la  distance  des  couches  à  leur  centre  n'entre  pas 
dans  cette  expression,  on  aura,  en  nommant  S',  S',  etc.  les  masses  des  diffé- 
rentes couches,  la  force  totale  qui  attire  B  vers  le  centre  de  A,  zz *  1 

s  -\-  S' -j"  cet.  étant  la  masse  totale  de  la  sphère  A,  qui  est  trouvée  par  l'in- 
tégration ,  la  densité  étant  donnée  en  fonction  de  la  distance  au  centre.  Il 
est  aisé  de  voir  que  la  somme'  de  la  série  S  4- S' -f"  cet.  sera  le  volume  de 
la  sphère  A,  multiplié  par  un  nombre  qui  exprime  la  densité  moyenne,  et 
qui  est  déterminé   par  la  loi,  suivant  laquelle  la  densité  dépend  de  la  distance 

du  centre.     Comme  il  en  est  de  même  de  la  sphère  B,  il  en  suit,  que  cha- 

A 
que  sphère  A   attire   une  autre  B  avec  la  force  — ,   dirigée  vers   son  centre, 

exactement  comme  si    les  masses  étaient  réunies  au  centre.     La  vitease  avec 

laquelle  les  sphères  approcheront  l'une  de  l'autre,  sera  — j— ,    et  là  quantité 

2  A  fî 

du  mouvement  entier  — —    (*). 

En  supposant  donc,  que  la  jfigure  du  soleil  et  des  planètes  est  sphé- 
rique,  et  que  la  densité  de  chaque  couche  est  une  fonction  du  rayon,  il  a  été 
prouvé  ,  que  le  mouvement  sera  tel  qu'il  serait ,  si  les  centres  seuls  s'atti- 
raient réciproquement j  le  centre  de  chaque  planète  décrira,  suivant  les  lois 
de  Kepler,  une  section  conique  dont  le  foj^er  est  le  centre  du  soleil;  et 
dans  toutes  les  recherches  suivantes  on  n'a  à  considérer  que  les  centres,  et 
les  masses  réunies  dans  ces  centres:  la  premièie  question  (§.  4o.)  a  donc 
été  décidée.  On  pourrait  demander,  si  la  densité  irréguliëre  des  corps  céles- 
tes, et  leur  figure  non-sphérique,  ne  dérangent  pas  le  mouvement  elliptique; 
mais  cette  question  ne  peut  pas  être  décidée  par  la  théorie,  parce  que  nous 
ne  connaissons  pas  la  loi  de  leur  densité.  Il  est  possible  que  quelques  ir- 
régularités qu'on  a  observées  dans   le  mouvement,    et  que  la  théorie   de    l'at- 

(i)  Neiii.  mu.  Niit.  Frinc.  Math.  Lib.  J.  Sect.  XII.  et  Lib,  JII.   Prop.  XLVJI.  XLFIU. 
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iraction  n'explique  pas  entièrement,  en  sont  l'effet^  mais  ces  perturbations 
doivent  être  très -petites,  et  celles  qui  dépendent  de  la  densité,  ne  pourront 
être  déterminées  qu'empiriquement  (^).  Au  reste,  M.  de  Laplace  a  tenu 
compte  des  irrégularités  lunaires,  dues  à  la  non-sphéricité,  et  il  les  a  troa- 
Tées  peu  sensibles  (^). 

§.  4^.  Oa  peut  être  curieux  de  savoir,  si  la  propriété  remarquable 
des  sphères,  d'agir  sur  tous  les  corps,  comme  si  leurs  masses  étaient  réunies 
à  leurs  centres,  peut  avoir  lieu  dans  d'autres  loix,  où  Tattraction  est  repré- 
sentée par  une  fonction  quelconque  de  la  distance  PMzzs  {Fig*  4.)?  'ï"® 
nous  désignerons  par  Cp  (s).  Oti  a  vu  (§.  45-)  que  J'attraction  suivant 
PM  est  a-TTÔÊ  .  CD  ,  Bè  ,  ($1  (s),    d'où  ii  résulte  l'attraction    vers  le   centre 

2  7rô'e  .CD  „  Bô.PB  ,    , 

—    (î)  iz),    donc 


P-M 


dY'-2'rr^-~adoc- ~~  (p  (z). 


Si  Ton  àiiîêïenVie  z"zi:(r-—a)'^-\-2.î'x  par  rapport  à  o  on  trouvera    (  — j  ^^ 
"— -:  en  substituant  cette  valeur  et  dxziz  ~ —  (§.  q^>),  il  viendra 

Biais  on  a  -  {-—    — ^  — — 5 — -  (S«  45.),    cîone 


~— -  =  (?■■-  =-  a^  -h  Z-)  (p(zjci2, 

d'oii  l'on  tirera,  en  intégrant  et  faisant  /0  (s)  3  s  :ir/( s )  ^ 
r2  V 
n  ô'£  i 
il  l'on  fait  /^as./(z.)==xp(s)^    il  viendra 


'  -TT  0  £  a         ^ 


d  . 


^P  [z)> 


fa^=-<i)/«-^*W=---('#^)-^-«^^=-\-Tf 


L'intégrale  doit  être  pris©  depuis,  s  i±  FA  in  r—- a  jusqu'à  siz: 
d'où  il  suit 


(I)  Voy.   le  mémoire  de    L;  Euler,    de   perturb.  jmtus  Blanet,  eic,  dans  les  iSov,  Comment,  Am^- 

Se.   Imp.  Pe-tfop.  Tom.  UT. 
(Z^_  Mécan.  csl.  Tom.  HZ.  L.  Fil.  Ch.  lii 
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(a) V  zn  2  TT  6  ?  «  S ^ (  » 

(dr  dr) 

ce  qui,  par  hypothèse,  doit  être  ég^l  à  l'atlraction  de  la  masse  4'^5"£«%  réunie 

au  centre,  ou   à  ^nSe  a'^ .  (p  (r).     On  aura  donc 

(3) 3il!_-tî)_3it!_-nlr=.a.(î>(r)ar. 

En  intégrant  par  rapport  à  r,  et  faisant  pour  abréger,  ^  0'-{-a)  :zz§,  4*  (f -^-a)  zr  «r;, 
? — <rzi:B.,  l'équation  (3)  se  transformera  en 

(4)  . . .  .  .  R  =:  2«r/(p  (r)  ar-j- rC, 
C  étant  une  fonction  de  a.  Si  on  différentie  deux  fois  par  rapport  à  r  et  a,  oh. 

trouvera  (^^-j  =4a  .  (J)  (r)  i-  2ar(^-^  j  .    (t^J-  ^  [j^)°     ^^''  ^'^  ^" 

I — ~)  :zz  (  ---  ,     ,    cest-a-dire. 
V^rV        W^V  - 

d'où  il  suit  que  le  premier  membre  est  une  fonction,  de  a  seul.  Si  l'on  désigne  ceiie 
fonction  par  A,  on  aura,  en  multipliant  l'équation  (5)  par  r^dr^  20(r).r5r 

A 

-j- r^5  .  ^  (r)  =:  Ar^3r,    dont    l'intégrale    est    ?-^  .  0  (r)  :zz  —  r^ -f- P?    ^^    ^^ 
fonction  cherchée 

m 0M  =  ^^+,-.' 

A 

Le  terme  —  r  donnerait  une  attraction ,    croissante  à  Finfîni  avec  la  distance, 

^  ,  ,  B 

ce  qui  est  absurde.  Il  faut  donc  faire  A  ir:  o,  et  alors  F  quation  (1)  (r)z=:  ~ 
donne  la  loi  de  la  nature^  d'oii  il  résulte  que  dans  le  nombre  infini  des  lois, 
suivant  lesquelles  l'attraction  devient  insensible  à  de  grandes  distances,  la 
raison  inverse  du  carré  de  la  distance  est  la  seule,  dans  laquelle  les  sphères 
agissent,  comme  si  leurs  masses  étaient  réunies  à  leurs  centres. 

C'est  encore  la  seule  loi,  dans  laquelle  un  corps  placé  au-dedans  d'une 
couche  sphérique  est  également  attiré  de  toutes  parts,  et  reste  par  conséquent 
en  repos  ou  en  équilibre.  Pour  appliquer  les  formules  précédentes  à  ce  cas 
d'un   corps  intérieur,    on  n'a   qu'à   supposer   r  plus  petit   que  a^    ce  qui  ne 
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change  rien  dans  l'expression  (i)  de  V.   Or  V  devant  être  nul,  par  hypolhëse. 


'a .  *-(î-> 


on  al  -— — izro,  et  en  intégrant  par  rapport  à  r,  4'  (5:)^=  Ar^   dont  la 

cnierentielle  seconde  donnera  — - — -^ —  =^0,  puisque  r  est  constant.  Mais  on  a. 
-"—  =::  2- .  /  (3),    — T~i—  ^^f  (^)  4-  z  — — -^—  ^  0  5    dont   la.  differenuelle? 

à  Z  â  Z''  ^   y     <  d  Z,, 

donnera,    en  substituant  d.^C-^)  ^^i^  (2)  3 Sj 

o  =  2  $  (s)  3-5 -^  s  â  .  ($  (s)o 
Si  en  l'intègrej  après  l'avoix  multiplié  par  z,,  il.  viendra: 

z?-  .  Cf)  (s)  =:.B,,  ou  Cp,  (s)  Z=  ;-  5 
ce  qui  est  la   loi  de   la  nature». 

On  voit  donc  que,  sous.  tous.  les.  rapports 5,  la;  loi.  de  la  nature^  est  la.. 
plus  vraisemblable,  et  la.  seule  qui.  soit  conforme,  à;  nos.  capacités,  et  ani  seasi 
eommua  (§.  3i.),. 
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chapitre:    iil 

^hrrection   de   la   théorie   de  Kepler  ^   due   à  la.  rèactiom 

B 

§,  49-  -■--'a.  seconde  question  (§1  4o)r  concernant  les  changemens  que 
îfe'  mouvement  planétaire  éprouve  en  vertu  de  la  réaction  des  planètes  sur  le 
aoleil ,  admet  une  solution  plus  directe  que  la  première..  On  a  vu  dans  le 
Chapitre  précédent,,  qu'on  n'a  à,  considérer  que  les  centres  du  soleil  et  des 
planètes,  s'attirant  réciproquement  en-  raisoit.  directe  des  masses  entières,  et 
en;  raison,  inverse  du  carré  de- la  distance.  Le  rapport  des  masses  rappelle 
naturellement  le  centre  de  gravité ^,  ou  le  point  à  l'égard  duquel  les  momens 
statiques  des  d'eux  masses  sont  égaux  5  et  si  l'om  ne:  considère  que  deux 
corps  qui  s'attirent  mutuellement,,  le  résultat  estj  que  le  mouvement  de  l'un  et. 
de  l'autr.©  est  une  sectLom  conique  autour  du  commun  centre  de  gravité,,  sui- 
vant les;  lois  dC'  Kepler  y,  de-  sorte:  que^  cette  théorie;  n'a.  pas.  besoin 
d'autre  correction ,  que  de.  prendre  le  centre  de  gravité  du  soleil  et  de  la. 
planète,  au  lieu  du;  centre  du:  soleil,  pour  le  siège  de  la.  force  centrale,  et 
d'attribuer,  au  soleil  même:'  une  mouvement,  semblable  autour,  du  centre  de 
gravité,  en  vertu  de  la  réaction^  de  chaque  planète..  Mais.  on.  doit  faire  ici 
encore  une  autre;  observationi. 

Le.  système  solaire  est  composé-  de  diverses  parties,  dont  quelques-unes 
forment  des  systèmes  particuliers;  de  plusieurs  cc^rps,,  ainsi!  que  Jupiter,  avec 
ses-  satellites..  Il  a:  été  prouvé  dans  le  chapitre  précédent,  que  le  soleil:  agit 
sur  chacun  de  ces.  corps,,  comme  si  sa  masse  était  réunie  à  soncentrej  mais 
il  se  présente  ici  une  autre  question:  on  peut  demander,  si  l'action  du  soleil 
sur  les  divers  corps;  qui  forment  un  système,  ne  dérangera  pas  l'ordre  et 
Morganisation  intérieure  de. ce  système,,  en: empêchant  les- corps,  de  décrire  des, 
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ellipses  nutour  du  corps  central  de  leur  système.  Le  résultat  âe  ces  reclier- 
cîies  est,  qu'en  v^rtu  de  l'arrangement  qui  a  Bctuellemenl  lieu  dans  le  systè- 
me solaire,  ce  n'est  pas  le  cas;  que  tous  les  corps,  appartenans  au  uiême 
système,  se  meuvent  autour  du  centre  de  gravité  de  ce  système  suivant  les 
lois  de  Kepler;  et  que  le  système  entier  exerce  une  réaction  sur  le  soleil, 
comme  si  toutes  les  masses  étaient  réunies  au  centre  de  gravité  du  système. 
jNous  verrons  à  la  vérité,  que  ce  n'est  pas  exactement  le  cas,  et  que  îa 
proposition  précédente  est  sujette  à  quelques  anomalies ,  d'oii  résultent  les 
petites  irrégularités,  connues  sous  le  nom  de  perturbations ,  qui  seront  trai- 
tées particulièrement  dans  le  V.  Livre.  Dans  le  chapitre  présent  il  ne  sera 
développé  que  ce  qui  a  lieu,  si  Ton  fait  abstraction  des  perturbations,  et 
que  l'on  peut  regarder  comme  la  première  approximation  de  la  mécanique 
du  ciei:  cette  approximation  est  trouvée ,  en  ne  tenant  compte  que  de  la 
première  puissance  des  quantités  très-petites  du  premier  ordre,  et  nous  appel- 
lerons perturbations,  toutes  les  irrégularités  qui  dépendent  des  puissances 
plus  élevées.  Au  reste  il  est  aisé  de  voir,  que  ce  que  nous  allons  prouver 
du  centre  de  gravité  d'un  système  de  corps ,  sera  également  vrai  des  divers 
corps  en  particulier,  parce  qu'on  peut  regarder  chaque  corps  comme  le 
centre  de  gravité   ou   le  système    de  toutes   ses  molécules. 

§.  5o.  Toute  cette  théorie  est  donc  fondée  sur  la  nature  du  centre  de 
gravité,  et  sur  Fidés  que  nous  devons  nous  former  d'un  sysicme  de  plusieurs 
corps.  Tous  les  corps  qui  agissent  l'un  sur  l'autre,  forment  par  là  même  un 
système  qui,  par  conséquent,  n'est  composé  que  de  corps  qui,  n'étant  solli- 
cités par  aucune  force  étrangère,  n'éprouvent  que  les  actions  intérieures  et 
réciproques  de  toutes  les  masses  du  sj'stème.  On  voit  donc  qu'en  vertu  de 
la  gravitation  universelle,  et  de  l'étendue  infinie  de  l'attraction  de  chaque 
corps,  il  n'y  a  à  la  rigueur  qu'un  seul  système  qui  est  l'univers  même,  et 
que  par  conséquent  le  terme  système  n'est  qu'une  approximation:  nous  com- 
prenons dans  un  même  système  tous  les  corps  qui  sont  si  près  l'un  de 
l'autre,  que  leur  distance  est  une  quantité  très -petite  ou  du  second  ordre 
par  rapport  aux  distances  des  corps  étrangers,  ensorte  que  les  puissances  au 
delà  de  la  première   du  rapport    dgs, premières  distances  aux  dernières,   ou 
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ées  actions  étrangères  relativement   aux  actions  réciproques  dans  îe  syslëme, 
peuvent  être  négligées.-.    Ainsi  la  terre  avec  la   lune,  Jupiter  avec  ses  satelli- 
tes ,    forment    des  systèmes  particuliers ,     parce    qu'ils,    sont  séparés    des   au- 
tres corps   pât  un   intervalle  si   grand,   que  la    distante- de  la  lune  à  la  terre, 
par  rapport  à  celle   du  soleil  et  des  autres  planètes,  peut  être  regardée  com- 
me  une  qiiantité  du  second   ordre.     Autrement  ces  recîierches    ne  pourraient 
pas  avoir  lieu:    si  Mars   était  beaucoup    plus  près    de  la  terre  qu'il   ne  l'est, 
il  cesserait   d'être  une  planète   principale,  et  deviendrait  une  partie   de  notre 
iystëme;  si  la  lune  était  b-eaucoup   plus  éloignée    de  ia  terre,    elle  ne  serait 
plus  notre  satellite,  mais  une  planète  principale,  ou  son  orbite  serait  si  com- 
pliquée,   que  notre  théorie  actuelle   ne  suffirait  pas  pour   la  calculer.     Il   est 
donc  clair,  que  les-  vérités  qui   seront  prouvées  ici,  ne  sont  pas  de  la  même 
généralité  que    les   lois  de  Kepler,    mais   qu'elles    dépendent   de  l'arrangement 
arbitraire  qu'il  a  plu  à  l'au-teur  de  la  nature,    de  donner  au  sj'stème  solaire. 
§.   5i.   Le  centre  de  granité   d'un  corps,    ou   d'un  système  de   corps,  est 
Î€  point,  à  regard  duquel   la  somme  des  momens  statiques  de  toutes  les  mas- 
ses qui  composent  le   corps  ou   le  système,   est  nulle,  ou  ce  qui  revient  au 
même,  le  point  dont  le   moment  statique,  si  la  masse  entière  j  était  réunie, 
par  rapport  à  un  point  quelconque,   est  égal  à  la  £omm_8  de-  tous  les  momens 
viatiques   du  système  par  rapport  au  même  point.  Soit  A  ce  point  {Fig.2i.)\ 
dans  lequel  nous  supposerons  le  soleil ,    Z    le  centre   de  gravité'  du  système, 
dont    la  position    est   déterminée    par-  les  coordonnées    rectangles    AXzr:X 
XYzz:  Y,  YZzzZj  soit  G    un  élément  quelconque  du  système,  ses  coordon- 
nées AEzzio;,   EFzzij;,  FGzzs;  et  nommons   u,  v,  %v,  les  coordonnées  de: 
G,   comptées  du  centre  de  gravité,  de  sorte  q^a'on  aura. 

sv^iz  —  z,     ij.  in  j  ~  Y  ,-    u^zx  —  X,- 
En  nommant  w  la  masse  de  Félément   G,  m'  celle  d'un  autre  élément  quel- 
conque dont  les  coordonnées  seront  marquées  d'un   trait,  la  première   définir 
taon  du  centre  de   gravité  donnera  trois   équations  de  cette   forme: 

oz=Lmu'^rnu'^-\-QQ\\.    o  ~  w^ -|- m'-u'-f- cet.     o  = /?2iv -f- /n'V -f  cet.. 
au   &i   l'on  désigne   par  X  la  somms    de   tous   les-  produits   qu'on  obtient  ea 
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multipliant  chaque  élément  du  système  par  sa  distance  au  centre  de  gravitil 
suivant  une  des   trois  directions  x,  j,  z^  ou  u,  n^,  w, 

(A) , . .  .  o  zz  2  .  77Î  î/^    0  m  S  .  wu,     o  iz:  S  .  ww. 
Si  l'on  nomme  la  masse  entière  du  système,  S.mzzM,    la  seconde   défini- 
tion du  centre  de  gravité  fournira  ces  équations: 

. .  (B)  . .  M..  X  —  S  .  mx,     M  .  Y  =z  S  .  my,     M  ,  Z  ='2  .mzi 
et  il  est  aisé   de  voir  que   cela   suit  nécessairement    des  équations   (A),    Em 
eiFet,  les  valeurs  .tztX-j-M;  jinY-f-i;^  sr=:Z-|-w^  donnent 

2  .  m  jjzi:  2  .  7n  (X  -f-  m)  m  2  .  /nX  -|-2  .  ?wm  :zz2î  .  twX, 
parce  que  ^.mwiiiQ  par  l'équation  (A).  Or  X  se  rapportant  au  centre  de 
gravité,  cette  abscisse  aura  la  même  valeur  pour  toutes  les  masses,  et  doit 
être  regardée  comme  une  constante  par  rapport  à  iriy  m',  etc.  d^où  il  suit 
2  .  mX  zz  X  .  2w,  donc  "2  .mxzzi  X  .  2mzz  M  .  X.  Il  en  est  de  même  des 
autres  coordonnées  Y,  Z,  ce  qui  donne  les  équations  (B). 
-  Si   l'on  se  rappelle   ce  qui  a  été  prouvé  (§.  47-^^   qu'en  supposant  les 

corps  célestes  sphériques ,  l'attraction  et  le  mouvement  se  font  précisément, 
comme  si  chaque  masse  était  réunie  à  son  centre,  il  est  visible,  qu'on  peut 
regarder  chaque  corps  G  comme  un  point  matériel  dont  la  masse  ^est  égale 
à  772;  ensorte  que  les  formules  précédentes  sont  applicables  à  tous  les  corps 
du  système, 

§.  Sa.  Lorsque  les  corps  du  système  sont  en  mouvement,  m  sera  une 
constante  relativement  à  chaque  élément  ou  au  centre  de  chaque  corps, 
mais  X,  y,  z,  seront  variables^  de  plus  ,  comme  le  centre  de  gravité  peut 
aussi  être  en  mouvement,  M  rz:  2  .  ttz  a  une  valeur  constante,  tant  que  le 
système  entier  n'est  pas  changé ,  mais  X,  Y,  Z ,  sont  variables.  Or  M  ,  X 
étant  zz  2  .  m  a;  zz  771  a; -{- 77i' a;' -f- cet.  (§.  5i.  (B)) ,  on  aura,  en  différentiant 
deux  fois^ 

CM .  aax  zz  m  aax  4- 77î'3  a^r' H- cet.  zz:  2 .  777  a3^,> 

^  ^  CM.8aYzz2.777  8aj-,  M  .âaZ=:2.7na32.         S 

Si  l'on  désigne  par  p,  -p' ,  la  force  motrice,  ou  les  pressions  que  les  élémens 
m^  772%  éprouvent  suivant  E  A  zz  — x,  par  q,  q' ,  les  pressions  suivant 
FEzz— j^    par   r^  / ,  celles   suivant  GFzz:  —  z,    dont  résulte  la  pression 
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swivant  G  Â,  «t  par  P,   Q,   R,    les  .pressions  du  centre   de  gravité  suivant  l^s 

p      p^        q  PO 

mêmes    directions:    les    forces    accélératrices    seront  — .^   — ^    -,    etc.    —,    -^^. 

--:  (§.    II.),   et  l'on  a  les   équations   (§.   17.   n,  ^.), 

d'crx^—"-^  Bt-,  ddx'  z=z~-^-^^  de,   ddXz=:~tlI  ^e    etc. 
■m  mf  M  ' 

d'où  il  suit,  mddx-^  m' ddx^-\~  cet.  i=-~2gde  (p-\-p' -^ceL),  elMddXz:z 
=— 2^P9i^^   donc   par  l'équation  (C), 

(D) P  zn  p -{- p' -\- cet.  —  X  p,    <?=zX'9',     R  =  Sr, 

c'est-à-dire,  la  pression  du  centre  de  gravité  suivant  une  direction  quelcon» 
que  est  la  somme  àes  pressions  que  tous  les  corps  du  système  éprouvent 
s.uivan^  la  même  direction. 

Maintenant  il  y  a  trois  cas  qui  peuvent  avoir  lieu:  les  corps  ne  sont 
sollicités  par  aucune  force,  ou  ils  sont  sollicités  par  leurs  propres  actions 
réciproques ,  ou  enfin  par  des  forces  étrangères.  Dans  le  premier  cas ,  les 
corps  du  système  se  meuvent  en  vertu  de  la  loi  d'inertie  «eule,  et  toutes  les 
îoïces  p,  p^,  etc.  sont  nulles,  donc  par  l'équation  (D),  Pizio,  Qnio,  Rmo^ 
d'où  il  suit  ddx-zzo,  83Xrr:o,  etc.  et  en  intégrant,  dxzi^zadt^  BXiuAd^, 
xzz:  b  -\-  ai,  X  zz  B -j- Ai!;  c'est-à-dire,  le  mouvement  de  chaque  corps  et  du 
centre  de  gravité  suivant  une  direction  quelconque,  et  par  conséquent  aussi 
le  mouvement  résultant  est  rectiligne   et  uniforme. 

Dans  le  second  cas  on  a,  en  vertu  de  la  réaction  (§,  ^3.),  p-\^p^ -\~cet. 
~zi  0,  ou  Xp  :rz  o,  I  ç  m  o,  S?-  izi  o,  donc  par  l'équation  (D)  P  z=:  o,  Q  =1:  o, 
Rzno^  d'où  il  suit,  ainsi  qu'on  vient  de  le  voir,  ddXzizo,  X~zB^Ai,  etc. 
Ainsi,  quelles  que  soient  les  ^actions  réciproques  des  corps  du  système,  pour- 
vu qu'aucune  force  étrangère  n'agisse  sur  eux,  le  mouvement  du  centre 
de  gravité  se  fera  exactement,  comme  si  les  corps  n'agissaient  point  l'un  sur 
l'autre;  il  suivra  la  loi  d'inertie,  et  les  actions  des  corps  du  système  n'au- 
ront aucune  influence  sur  lui,  çn  se  détruisant  réciproquement:  le  centre  de 
gravité  sera  donc  en  repos ,  ou  son  mouvement  sera  uniforme  suivant  une 
ligue  droite,  il  est  aisé  de  voir,  que  la  proposition  précédente  n'est  autre 
chose  que  la  loi  d'inertie,  appliquée  à  des  systèmes  entiers.  Chaque  corps 
est  au  fonds  un  système   de  toutes  ses  molécules ,   et  l'on   peut  regarder  les 

12       . 
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corps    d'un  système  comme   les  élémens  d'un  seul  corps  réuni    au  centre  de 

gravité.   De  même  que  chaque  corps  est  soumis  à   la  loi  d'inertie,  quels  que 

soient  les  mouvemens    ou  les  révolutions  qui  se  font  dans  son  intérieur,    et 

les  intervalles  vides  qui  se  trouvent  en-dedans  du  corps:   de  même   îe   centre 

de  gravité  d'un  système  entier  suivra  la  loi  d'inertie^    malgré  les  mouvemens 

et  les  actions   des  corps   qui  composent  le  système.     De    même  qu'une   force 

extérieure  est  nécessaire,  pour  faire  sortir  un  corps  de  son  inertie,  de  même 

il  faut  des  forces  étrangères,  pour  troubler  le  repos  ou  l'inertie  du  centre  de 

gravité  à\\n  système.     Cette  application  de  la  loi  d'inertie  à  des  systèmes  de 

plusieurs  corps,  est  de  la  plus  grande  importance  pour  Tastronomie  physique. 

Considérons    maintenant    le   troisième'  cas.     Soit  (l'/'g^   21.)  A  le  corps 

externe  qui  agit  sur  chaque  corps  du  système    G  ziz  m ,    suisant   la  direction 

G  A,  nommons  S  la  masse  de  A,  /^i^rGA,  KiizZA,  les  distances  du  corps  m  et 

du  centre  de  gravité  Z  au  corps  A,  et  employons  les  désignations  précédentes 

(§.  5i.).    Suivant  la  loi  de  la  gravité,  la  pression  de  m  suivant  GA  est  ~~  ^^ 

.,    ,       p     ,,      ,   r  .  <.        ,  S.mx  S.my 

dou  résultent  les  pressions  suivant   =— a>  — j^,  ■=— ^;,.  p  —  — ta""'   9-^  — jTs"^ 

r=:  "— 7T~"  5  ^^  ps^'  l'équation  (D);  \ 

F^S.S---^-,     Q__S.2-^,     R™„S.i— . 

Bans  notre  sj^slème  solaire  la  distance  d'un  corps  étranger,  k^  K,  est  infini- 
ment plus  grande  que  les  distances  des  corps  d'un  système  au  commun  centre 
de  gravité,  GZ:  on  peut  donc  regarder  u,  v,  W;,  comme  des  quantités  du  se- 
cond ordre  par  rapport  à  x,  X,  etc.  (§.  5ï.),  ensorte  qu'on  pourra  négliger  les, 
carrés  et  les  produits  des  quantités  — ^    — ^    —    (§.  5o.);  on  aura  donc 

A^'=:  x^+  Y^  -I-  z^  =  (X  -j-  uf  +  CY  +  'vY  -h  (Z  +  wT  = 

x=(;+i)>Y^(.+i;+z=(.+i;= 

X-  4.  Y^  -f  Z^  +..  a  X  i^  --f  2  Y  y  -|-  2  z  w  =z. 
K-  5  î  -1^     '^  ^-A- — -^  i  ,     d'où  il  vient 

*  ™.    ï'    5,     ,   £(Xîi-f- Y-u-J-Z  w)?— I J_  C  5  (Xu-4.Yv-hZ%u)  2        , 

■      k^^  ïî?  i      ^  '                ^^  S  K^  1  ^  K-"*  S  '       ' 

X  ce  3  X  (X  M-fYju  +  Z  ;u/) 
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en  substituant  dans  le  dernier  terme  X  au  lieu  de  xzi::X-\-u.  Il  en  suit  (D) 

T)  c     v"^^         C     ^    3  mX  (Xti-f-Y'u-f.Z'zy) 

P_S.^  — — b.^ ^^ — _ 

S  3  s  X 

-—  J  m  X  —  ^~-  (X  .  2  /72  i^  -[-  Y  .  2  wu  -|-  Z  .  S  m  w), 

parce  que  X,  Y,  Z,  ont  la  même   valeur  relativement  à  tous  les  corps  m,  Oïâ. 

en  conclura,   en  vertu    des  équations  (A)  (§.  Si.), 

S  S  s 

P— —  Sm:r,     q  —  —^my,     R  rz  —  E  m  5, 

S  .  BI  .  X 
et  par   les  équations  (B),  P  m  - — ,    etc.     Les   foi^ces    accélératrices    qui 

sollicitent  le   centre   de  gravité  suivant  ■ — X,  —  Y, — Z,  sont   donc 
P  S.X         0  s. Y         R  s.z 

M         "K3~  '         ÏVÏ         ~K3"  '         M  "r~* 

Si    le  corps    S  agissait    immédiatement   sur    le  centre   de.  gravité,    auquel   la 

■  s    M 

masse  du  syslème  entier  serait  réunie,   la  pression  suivant   ZA  serait  zz— . — , 

s     M    X  ■^ 

d'où    résulteraient    les   pressions—!—-^ — ,  etc.  suivant  XArr:  — X,  etc.  donc 

SX 

les  forces  accélératrices-^—,  etc.  Il  en  suit  que,  si  des  forces  étrangères 
agissent  sur  les  divers  éiémens  d'un  système,  le  mouvement  du  centre  de 
gravité  du  syslème  se  fera  exa^ctement,  comme  s'il  était  seul  sollicité  par  les 
forces  étrangères,  toute  la  masse  du  système  étant  réunie  au  centre  de  gra» 
vite.  Mais  cela  n'est  exact,  que  dans  la  supposificn  que  la  distance  du 
corps  étranger  est  si  grande  par  rapport  au  diamètre  du  système,  qu'on  peut 
négliger  les  puissances  du  diamètre  plus  élevées  que  la  première.  Il  en  suit 
1)  que  les  perturbations  que  par  ex.  la  lune  jdu  les  satellites  de  Jupiter 
éprouvent  par  l'action  du  soleil  ou  d'une  autre  planète,  ne  peuvent  résulter 
que  du  carré  et  des  puissances  plus  élevées  de  la  distance  de  la  lune  à  la 
terre,  divisée  par  la  distance  du  soleil;  2)  que  ce  résultat  extrêmement  sim- 
ple,  d'où  dépendent  l'ordre  et  l'harmonie  des  mouvemens  planétaires,  n'est 
dû  qu'à  l'arrangement  arbitraire  de  notre  système  solaire,  et  qu'il  peut  exi^ 
ster  des  systèmes,  où  la  même  simplicité  n'a  point  lieu. 

Au  reste  il  est  aisé  de  voir,  que  le  résultat  sera  îe  même  dans  tell© 
autre  loi  de  l'attraction,  qui  pourra  être  exprimée  par  li^,  h  étant  la  distan- 
cée des  deux  corps.  En  effet,  on  a  comme  ci-dessus,  ^zi:K[i-{ ^^lt_^l_2!^V 

En...faisant  donc  pour  abréger,   X«-{-Y'i;-j-Zwzi:U,  on  aura 
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P  =1=  J/j  :=  S.  27«^K^-ï -)-(«—  i)S,.X//i:rU.K^-3, 
liC  dernier   terme    est  égal   au  premier,   multiplié    par  ^^ — — ^ — -;    or  K  étant: 

xi. 

supposé  infiniment  plus  grand  que  U,  le  dernier  terme  sera  très- petit,  à 
moins  que  n  ne  soit  un  n£)mbre  immense  |  de  sorte  qu'on  peut  ^  meUre  X 
à  la.  place  de  ^znX-f-z'?   ce  qui  donnera 

P  —  S  .  EmxK^-'  -f  Qi  —  i)  S  .  2^;2E^~3  „X(Xa4-  Ya;  +  ZV).. 
Fuisqùe  X,  Y,  Z,  R,    ont   la  même  valeur  pour  tous  les  corps  m,  on  peut 
ilfeire  sortir  ces  coardonnées.  du  signe  "2,  d'où  il  viendra^  ' ..  ~ 

.      Pz=S.K^-^J/>^a:-^(/^— i)SK'^~3x  {X.I.mu^Y  .1  ??îv-j-Z.Jmw  }  .^ 

©r  4a  propriété  du  centre  de  gravité  donne  (A)  (B),  'Smuzno,  J^mvzzz.o.^; 
2'7Mv=zo,,  e;  2^r:rii:M  .X:.  on  aura  donc  P  zz  S.  M.X.K"'"'^  et  les  force^i 
aiîcélératrices  du  centre   de  gravité,  qui.  résultent  des   forces  étrangères^, 

—  M  '     ^  ' 

Si  le  centre  de  gravité ,  renfermant  la  masse  entlCTe  du  système,  est  sollici» 
îé  seul  par  le  corps  S,  il  épi*ouvera  là  pression  S  M  K"^  suivant  ZA,  donc 
suivant  X,  Y,  Z,  les  pressions  SMXK^~%  SM YK^-%,  SM'ZK^~%  d'où  ré- 
sultent les  mêmes  accélérations  P",   O',  K'. 

§;  53.  En  vertu  de  la  gravitation  universelle  if  est  iinpossibîë,  qu'un 
système  de  corps  soit  en  repos;  et  puisque  les  systèmes  lès  plus  éloignés  s'àt- 
Mrent  réciproquement ,  il  est  visible,  que  tout  dans  l'univers  doit  être  en 
mouvement;  mais  dans  tous  ces  moiivemens,  les  lois  relatives  au  centre  de 
gravité,  que  nous  venons^  de  prouver,  auront  constamment  lieu.  Deux  corps 
isolés  forment,  en  vertu  de  leur  attraction  réciproque,  un  système,  ainsi; 
que  là  terre  et  la  iune,  le  soleil  et  ià  terre,  en  faisant  abstraction  des  per- 
turbations. D.ins  un  pareil  cas,  les  deux  corps  doivent  être  en  mouvement,, 
îe  corps  central  aussi  bien  que  le  satellite:  car  a  là  rigueur  il  n'existe  point 
de  corps  central,  a  cause  de  là  réaction,  mais  le  véritable  centre  du  mou- 
-vement  est  le  point  qui  est  seul'  en  repos,  ce~  qui  est  ie  centre  de  gravité 
de  tt>us  ici»'  corps.     Si    ce  puin^   a  un-  mouvement    uniforme    en  ligne  droite,. 
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te  syslëme  entier,  ou  si  l'on  veuf,  la  portion  de  l'espace  absolu,  qui  est  oc* 
Êupée  par  le  système,  aura  le  même  mouvement;,  cet  espace  sera  transporté 
comme  une  assiette,  sur  laquelle  plusieurs  toupies  circulent,  sans  être  déran- 
gées par  le  commun  mouvement.  Dans  cette  portion  de  l'espace  le  mouve- 
ment des  divers  corps  se  fait,  comme  si  le  centre  de  gravité  était  en  reposj 
et  leur  mouvement  relatif,  qui  est  le  seul  objet  de  l'astronomie,  n'est  point 
dérangé  par  le  mouvement  du  centre  de  gravité.  Quand  on  fait  des  recheE- 
ehes  sur  le  mouvement  des  planètes  autour  du  soleil,  on  ne  demande  pas, 
si  le  soleil,  et  par  conséquent  tout  le  système  solaire,  a  un  mouvement 
de  translation,  qui  peut  être  curviligne,  s'il  est  dû  à.  des  forces  étrangères.  On 
peut  donc  regarder  le  centre  de  gravité  comme  un  point  fixe,  et  comme  le 
seul  centre  immobile  du  mouvement.  Si  deux  corps  s'attirent  réciproque- 
ment, les  orbites  relatives  qu'ils  décrivent  l'un  autour  de  l'autre,  aussi  bien 
que  celles  qu'ils  décrivent  autour  du  commun  centre  de  gravité,  doiveni 
être  semblables }.  les  dernières  étant  en  même  tems  lea  véritables  orbites  j.  si 
le  centre  de  gravité  est  en  repos.. 

Puisque  le  centre  de  gravité  Q.  {Fig.  6,)  est  constamment  sur  la  droi- 
te SP  ou  TO  qui  joint  les  deux  corps,  ils  doivent  nécessairement  décrire 
autour  de  C  des  angles  égaux  SCT,.  PGQ,,  dans  le  môme  tems:  leurs  vitesses- 
angulaires  et  leurs  révolutions  sont  donc  égales.  D'ailleurs,  en  nommant 
S,  P,  les  deux  masses,,  les  distances  seront  toujours  dans  le  même  rapportj 
CS:eP::CT:GQ:tP:S^  d'oij  il  suit,  q^ue  les  orbites  autour  de  C,  ST,  PO, 
sont  des  courbes  semblables.  Supposons  que  les  deux  corps  aient  parcouru 
les  arcs  ST,  PQ,  et  tirons  Stt,  parallèle  et  égale  à  TQ:  alors  -n:  aura  la 
même  position  relativement  à  S,  que  Q  par  rapport  à  T3  tt  est  donc  le  lieu 
relatif,  et  Ptt:  l'orbiJe  relative  de  P  autour  du  corps  S,  supposé  immobile. 
Qr  on  a  CTzn^CQ^  donc  TQ— ^^CQzStt,  et  pareillement ^^m^^.^ 
d'où  il  suit  S-a-zz—  CQ,  ou  CP  :  CQ  ::  SP  :  Sir,  et  PSir  zz:  PCQ  —  SGT. 
Les.  trois  orbites,  P  Q,  ST,.  P-rr,,  sont  donc  parfaitement  semblables^  et  décrL- 
îes  dans  le  même  tems.  Les  axes  et  toutes  les  lignes  analogues  de  ces  trois, 
orbites  sont  entre  elles,  comme  les  distances.,  GP,,  G  S,  SP,,  et.  par.  coiiséqueni. 
€©mme  les  masses.  S,.  P,  S  4- P,, 
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§.  54-  Il  faut  maintenant  chercher  la  relation  qui  existe  entre  les  or- 
bites relatives  que  nous  venons  de  déterminer,  et  celle  qui  aurait  lieu,  si  S 
était  en  repos,  en  attirant  P,  sans  être  attiré  par  la  réaction  de  P;,  ainsi 
que  nous  l'avons  supposé  jusqu'ici.  On  a  vu  que  les  planètes  doivent  dé- 
crire des  sections  coniques  autour  du  soleil,  si  elles  sont  sollicitées  par  une 
seule  force  dirigée  vers  le  soleil  immobile,  et  réciproque  au  carré  de  la  dis- 
tance; mais  il  s'agit  maintenant  d'examiner,  si  les  orbites  relatives-  autour  du 
soleil  mobile,  et  autour  du  centre  de  gravité,  seront  encore  les  mêmes  se- 
ctions coniques,  malgré  la  réaction. 

Les  deux  corps  P,  S,  sont,  dans  chaque  instant,  sollicités  suivant 
PS  et  SP,ou  QT  et  TQ,  et  C  est  le  seul  point  qui  soit  commun  à  toutes 
ces   directions  :    le  centre  de  gravité   C  est  donc  le  centre  des  forces ,   et  P 

est  poussé  vers   C   par  une   force  accélératrice  qui    est  constamment  propor- 

s  s 

tionnelle  à ou  - — r .  En  nommant  x  la  distance  entre  les  deux  corps  PS  ou 

QT,    j  la   distance  variable  du   corps  P  au   centre  de  gravité,    CP  ou  CQ, 

et    zz.m,    on  aura  constamment  x'CHmyj    d'où    il  suit  que  P  est  solli- 

S  .                     S             s 

cité  par  une  force   centrale,  dirigée  vers  C,  et  proportionnelle  à  ~  :zr:  — ^ — ^ 

S  0^           TU  y 

ou  à — ,  et  l'on  trouvera  de  la  même  manière,  que  la  force  qui  agit  sur  S, 
y*                               p 

est   proportionnelle  à  — ;r:^  •  Ainsi    tous    les    deux    corps   sont   solliqités  par 

des  forces  centrales,  dirigées  vers  le  centre  de  gravité,  supposé  immobile,  et 
réciproques  au  carré  de  leurs  distances  à  ce  centre.  Ils  devront  donc  se 
mouvoir,  comme  s'ils  étaient  attirés  seulement  par  un  corps  central  demeu- 
rant en  repos  dans  le  centre  de  gravité,  suivant  les  mêmes  lois,  suivant  les- 
quelles les  corps  mêmes  s'attirent  réciproquement:  d'où  il  suit,  que  leurs 
véritables  orbites  autour  du  centre  d&  -gravité,  ainsi  que  les  orbites  relatives 
de  l'un  autour  de  l'autre,  seront  également  des  sections  coniques,  décrites 
conformément  aux  lois  de  Kepler.  Nous  allons  voir  quelle  différence  il  y  a 
entre  la  section  conique  décrite  autour  du  centre  de  gravité,  et  celle  que 
le  corps  P  décrirait  autour  du  corps  S,  supposé  inlmobiîe,  s'il  n'y  avait 
point  de  réaction. 

§.   55.   Si   le   corps  P  seul   est  attiré  par  S,    il  sera  sollicité  par  une 
force,  proportionnelle   à  la  masse  S;  et  il  en  est  de  même  de  S.  Si  les  deux 
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corps  s'attirent  réciproquement,  chacun  sers  sollicité  par  la  même  force  que 
dans  le  premier  cas^  mais  S  se  moiwant  en  même  tems  suivant  la  direction 
opposée,  le  mouvement  relatif  sera  plus  rapide,  et  la  durée  d'une  révolution 
plus  courte:  par  conséquent,  si  la  vitesse  de  projection  est  changée  ensorte 
que  les  deux  révolutions  soient  de  même  durée,  le  grand  axe  de  l'orbite  rela- 
tive doit  être  plus  grand.  Lorsque  P  estarrivé  en  Q,  PSQ  est  le  vrai  mouve- 
ment autour  du  corps  S,   supposé  immobile;   tandis   que  PS-ttI^zPCQ  est  le 

mouvement  relatif  autour  du  corps   S,  allant  de  S  à  T,  etPGQ  est  plus  grand 

S 
quePSÇ.  Le  corps  P  est  soliicilé  suivant  PS  ou  PC,  par  une  foice  -— .     Si 

l'on  veut   y  substituer  en  G  une  masse  .centrale  C,  sa  force  accélératrice  sera- 


c    s 


2 ,  u  oii  Ton  tirera  ■:7-;3;  ziz  -^r-.;:^  ,    donc 


s  p*  _  vs  -f  p/ 
Puisque  la  section  conique  est  déterminée  par  la  vitesse  de  projection 
dans  un  point  quelconque  (§.  33.),  on  peut  demander,  quel  rapport  aura 
lieu  entre  les  orbites ,  si  les  vitesses  sont  égales  dans  deux  points  analo- 
gues, ou  bien,  quel  doit  être  le  rapport  entre  les  vitesses,  pour  que  les  or- 
bites soient  les  mêmes.  Soit  (F/g,  6.)  P?r  l'orbite  relative  autour  du  corps 
S  qui  est  aussi  en  mouvement,  P Ç)  la  véritable  orbite  autour  du  centre  de 
gravité  C,  Qipç  [i^^'g-  7O  l'orbite  que  P  décrirait  autour  du  corps  S,  si 
celui-ci  était  immobile  en  s;  et  nommons  V  la  force  centrale  de  S,  par  la° 
quelle  P  est  accéléré  dans  l'un  et  l'autre  cas,  T,  0,  les  durées  des  révolu- 
tions dans  les  orbites  VQ  et  pg^  r,  ô,  deux  tems  infiniment  petits,  et  t  :  ô  :  :■ 
T  :  0.  Maintenant,  si  les  orbites  Ptt,  pç,  doivent  être  égales  et  semblables,. 
PQ  et  pq  seront  aussi  semblables,  parce  que  PQ  et  Ptt  le  sont  (§.  53.). 
Supposons  que  P,  p^  soient  deux  points  analogues,  par  ex.  les  périhélies^, 
PR,  pr^  les  tangentes,  PQ,  pc/^  les  arcs  parcourus  dans  les  tems  r,  $y  u^  v^. 
les  vitesses  en  P  et  p.  Cela  posé ,  les  angles  PCQ,  psq,.  sont  égaux,  et 
les  figures  PCQ,  PCR,  QVR,  et  psç,  psr,  qpr,  sont  semblables,  à  cause 
de  T  :  ô  ::  T  :  0j  et  toutes  les  lignes  analogues  dans  les  deux  orbites  seront 
entre  elles  comme  CP  est  à  sp,  ou  CP  à  SP,  parceque  5p=:SP.  Pendant: 
qjifî;  le  corps  P  est  allé  à  Q,  il  aurait  parcouru  PR.  sur  la  tangente,,  en  vertui 
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de  l'inertie,  si  la  force  centrale  V  ne  l'avait  forcé  de  décrire  RQ:  on  a  done 

PR  =  MT,     RQ— ^Vt^  (§.   17.),     pr=:v$,     rq—gY^; 
d'où  l'on    tire 


u-"         v'  yKQ     yrq 

Or  PR'.pr::RQ:rf/::CP'.SP,    donc  u'.v.'.VCP  rVSP'.tyS  :  V.S  -f  P). 
Ainsi  le  corps  P ,    étant    lancé    de  p   avec  la  vitesse  1;  zz:  e^  .  V^  ,    décri- 

rait autour  du  corps  S  immobile,  précisément  la  même  section  conique   qu'il 
décrit  aiitour  du  corps  mobile  avec  la  vitesse  u.     On  a  d'ailleurs 


(0 ez^TV 


~hP 


s 

Si  les  forces  accélératrices  sont  récipro^^ues  .au  carré  de  la  distance;^ 
ce  <^ui  est  le  cas  dans  notre  système  solaire,  les  deux  orbites  Ptî,  pç,  auront 
le  même  grand  axe  A,  parce  qu'elles  sont  supposées  égales  et  semblables^ 
mais  les  révolutions  T,  ©,  qui  répondent  au  même  axe  A,  seront  différentes. 
Supposons  que  P  décrive  autour  du  corps  fixe  5^  une  autre  ellipse,  dont 
l'axe  soit  O;,  et  la  révolution  t  au  lieu  de  0:  cela  posé  on  aura,  suivant  la 
troisième  loi  de  Kepler  ^  i^  zi:  ©  K  -— 1=  T  F  — — - — ■'  En  supposant  don« 
iizzT,  il  viendra  ^ 

« '■  =  ^^sh^ 

d'oii  il  suit,  que  les  grands  axes  des  ellipses,  décrites  dans  le  même  tema 
autour  d'un  corps  S,  supposé  en  repos  et  en  mouvement,  c'est-à-dire  en  fai» 
sant  abstraction  et  en  tenant  compte  de  la  réaction,  seront  entre  eux  comme 
les  racines  cubiques  de  la  masse  S,  et  de  la  somme  des  masses  S,  Pj  au 
lieu  que  les  durées  des  révolutions,  0,  T,  seront  entre  elles  comme  les  raci^ 
nés  carrées  de  la  somme  S  -|"  P  et  de  la  ma^se  S ,  si  les  distances  ou  .les 
grands  axes  sont  les  mêmes. 

§.  56.  Il  est  aisé  d'appliquer  les  théorèmes  pr^cédens  au  mouvement 
des  planètes.  Malgré  les  mouvemens  compliqués  et  la  grande  variété  des  ac- 
tions de  toutes  les  planètes,  comètes,  et  satellites  du  système  solaire,  le  centre 
de  gravité  du  soleil  et  de  tous  ces  corps  peut  être  regardé  comme  immobile, 
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quoiqu'il  y  ait  toute  apparence  que  le  système  solaire  a  un  mouvement  pro- 
pre   qui    sera    rectiligne    et    uniforme ,    s'il    n'est    pas   altéré    par    des  forces 
étrangères  ,    ou  qui  dans  le  cas  contraire    résultera    de  l'attraction    des   corps 
étrangers    (§.    52.).     Mais    Ir    soleil  est    en    mouvement ,    aussi    bien   que    les 
planètes:    le  système    de  Copernic    n'est  donc   pas  rigoureusement  vrai,    mais 
il    approche    de    la  vérité    plus    qu'aucun    autre,    parce    que    le  soleil    est  la 
plus    grande    masse,    et    par  conséquent    le   plus   près    du  centre    de  gravité 
du   sytème   entier,    qui   est   le  vrai   point   central    du  mouvement.    Le    soleil 
n'est  pas  le   corps  central,    mais   une  planète,    qui  circule  autour    du  centre 
de  gravité,    comme  les  autres,    dont  elle   se  distingue  seulement  par  la  gros- 
seur de  sa  masse.     Si   Jupiter  avait   une  masse   800    ou  900  fois  plus  grande, 
le  centre  du  mouvement  de  toutes  les  planètes,  y  compris  le  soleil  et  Jupiter, 
serait  constamment  à  peu  près  si!lr  le  miilieu    de  la   ligne  droite   qui  joint  ces 
deux  corps.     Si  l'on  ne  compare  le  soleil  qu'avec  une  seule  planète ,   par  ex. 
Jupiter,    il  est  facile  de  déterminer    les   orbites:    cette   planète  décrit  autour 
du  soleil,  en  douze  ans,    une  ellipse  dont  le  demi-grand  axe  est  5,2  et  l'ex- 
centricité o,  o5.     Comme  ce  résultat  est  trouvé  par  observation,  il  donne  l  or- 
bite relative  qui  est  l'objet  des  tables  astronomiques.    Dans  la  même  période, 
Jupiter   et  le  soleil  décrivent,    autour   de  leur  centre   de  gravité,   des  ellipses 
de  la  même  excentricité;  qui  sont  leurs  véritables  orbites.     Le   grand  axe  de 
l'ellipse   de  Jupiter  est  à   10,  4  comme   la  distance   de  Jupiter   au   centre  de 
gravité  est  à  sa  distance  au  soleil,  ou  comme  la  masse  du  soleil  est  à  la  som- 
me des  deux  masses^  et  l'axe  de  l'ellipse  du  soleil  est  à  10,  4  comme  la  mas- 
se de  Jupiter  esta  la  même  somme:   le  premier  demi-axe  est  donc  5,19682^  le 
dernier  est  o,oo4i8,  environ  deux  rayons  et  demi  de  l'orbite  lunaire,  ou  loo 
demi-diamètres  de  la  terre,  ensorte  qu'en  supposant  la  parallaxe  du  soleil  H 8'  ,65, 
le  centre  de  gravité  de  ces  deux  corps  est  en  dedans  du  soleil,  mais  très-près 
de    sa  surface,    la  distance   n'étant   que   de  onze  demi -diamètres    de  la  terre. 
L'orbite  apparente  du  soleil  autour  de  Jupiter  est  la  même  que  forbite  rela- 
tive de  Jupiter  autour  du  soleil.    Toutes  ces  orbites  sont  décrites  suivant  les 
trois  lois  de  Kepler.     Mais  ce  mouvement  est  troublé  par  l'action    des  autres 
planètes:    les  perturbations    de  la  planète,    dont  il  sera  parlé   dans  la  suite, 

13 
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sont  peu  considérables,  à  cause  de  la  petitesse  des  masses  des  planètes  par 
rapport  à  celle  du  soleil,  et  ne  changent  pas  sensiblement  la  figure  de  rorbite 
de  la  planèlej  mais  celle  du  soleil  peut  être  entièrement  défigurée  par  les  au- 
tres planètes  qui,  selon  leurs  positions,  peuvent  doubler  ou  détruire  ractioa 
de  Jupiter.  Le  mouvement  du  soleil  autour  du  centre  de  graWté  du  système 
entier  fera  donc  des  oscillations  continuelles  ,  et  sera,  composé  d'une  infinité 
de  petits  arcs  elliptiques.  En  vertu  des  variations  continuelles  de  la  positioa 
et  de  la  distance  des  corps  qui  agissent  sur  le  soleil ,  principalement  des  co- 
mbles dont  nous  ne  connaissons  ni  le  nombre  ni  les  masses,  le  "mouvement 
du  soleil  est  tellement  compliqué,  qu'il  est  impossible  de  le  soumettre  au  cal- 
cul. Mais  il  est  aisé  de  voir,  que  ce  calcul  serait  inutile,  parce  que,  indé- 
pendamment de  ce  calcul,  on  trouve  l'orbite  relative  de  cliaque  planète  autour 
du  soleil,  qui  est  le  seul  objet  de  Tastronomie,  en  employant  la  somme  dès 
îfnasses  du  soleil  et  de  chaque  planèfe  au  lieu  de  la  première ,  d^autant  plus 
que  le  centre  de  gravité  du  système,  autour  duquel  se  fait  ce  mouvement, 
est  peu  éloigné  du  centre  du  soleil.  Ea  supposant  par  ex.  toutes  fes 
planètes  en  con)onctioîi  héliocentrique,  la  distance  du  centre  de  gravité 
au  centre  du  soleil  sera  0,008  rayons  de  Forbite  de  la  terre,  ou  1,734  demf= 
diamètreg  du  soleil ,  de  sorte  que  le  centre  de  gravité  sera  é'ioigné  de  la  sur- 
face du  soleil  de  |  de  son  demi-diamètre.  Dans  tous  les  autres  cas  fa  distan- 
ce  sera  beaucoup  m&indre;  et  si  les  masses  des  planètes  et  des  comètes  sont 
dispersées  de  tous  côtés,  ce  qui  sera  ordinairement  le  cas,  le  ceniie  de  grs'=- 
Tîté  du  système  coïncidera  à  peu  près  avec  le  centre  du  soleil. 

Les  autres  propositions  (§.  55.)  ne  sont  d*aucune  utilité  pour  Fastrono» 
mie,  parce  qu'elles  servent  à  déterminer  ce  qui  arriverait  dans  un  cas  qui  n'^a 
pas  lieu  dans  la  nature,  c'est-à-dire,  si  lés  planètes  n*exerçaient  aucune  réa- 
ction sur  le  soleil.  Ce  qui  importe  de  savoir,  a  été  prouvé,  savoir,  que  rat=' 
traction  réciproque  ne  change  rien  aux  lois  de  Kepler,  qui  sont  [a  base  âiu 
mouvement  des  planètes  autour  du  centre  de  gravité,  et  de  leurs  orbites  rela= 
tives  autour  du  soleil,  aussi  bien  que  du  mouvement  autour  d^un  corps  cea* 
irai  immobile  {^), 

^Nsaî    Phil.  J^at.  i>nna.  Math.  iAh,  I.  L9g.  CoroU  IF.  Frop.  LVll  —  LU..    fit  iJJ.  UU 
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§.  B'].  La  seule  chose  qui  éprouve  un  petit  changement  par  l'attracti- 
on réciproque,  c'est  îa  troisième  loi  de  Kepler,  et  la  détermination  des  grands 
axes  des  orbites  suivant  cette  loi.  Si  deux  planètes  P,  p>  circulent  autour 
du  soleil  S,  nommons  A,  a^  leurs  distances  moyennes  au  soleil,  T,  f,  leurs 
révolutions  dans  Forbite  relative ,  qui  sont  données  par  les  observations ,  et 
©,  d,  les  durées  de  leurs  révolutions  qui  auraient  lieu,  si  le  soleil  était  immo- 
bile ,    la   réaction    des   planètes    étant   nulle.    Cela  -posé,    on   a    (§.    55^  (i)) 

-  s  '  P 
©zzTV  ———5  ou  en  prenant  pour  unité  la  masse  du  soleil  S, 

0==Ty(î  f  P),         êz=:iy{i-^p), 
€t  suivant  la  troisième  loi  de  Kepler,  0^  :  a^  :  :  A^  :  a^,  d'où  il  suit 

(i)  .  .  .  .  A  :  a  :  :  T^  (I  4- P)' :  ^*  .1 -f/')^  . 
Si  P  représente  la  terre,  T  sera  l'année  sidérale,   et  A :z:  î  le  rayon  de  For" 
bite  é£  la  terre,  d'où  il  vient 

En  nommant  N ,  n^    les  moyens  mouvemens  de  la  terre  P  et  de  la  planète  p 
dans  un  tems  quelconque,  on  aura  N  :  72  :  :  ^."  T,  d'où  il  suit 

(^) •  ■  • -=  t/ (rr?;- =  t/ (' +  3  - FJ- 

I*a   théorie    de  Kepler    donnerait ,   au   lieu   des  équations  (2)  (3)  ^  ^ 

Si  Ton  nomme  x,  y,  z,  les  trois  coordonnées  rectangles  du  corps  S, 
âb*,  y%  z' ,  celles  du  corps  P,  leur  origine  étant  au  centre  de  gravité^  la  dis» 
tance  de  P  à  S  sera 

et  les  forces  de  S  qui  sollicitent  P  suivant  — x,  — y,  — z,  seront 

celles  de  P  qui  sollicitent  S  suivant  les  mêmes  directions, 

Qr  on  a,  conformément  à  la  nature  du  centre   de  gravité,  S  :»  -^  P  *'  —  ©^ 
S^4-Py  =  o,  S2-|-P/  =  o,  d'où  il  suit 
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Si    Ton   nomme  §,  §' ,    les  dislances    àes  corps   S  et  P  au  centre  de  gravité, 
on  aura 

donc  en  vertu   des  équations   (4)  et  (7), 


-     - 

r 

— 

,     et    r; 

—  ■ 

Ces  valeurs  de 

r  donneront 

(5)  (6) 

et  (7), 

h  — 

p3 

X 

,     kz~ 

p3 

y 

f    l  = 

T» 

s   , 

■  (S  ^  P)-  ■ 

(S  +  F)> 

e' 

h'=z 

-    s-^ 

x' 

,    k'- 

S^ 

y' 

.    l'- 

S^ 

2.' 

■  {S-i-FY 

(S-HP)^ 

(S-j-P)» 

'r' 

Or  on  a  (g.  17.  n.  4.)  ---  =  ^a^A,  --  zz  —  ag/r,  --  =:-^2gI,  donc 

l,o; ^^2  —       (sh-pp    ^3'eic.  v9;----   ^^2   —      ^s-hPi»    £'^' 

Il    s'en  suit,    que  les   corps    S   et  P   tournent    autour    du  centre    de  gravité, 
comme  s'ils  étaient  attirés  vers  ce  centre,  en  raison  inverse  du  carré  des  di- 

P3  33  ^      . 

stances ,  par  les  masses  — — :=—    et    -, . 

'    ^  tS+P)2  (S-i-P)^'' 

Pour  déterminer  le  mouvement  relatif  de  P  autour  de  S,  il  faut  re- 
garder le  corps  S  comme  immobile,  et  réduire  les  coordonnées  de  P  à  ce 
point   fixe  S.     En  nommant  ces  coordonnées  ^,  y\,  $",  on  aura 

S  -+•  P  s  -h  p 

On  a  donc  {'])  ^.  ziz ——  x^ ^  et  dd^-^z——  ddx;  ce  qui  étant  substitué  dans 

l'équation  (o),  donne --^  zi:  — -  7—.=— ". -|-.     Mais 

e'  =  y(x-+y"4-0=  i^-p- "^fé'  +  i'  +  n=  ^,  donc 
ii|=-.,(s+P)i,  ^^:=_.^^s-^P)i,  i-^i=_.,(s+P)l, 

r  étant  la  distance  de  P  à  S,  et  ^,  v),  $*,  les  coordonnées  de  P ,  prises  du 
point  fixe  S.  Le  mouvement  relatif  de  P  autour  du  corps  S,  regardé  comme 
immobile;,  est  donc  le  même  que  celui  qui  aurait  lieu,  si  P  était  attiré  par 
S  avec  la  forcjB  S -h P.  Comme  l'astronomie  ne  considère  que  les  mouvemens 
relatifs,  il  faut  mettre  la  somme  des  masses  du  soleil  et  de  chaque  planète^ 
S-|-Pj  au  lieu  de  S:   ce  qui  est  la  correction  précédente  de  la  théorie  de 
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Kepler,     Suivant  celte  lliéorie   on  a  trouvé   (§.  82.  (9))  a^  ji'^  zn  igf^  zz:  2gS 

(§.  28.),  la  masse  de  la  terre  étant  prise  pour  unité  des  masses,   et  le  rayon 

de   la  terre    pour    unité    des  lignes.     La    correction    consiste    donc    à   mettre 

a^n'^:^2  2g[S-\-V)  au  lieu  de   a^n'^ziz-igS.     Si    Ton  veut  exprimer  toutes  les 

P 
niasses  par  celle   du  soleil,  en  faisant  Szzi,  --ziim,  on   doit  multiplier  les 

masses   par  le   nombre  ^t  qui  indique,   combien  de  fois  la  masse  de  la  terre 

•st  renfermée   dnns  celle  du  soleil.     On  a  donc 

(A) 7i^  «3    —    2  gr  ^    (l    _}_  ^)^ 

n  étant    le  moyen  mouvement  en   parties  du  rayon,    pour  une  seconde,   et 

a,  g,    étant    exprimés    en  rayons    de   la  terre   (§.  28.).     Suivant    Bouguer   g 

€st    ~ r  ,  donc 

1307916 

Si  l'on  désigne  par  a  le  demi-grand   axe  de   l'orbite  planétaire  en  parties  de 

la  moyenne  distance    de  la  terre    au  soleil,    ainsi    que    cela  se  fait  dans  les 

iables  astronomiques,  et  par  vs  la  parallaxe   du  soleil  zn  8'',  6j    la  valeur  de 

a    dans    Téquation    (A)   sera  —  =  2^984,  28  .a  ziz  v.  ,  a,      d'où     il     vient 

3  vs 

v.^  zn  3'^i^^iQ  -HZ  e,  donc 

(B)  ....  n*a^zz  -^  (i  -f-  m),  et  nu^  zz      ^      ^- -, 

Si   les  mêmes  quantités,    relatives    à  une  autre  planète,  sont  marquées   d'un 
trait,  on  aura 

(C)  .  .  .  .  n*  a^  :  n'^  «^  :  :  i  -j-  ttî  :  i  -|-  m\ 
En  substituant  azzzi  ^   et  le  moyen   mouvement  de  la  terre  nz^  o'',o^ii  -rz 
0,0000001992534=:  V,  et  négligeant  la  masse  m  de  la  terre  par  rapport  à  celle 
du  soleil,  on  aura 

(D)  . . . .  n'^  a'3  -^  v^'. 
On  peut  déterminer  le  mouvement  relatif  d'une  planète  autour  du 
soleil,  et  la  correction  des  lois  de  Kepler  qui  en  résulte,  d'une  manière 
fort  simple.  Si  la  planète  P  {Fig.  8.)  décrit  autour  du  soleil  S  l'arc  Vp^ 
pendant  que  le  soleil  marche  de  S  en  s,  son  lieu  relativement  au  soleil  sera 
déterminé  par  la  ligne  sp.  Ayant  donc  mené  la  droite  Stt,  égale  et  parallèle 
SD ,  -n-  sera  son  lieu,    et^PTr   son  mouvement  relatif  au  «oleil. 
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îriimobîle  en  S.  Ce  mouvement  P'Tt  est  composé  du  mouvemient  vrai  Fp  et 
de  p  iT,  lequel  est  égal  et  contraire  au  mouvement  vrai  du  soleil,  parce  que 
S'jrps  est  un  parallélogramme.  Ainsi,  pour  déterminer  le  mouvement  relatif 
d'une  planète,  on  n'a  ■qu'à  Im  attribuer,  outre  son  vrai  mouvement,  un  autre 
qui  est  égal  et  contraire  à  celui  du  soleil;  ce  qui  se  fait,  en  concevant  la 
planète   sollicitée    par   ia  forée   qui  agit  effectivement    sur   elle,    et  par  celle 

qui  agit  sur  le  soleil,  mais  suivant  la  direction  opposée,   et  en  supposant  le 

S  P 

soleil  immobile.     La  première   force  est  ^^  suivant   PS,    et   la  seconde  — — 

S  -+-P 
suivant   SP:    d'où   il  résulte   une   force  accélératrice   de  la  planète   zz  -r-^rr- 

S  P" 

ireïs  le  centre  du  soleil,  ou  la  masse  S-|-P  au  Heu  de  S,  comme  ci-dessus  j 
ce  qui  suffit  pour  expliquer  tous  les  pîiénomènes  du  mouvement  relatif.  Si 
la  planète  est  Le  corps  central  d'un  ^stème  particulier,  comme  la  terre,  Ju- 
piter, Saturne  et  Uranus,  le  système  entier  se  mouvra  autour  du  soleil, 
comme    si    toute   sa  masse  était  réunie    au   centre   de  gravité   (§.   Sa.):    il  faut 

donc  mettre  à  la  place  de  P  la  masse  de  la  planète  et  de  ses  satellites,  pour 

S  H-  P       .         .  . 
avoir  la  force  -r-^  qui  sollicite  le  centre  de  gravité  du  syilème. 
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CHAPITRE      IV» 
Masse  et  densité  des  corps  qui  forment  le  système  solaire. 

§,  58.  KJdns  supposer  l'attraction  universelle,  prouvée  précédemment, 
il  est  certain,  que  tous  les  corps,  autour  desquels  d'autres  corps  décrivent 
des  courbes,  sont  doués  d'une  force  attractricej  et  si  ces  courbes  sont  à&s 
sections  coniques,  le  foyer  est  le  siège  d'une  force  centrale,  réciproque  au 
carré  de  la  distance 5  et  tout  ce  qui  a  été  prouvé  de  ces  forces,  a  égale- 
ment lieu  à  l'égard  du  corps  qui  occupe  le  foyer:  ce  qui  servira  à  compa- 
rer l'intensité  des  forces  de  divers  corps  centraux.  Or  l'intensité  étant  propor* 
tionnelle  à  la  masse  (§.  42-)>  on  aura  en  même  tems  le  rapport  des  masses, 
ce  qui  étant  combiné  avec  la  grosseur  des  corps ,  servira  à  comparer  les 
densités.  La  grosseur  est  donnée  par  le  diamètre  apparent  et  la  distance  ou  la 
parallaxe^  or  le  rapport  des  distances  des  planètes  au  soleil  étant  connu  par  les 
périodes  de  leurs  révolutions,  en  vertu  de  la  troisième  loi  de  Kepler,  il  suffit 
de  connaître  une  seule  distance,  par  ex.  celle  de  la  terre  au  soleil,  d'où  il 
suit,  que  la  parallaxe  du  soleil  est  le  fondement  de  tout  ce  calcul.  L'intensité 
de  la  force  donne,  pour  chaque  distance,  la  force  accélératrice,  et  ce  qui  re- 
vient au  même,  la  chute  des  corps  s.  sa  surface,  son  diamètre  étant  connu» 
Pour  cela  il  suffit ,  de  connaître  l'accélération  à  la  surface  d'un  seul  corps; 
si  l'on  prend  pour  base  la  choie  des  corps  sur  la  terre,  que  nous  pouvons 
mesurer  immédiatement,  la  masse  et  la  densité  de  la  terre  sera  la  mesure  des 
autres.  Mais  il  est  aisé  de  voir,  qu'on  peut  substituer  à  la  chute  des  corps,  le 
sinus  verse  de  l'arc  parcouru   par  un  satellites   d'où  résultent  deux  méibodea. 

Les  révolutions  de  plusieurs  satellites  autour  du  même  corps  centrai, 
ne   peuveat   servir  d'aucune   manière   à  comparer    entre   elles  leurs  masseSs 
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parce  que  l'accélération  ne  dépend  pas  de  la  masse  du  mobile,  mais  de 
celle  du  corps  central.  Connaissant  donc  la  révolution  de  la  terre,  qui  dé- 
termine la  masse  du  soleil,  on  pourrait  y  comparer  la  masse  de  chaque  au- 
tre planète",  par  ex.  Jupiter,  si  Ton  pouvait  rapprocher  la  terre  de  Jupiter, 
ensorte  qu'elle  ferait  autour  de  lui  une  révolution  qui,  étant  comparée  à  la 
durée  de  Tannée,  donnerait  la  masse  de  Jupiter.  Mais  comme  cette  révolu- 
tion ne  dépend  pas  de  la  masse  de  la  terre,  elle  pourra  être  remplacée  par 
un  corps  quelconque 5  d'où  il  est  aisé  de  voir,  que  la  comparaison  des  ré- 
volutions des  sateilites  de  Jupiter  avec  celle  de  la  terre  ou  d'une  autre  pla- 
nète autour  du  soleil ,  servira  à  déterminer  le  rapport  entre  les  masses  d» 
Jupiter  et  du  soleil.  On  voit  qu'on  ne  peut  trouver  par  ce  moyen  que 
les  masses  du  soleil,  de  la  terre,  de  Jupiter,  Saturne,  et  Uranus, 

§.  59.  L'intensité  de  la  force  centrale  est  déterminée  par  l'accélératios 
qu'elle  communique  à  une  masse  quelconque  dans  une  distance  donnée  5  et 
l'intensité  de  deux  forces  est  proportionnelle  aux  accélérations  à  distance 
égale  (§.  II.).  Or  les  accélérations  étant  réciproques  au  carré  des  distances, 
il  est  visible,  que  les  intensités  de  deux  forces  seront  comme  les  carrés  ^des 
distances,  auxquelles  leurs  accélérations  sont  égales.  Si  deux  forces  centrales 
P,  p,  exercent,  dans  les  distances  F,  f,  la  même  accélération  qae  la  pesan- 
teur sur  la  terre,  c'est-à-dire,  de  ^11:1 5  à  16  pieds  dans  la  première  secon- 
de ;  l'accélération  h  que  la  force  p  communiquerait  dans  la  distance  F ,  est 
^^  :  et  à  la  même  distance,  l'accélération  de  la  force  P  est  s,  d'où  il  suit 
"P-.p-.ig:  sljL.  ::F^:/®.  Cette  proportion  servira  à  comparer  la  masse  d'un 
corps  central  à  celle  de  la  terre. 

Soit  M  la  masse  d'un  corps,  dont  la  force  accélératrice  à  la  distance  F 
est  égale  à  la  pesanteur  sur  la  terre;  et  supposons  qu'un  autre  corps  décrive 
autour  de  lui,  dans  le  tems  T,  une  ellipse  dont  le  demi -grand  axe  soit  A, 
ou  qu'il  parcoure  en  une  seconde  l'arc  n:  cela  posé  on  aura  \^.  28.) 

STT*  A'   A'  71*  ■ 

"^  — —  ~!      77^9    '  « 

g  1^  Z  g    ' 

la  masse  et  le  rayon  de  la  terre  étant  pris  pour  unité.  Si  a  est  le  demi- 
axe  exprimé  par  la  moyenne  distance  de  la  terje  au  soleil ,  on  a  (§.  5'^.) 
A  ~  -  et  2S—--^~—  =z>  ,  53  étant  la  parallaxe  du  soleil;  d'où  il  vient 
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mi   Xcî^  et- -ont  unç  valeur  constajife  pour  toutes  les  planètes,    -gs  étant 

j      X  î5'  '^  r  / 

8'^,  6  et  —  rzz  ai9b4»  2-^'     Si    l'on   veut    se   servir    de  l'orbite    terrestre,    ponr 

XJS 

déterminer  la  masse  du   soleil,  on  a  éjzti,   72^1:050000001992584^:^  (§•  57«)* 
et  Ta  niasse   du  soleil  par   rapport  à   celle  de  la  terre 

S  =-^  =  358231. 

>  ^' 

Les  rayons  r  des  orbites  des  satellites  sont  donnés  par  rapport  au 
éemi-<liaraètre  E.  de  la  planète  principale  (II.  §.  3n.),  riHfxR;  et  le  diamè- 
tre apparent  de  la  planète  à  la  distance  moyenne  du  soleil,  2?,  est  connu 
(TI.  §.  i53.).  Le  dernier  est  le  vrai  diamètre  aR,  divisé  par  le  rayon  de 
Torbite  terrestres  ayant  donc  converti  §  en  parties  du  rayon,  on  aura  ?=i:R 
en  parties  de  k  distance  moyenne  du  soleil ,  partant  r  par  rapport  à  cette 
distance,  ou  azup.^,  et  la  masse  de  la  planète,  par  rapp.ort  à  celle  de 
la  terre. 


M  — 


/- 
n^  la'  f=^ 


§.  §0.  On  peut  aussi  trouver  les  masses  des  planètes  par  rapport  à 
celle  du  soleil,  sans  connaître  la  chute  des  corps  g^  par  le  moyen  des  pro- 
portions du   §.  5"^  : 

M  :  m  :i  N^A^  :  ,^^«3  . .  ^    .  a_       A_     T 

M  et  m  étant  la  somme  deis  masses  du  corps  central  et  de  son  satellite, 
N  et  n  les  moyens  mouvemens ,  T  et  t  les  révolutions,  A  et  a  les  demi- 
grands  axes.  Si  l'on  prend  pour  base  l'orbite  de  la  terre,  on  aura,  en  dési- 
gnant par  O,    S  >  C»   les  masses  du  soleil,  de  la  terre,  et  de  la  lune, 

Aizi,     M  =  04-$,    T  —  3i558i5i^5  l'année  sidérale. 
Maintenant,  si  Ton  veut  déterminer  la  masse  de  la  terre,  on  a 

m:^  $  -f-C=::v$,     t  :zz  ^36o5gi'',5    le   mois  sidéral 
En   nommant  la  parallaxe    moyenne   de    la  lune  Uzzzbf  i'\   celle  du  soleil 

vs^S''j6-f  et  faisant  la  masse  lunaire  =1:  —  ,  on  aura 

•39 

~==— j    7-^ï3,368j472;    donc 

14 
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Cette  formule  donne  —  zi:358i63.  On  a  vu  (§.  3g.),  que  ce  calcul  a  besoin 
de  plusieurs  corrections ,  pour  être  exact.  M.  de  Laplace  trouve  par  la 
première  méthode,  après  y  avoir  appliqué  toutes  ces  corrections,  en  suppo- 
sant la   parallaxe   du  soleil   zz  8",  748  (  ^) ,— zi:  33^086.     Si   l'on  suppose  la 

o  ^ 

parallaxe  =8''',  6;    il  en  résulte  —  zz:  354790  j   et  cette  valeur  sera  employée 

dans  le   cours  •  de  cet  ouvrage. 

Quand  on  veut  déterminer  la  masse  d'une  planète,  entourée  dé  satel- 
lites, par  la  comparaison  du  mouvement  des  satellites  avec  celui  de  la  terre, 
on  a  (§.  SgO-zzM-e,  donc  Q -j- j  :m:  : -^~  : —^  ou --zz  f  y  )  p.^  ç3.  Si  l'on 
veut  comparer  l'orbite  d'un  satellite  avec,  celle  de  la  planète  principale,  T,  ^^  se- 
ront les  durées  des  révolutions  de  la  planète  eî  du  .saieilite,  et  —  est  le  rayon 
de  l'orbite  du  satellite,  divisé  par  la  distance  de  la  planète  au  soleil,  c'est-à-dire 
ia  distance  du  satellite  à  la  planète,  vue  du  soleil.  En  la  nommant  ô,  oiiRura 

§3-  ( 

" 'Xi     r_l        Af^tnr^ -- ~       i 


— /    donc  — 

Suivant  M.  de  Laplace  (^)  en  a,  rglativem?nî  à  Jupifer- st  son  ÏV 
satellite,  ô~  z:  8'  i5'',  84  =^  o,  O024o3goo2;  ï  rz:  43o2,  6022  jours,  t-zz  16^689  j. 
d'où  l'on  tire 

—  zz  0,  oooq3'7î  î5/8.  zz  — — ~-, 

Relativement    à    Saturne    et    son    ÎV    (VI)    satellite,     on    a     ^î  =r  %'  ^^"  zz 
©,00086781651  T  iz::  10758,  96984  jours,  ^zz  î5,,  g453  j,  d'où   11  résulte 

•s. 

—  zz  0,  0C02976383  zz — , 

Relativement  à  Uranus  et  son  IV  sateliite,  ou  a  ô'zz:44'''s23=^o>^û02î4433i^ 
T  s::  30688,7127  jours.  ^  zz  i3j4559  jo'drs,  d'où  il  suit 

■  ~  zzo,  ooooS  12806  zz — ^ — . 

o  •  -        -'  î3497 

Mais  les   distances  de  Saturne  et  d'Uranus  à  leurs  planètes  reêpeclives  n'étant 


(l)  E^pos.  du  Sjrsi.  du  Monde,  3.  édit.  L.  If.  Ch.  lll.  pag.  S07. 
(a)  Mécan,  CéL  Tom.  UI.  pag.  6a, 
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pas  aussi  certaines  que  celles  du  IV  satellite  <de  Jupiter,  les  deux  dernières 
masses  auront  besoin  d'être  vérifiées  par  les  observations.  La  niasse  de  Satur- 
ne peut  être  corrigée  par  la  grande  inégalité  de  Jupiter,  due  à  raction  de 
Saturne:  c'est  par  ce  moyen  qu'on  a  trouvé  la  Inasse  de  Saturne,  qui  sera 
adoptée  dans  la  suite,  ^  zn  rrrr" T' 

♦  §.  6i.  Si  l'on  nomme  M  la  masse  d'une  planète,  celle  de  la  terre  étant 
prise  pour  unité,  G  son  volume,  A  sa  densité,  R  son  vrai  demi-diamètre,  ex- 
primé en  raj^ons  terrestres,  ^  le  demi-diamètre  apparent  à  la  distaace  moyenne 
du  soleil,  îo  la  parallaxe  du  soleil,  on  aura 

A:=r— ,     Rzz  —  ,     Gzz-^  par  rapport  à  la  grandeur  de  la  terre. 

En  substituant  M  zr  ^  ^  l    (§.  Sg.),  il  viendra 

,    la  densité  par  rapport  à  celle  de  la  terre^  A  :^  — - — , 
expression  qui  est  indépendante  de  la  parallaxe  du  soleil,  ou  de  la  grsndeiîc 
du   système   solaire;  ce  qui   ne  serait  pas   le  cas,,    si  la   loi  d'attraction  était 
différente  de   celle  de  la  nature  (§.  3i.). 

La  masse  M  donne  immédiatement  l'accélération  h  à  une  distance,, 
égale  au  rayon  terrestre ,  h  zz.  M^.  Puisque  l'accélération  est  réciproque  au 
carré  de  la  dislance ,  celle  G  que  la  masse  M  communique  à  une  distance 
quelconque  R,  exprimée  en  rayons  terrestres ,  se  trouvera  par  la  proportion. 
R^  :  I  ::/i:  G.  Si  l'on  désigne  par  R  le  vrai  demi-diamètre  du  corps  M,  ex- 
primé  en  rayons  terrestres,  on  aura  R  i:r  —  ,    d'où    il   vient    Gzz  -—ziz  -—  « 

donc  l'accélération  ou    la  chute  des   corps  à  la  surface  de  la  planète   M 

,  ^Im"^      ■    A  f 

en  une  seconde  zz:  — r—  szz.  — ^  ^, 

§.  61.  Résumons  les  formules  précédentes.  Si  Ton  nomme  M  la  mas* 
se  d'une  planète,  A  sa  densité,  C  son  volume,  par  rapport  à  îa  terre,  J 
l'année  sidérale,  i  le  mois  sidéral,  t  la  durée  d'une  révolution  d'un  satellite 
autour  de  la  planète  principale,  T  celle  de  cette  planète  autour  du  soleil, 
ÏI  la  {parallaxe  de  la  lune,  ^  celle  du  soleil,  ?  le  sinus  du  demi -diamètre 
apparent  de  la  planète  à  la  distance  moyenne  du  soleil,'  ô'  le  sinus  de  l'an- 
gle  sous  lequel  le  rayon  de  lorbite  du  satellite  est  vu  -du  centre  du  soleil 
à  la  moyenne   distance    de  la  planète,   {K  le  même  rayon  divisé  par  le  demî- 


M 

Vf/     . 

(5). 

...o  =  ^. 
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diamètre  de  la  planète,    G-  la  chute  des    corps   à   la  surface  de  ia  planète  en 

,  ,     c         60  .        ,  ,  . 

une  second.^,    et  i  4- —  zz  —  zn  v.   on  aura  par.  ce   qui   precsue, 

(3).....e=5,  (4)....A  =  ^\ 
Ees  valeurs  numériques  des  masses  de  la  terre,  de  Jupiter,  Saturne,  et  Ura? 
31US3  ont  été  calculées  sur  les  formules  (i)  et  (2)  (§,  60.) ,.  d'oii  il  est  aisé 
de  conclure  les  valeurs  de  C,  A,  G,  à  l'aide  des  formules,  (3)  (4)  (5):  on 
les  trouvera  dans  la  table  (§.  65.).  Il  faut  substituer  à  g  (5)  l'espace  que 
les  corps  parcourraient  sur  la  terre  en  une  seconde,  si  la  pesanteur  n'était 
pas  diminuée  par  la.  force  centrifuge  3.  due  à  la  rotation  >  et  cet  espace  e&t: 
5^11:2174.95  lignes  ou    i5,  i   pieds  de  France  (^). 

§.  63,  Les  formules  précédentes  ne  sont  pas  applicables  à  la  lunej  mais 
les  perturbations  que  'ia  terre  éprouve  pan  l'action  de  &on  satellite,  sont  b\ 
considérables,  à  cause  de  sa  proximité^  qu'elles  peuvent  servir  à  déterminer  la 
force  ou  la  masse  de  la  lune  dont  elles,  dépendent.  Ces  perturbations  sont  de 
deux  espèces:  les  unes  sont  proprement  du  ressort  de  l'astronomie,  ainsi  que 
la  nutation ,  la  précession ,  etc.  les.  autres  sont  des  effets  physiques,  dont  le 
plus  important,  le  plus  frappant,  et  le  mieux  connu  est  le  flux  et  reflux  de 
la  mer.  On  sait  que  la  force  attractrice  de  ia  lune  élève  et  abaisse  les  eaux 
de  l'océan  deux  fois  par  jour,  et  il  est  aisé  de  voir  que  le  soleil  doit  prO'? 
duire  un  effet  semblable,  quoique  moins  sensibb,  à  cause  de  sa  grande  dis^ 
tance.  On  a  observé'  qu©  les  plus  grandes  et  les  plus  petites  marées  arrivent 
■an.  jour  et  demi  après  les  syzygies  et  lès  quadratures,  parce  que  dans  1© 
premier  caî,  les  forces  de  la  lime  et  du  soleil  agissent  dans  le  même  sens, 
tandis  que  dans  le  second  cas  elles  sont  opposées  l'une  à  fàutre.  En  nommant 
donc  X,  y^  ces  deux  forces,  le  rapport  des  marées  dans  \qs  syzygies  et  dans, 
les  quadratures  donnera  celui  ùq  x-\-y  à  x — j>  d'^où  il  est  aisé  de  conclu^ 
re   la  force  et  la  masse  de   la   lune,  celle   du  soleil  étant   connue.    Mais  lea^ 


(â)  Voy.  BQuguir,JiguY9  deJa  turre,  Secf.  ^JI.  §,  a§. 
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eîVconstàîices   locales    peuvent    considérablement   augmenter    ou   diminuer    la 
grandeur  des  marées»    Mv  de  Lapîace   trouve    par  la  conaparaisoa   d'un  grand 

.  ï 

nombre  d'observations^  que  la  masse  de  la  lune  est-—  de   celle  de  la  terre. 

60 

D'un  autre  côté  ou  a  conclu  de  la  nutation,.  où  l'action  de.  la  lune  est  aussi 

combinée  SLvec  celle  du  soleil,   que   la  masse   lunaire    n'est  que-—.     Dans  la 

j.  00 

table   qu'on   trouvera  (§.  65.),  on  a  pri;?  le  milieu  —  ^     Si   l'on  nomme  D  le 

7S 
demi*diamëtre  apparent,    et  II   la  parallaxe  de  la   lune,  son  volume  par   rap- 

port  à  la  terre  sera  G  =1:  —  z-  (o,  27293)3    (IL    §.    214.)   =:  0,  02o33o8.     Sa. 

M' 


densité  sera -- =  ■  — -  zz  o,  63o6:^  A  ,   et   la  pesanteur   à  la  surface  de^ 

G  1^585802-4  ^ 

D 

lia  lune,  Gzzz—  A^zn  o,  27293  xo,  63o6x  i5,  1=10,172109.^^1:2^59,89  pieds» 
§.  64.  A  l'égard  des  autres  planeles  il  faut  avoir  recours  à  l'analogie. 
Pour  peu  qu'on  ait  étudié  la  nature,  on  doit  être  frappé  par  les  analogies- 
et  proportions  qui  se.  présentent  partout,,  là  même  où  l'on  s'y  attend  le  moins. 
Il  est  donc  à  présumer,  que  la  nature  a  suivi  certaines  lois  et  proportions 
dans,  la  distribution  des  masses  qui  forment  les-  corps  célestes^  et  en  cher- 
chant ces  lois ,  on  considéra  d'abord  la  densité  des  planètes,,  qui  ne  paraît' 
dépendre  que  du  rapport  des  distaYices  (§.  61.),  Les  densités  de  Jupiter  et 
de  Saturne  sont  à  celle  de  la  terre,  comme  i  à  4  et  i  à  io\.  ce  qui  est 
à  peu  près  le  rapport  inverse  des  distances  au  soleil,  i  à  5^  et  i^a  9,64. 
En  prenant  pour  base  cette  loi,  adoptée  par  Lagrange  (^),  on  trouvera  la 
densité  de  Mercure  =:  2^  58332  zz  A.  Connaissant  le  demi-diamètre  apparent: 
à  la  distance  moyenne  du  soleil,  ^  m 'd'\  3 -,  on  aura  le  volume  G  zz -^  =: 
o,  0565^  la  masse  M  ziz  G  A  =1  o,  14^958,  et  la  •  esanteur  G=:-^Agz= 
o»99'^74'é'=^ '4.  96^2  pieds.  Mais  ces  valeurs  sont  très-incertaines ,  parce 
qu'on  ne  voit  aucune  raison  physique  de  la  règle,  sur  laquelle  elles,  sont 
fondées,  et  de  laquellt;  Uranus^  dont  la  densité  surpasse  celle  de  SaturnCg, 
s'éçîirte  sensiblement, 

Vénus  et  Mars  approchent  assés  de  la  terre,  pour  qu'il  a  èié  possi*- 
ble  de  déterminer  kurs  masses  par  les  perturba  liens  de  l'orbite  terrestre,  eh 
pilncipalement   par    la   diminution    de  l'obliquité    de  l'écliptique,    qui   résulte 

{ij  Mém,  di  Berlin^  l'jSs...  pizg.   iQQ. 
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de  leur  action.    Leurs  masses  par  rapport  au  soleil,  sont  suivant   M.  de  La- 

^  356632 


place,  ^  =1:  ■  ^  /^^ — ,    ~  zz  :;Yr^—  ,    suivant    M.    Burckhardt ,    —  zn 


0  2546320^     o  356632'  ■■ '     O  2^3637* 

orbite  de  Mer- 
cure éprouve  par  l'action  de  Vénus,  —  =  ^ ,  \  , ,  .   Nous  ayons  pris  le  milieu 

^  ^  G  349444  ^ 


©  r.610000  ^         G  36744^ 

§.  65.   La  table  suivaitte  renferme  les  résultats  des  règles  précédentes. 
Par    rapport   à   la    Terre 


O 
1? 

t 


% 
c 


iViasse 


354790 
18, 1906 
100,391 I 
332,4838 
0, i35g3 
0,96557 
0,14596 
0,01282 


19604 
I 

3534,08 
I 

1067, 09 

I 

2610000 

354790 
I 

567440 

î 

2oa58io 

I 

27673626 


Volume 


1395323 

81,3418 
994,9507 
1281,4 
o,  14327 
0,88281 
o,o565 
o,o2o33 


Densité 


Ciiule  des  graves  en    v' 


0,25427 
0,22363 
o,  10090 
0,25947 
0,94883 
1,09^75 
2,58332 
o,63c6 


28,4î33  33429,  04  pieds 

0,968961=:  14, 63  — 

1,6073  ru  i5,2i  — 

2,8i83  —  42,56  — 

0,4965  —  7,5o  ~ 

1,0492  —  i5,84  — 

0,9913  —  j4,97  — 

o,  1721  iii:  2,60  — 


17165, 8 

I 

-  140*,  4 

I 

I 

9739407 

I 

1595523 
I 

i58b55o 
I 

24696091 
I 


68651078 


o,o34i    :=:    ~— 
29,5 

o,o355    iz: 

'  28,2 


0,0992    = 


Par   rapport    au  Soleil 

0,8795 
0,39682 

1, 02044 
3,73i58 
3,93281 
4,3oi52 
10,1597 
2,48 


10, 1 

r 


0,0175  ZZ  

'   '        57.2 

o,o352  =:  ~-j 


o,o36q  zz  

o,o349  1=  — '— - 

20;,  7 

o,oo6r  zz  —T— 
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La  seule  quantité  absolue  que  renferme  la  table  précédente,  est  la 
cbute  des  graves  à  la  surface  des  planètes,  exprimée  en  pieds  de  France. 
Pour  les  masses  et  densités,  la  table  ne  donne  que  des  rapports.  On  y 
Toit  par  ex.  que  le  soleil  a  354790  fois  plus  de  masse  que  la  terre,  et  que 
celle-ci  est  quatre  fois  plus  dense  que  le  soleil 3  mais  elle  n'indique  pas  la 
quantité  de  masse  contenue  dans  chacun  de  ces  globes,  et  Ton  ne  sait  pas 
si  la  terre  entière  est  plus  ou  moins  compacte  que  Teau  ou  For,  On  a  es- 
sayé de  déter-miner  cela  de  la  manière  suivante.  Puisqi\e  l'attraction  en  rai- 
son directe  des  masses  et  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  est  une 
propriété  générale  de  tous  les  corps,  on  parviendrait  à  connaître  la  masse 
de  la  terre,  si  l'on  pouvait  mesurer  Taitraction,  exercée  par  un  corps  dont 
la  masse  et  la  grandeur  sont  connues.  Il  est  aisé  de  voir,  que  cette  masse 
doit  être  fort  grande,  afin  que  son  attraction  soit  sensible  par  rapport  à 
celle  de  la  terre,  ou  à  la  pesanteur:  on  a  donc  choisi,  pour  cet  effet,  les 
grandes  masses  des  montagnes,  et  l'attraction  latérale  qu'elles  exercent  sur  le 
fil- à -plomb  d'un  quart -de -cercle,  dont  la  maindre  déviation  de  la  position 
verticale  devient  sensible ,  par  les  observations  de  la  hauteur  méridienne 
d'une  étoile  qui  passe  à  peu  près  par  le  zénit.  Si  l'on  a  observé  cette 
hauteur  au  nord  et  au  sud  d'une  montagne  y  et  qu'on  ait  réduit  les  deux 
hauteurs  à  une  seule,  en  les  corrigeant  par  la  différence  de  latitude  entre 
les  deux  points  où  l'on  a  fait  les  observations,  la  diûerence  qui  se  trouvera 
entre  les  deux  hauteurs  malgré  cette  correction,  sera  FeiTet  de  Fattraction  delà 
montagne  sur  le  fil-à-plomb  j  et  il  est  visible,  que  ce  petit  angle  peut  servira 
déterminer  le  rap  ort  entre  les  attractions  de  la  montagne  et  de  la  terre.  Or,  si 
l'intérieur  de  la  montagne  est  assés  uniforme,  et  sa  torme  extérieure  assés  ré- 
gulière, il  est  aisé  de  mesurer  son  volume,  sa  masse,,  ei  sa  densité^  d'où  Von 
conclura  celle  de  la  terre  ,.  les  distances  étant  connues.  C'est  ainsi  que 
Bouguer  en  Amérique ,  et  Maskeiyne  en  Ecosse ,  ont  trouvé  la  densité  mo- 
yenne de  la  terre  deux  fois  plus  grande  que  celle  des  montagnes,,  auprès 
desquelles-  ils  avaient  fait  ces  observations,-  ou  quatre  à  cinq  fois,  plias  grande 
que  la  densité  de  Feau.  Là  terre  étant  aussi  quatre  fois  plus  dense  que  ie 
soleil  ^   il  s'en  suit  que  la  densité  moyenne   àw  soleii  est  à  peu?  près'  égale  k 
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celle  de  Ueau.  Si  ce  résultat  était  sûr,  ce  aurait  une  mesure  absolue,  qui 
servirait  à  déterminer  la  densité  et  la  masse  de  ious  les  corps  du  système 
solaire,  à  l'aide  des  rapports  donnes  dans  la  table  précédente.  Mais  ceci 
même  ne  serait,  rigoureusement  parlant,  qu'un  rapport,  parce  que  nous  igno" 
rons  la  densité  absolue  iie  l'eau« 
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J)E   LA  ROTATION   DES   CORPS  C  É  L  JE  S  T  E  S. 


CHAPITRE     I. 


Lois    générales    de    rotation. 

.§.  66.  J-Ja  rotation  d'un  corps  autour  d'un  de  ses  diamètres  paraît 
d'abord  très-simple  ;  et  celle  des  corps  célestes,  si  l'on  fait  abstraction  des 
perturbations  à  peine  sensibles,  est  si  uniforme  et  régulière,  qu'il  ne  faut 
presqu'aucun  calcul  pour  la  déterminer;  cependant  si  elle  est  examinée  ri- 
goureusement et  dans  tout  son  détail,  elle  donne  lieu  à  des  recherches  plus 
compliquées,  que  le  mouvement  de  translation.  La  figure  sphérique,  et  la 
densité  à  peu  près  uniforme  des  corps  célestes,  nous  permettent  de  les  re- 
garder, relativement  à  leur  mouvement  progressif,  comme  des  points  matéri- 
aux, ce  qui  simplifie  singulièrement  sa  théorie.  Mais  il  est  impossible  de 
concevoir  seulement  leur  rotation ,  sans  les  regarder  comme  des  corps ,  et 
sans  tenir  compte  de  leur  figure,  de  leur  densité,  de  la  position  de  leur 
axe,  etc.    ce   qui  rend  ces  recherches  difficiles  et  compliquées. 

Le  mouvement  d'un  poùit  ne  peut  être  que  progressif;  celui  d'un  cor-ps 
peut  être  une  translafion,  une  rotation,  ou  un  mouvement  composé  de  l'une 
et  de  l'autre.     Ce   n'est   qu'une   simple  translation ,   lorsque    tous    les  élémens 
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du  corps  onl  le  même  mouvement,  la  même  vitesse  suivant  des  directions 
parallèles,  et  que  par  conséquent  le  mouvement  du  corps  entier  sera  annul- 
lé,  si  tous  ses  élémens  sont  codçus  être  également  accélérés  suivant  une  di- 
rection contraire,  de  sorte  que  tous  les  points  du  corps  n'ont  aucun  mou= 
vement  relatif  entre  eux,  mais  qu'ils  paraissent  être  ea  repos,  vus  d'un  point 
quelconque  de  ce  corps.  Il  s'en  suit  que,  le  mouvement  d'un  seul  poini 
étant  donné ,  on  connaît  celui  da  corps  entier,  et  que  par  conséquent  oa 
peut  le  regarder  comme  un  point. 

Pour   se  former   une  idée  distincte    de  la  rotation   d^un  corps,    il  fau^ 
feire   abstraction    de    son   mouvement    de  translation.     Si    les  diverses  parties 
d'un   corps    se  meuvent    suivant    différentes    directions,    et  avec   des  vitesses 
différentes,  on  peut   concevoir  un   mouvement  qui  tient  le  milieu  entre  tous 
ces   mouvemens    partiels  ^  et  qui  est  proprement  la  translation    du  corps  :    en. 
supposant  que   ce  mouvement  moyen   est   communiqué  à  toutes  les  molécules 
suivant  la  direction  contraire,  \e,  mouvement  qui  restera,  sera  la  rotation  du 
corps;    la  portion  du  corps,    qui  n'avait  que  le  mouvement  moyen  ^   demeu- 
rera en  repos,    et  les  autres    points  auront  un  mouvement  relatif  ou  de   rô= 
talion  autour  de  cette  portion.    Une  rotation  aura  donc  lieu,  quand  quelques 
points   du  corps    ont  un  mouvement    absolu    qui   diffère  de   celui   des  autres 
points;  si  dans  un  pareil  cas,  une  certaine  partie  du  corps  est  dans  un  repos 
absolu,  le   mouvement  du  corps  sera  une  pure  rotation  sans  translation;   mais 
3I  sera  composé  de  l'une  et  de  l'autre ,   si  tous  les  points  du  corps  sont  dans 
un  mouvement   absolu.     Il  en    résulte    la  règle  générale  ,    qu'une    rotation   a 
lieu,  lorsque  les  lieux  apparens   de  tous  les  points,    relativement   à  un  point 
quelconque    du  corps,    ne  sont  pas  invariables,    ensorte   que  la  longitude  oh 
la  latitude  des  points  dans  la  surface  d'un  corps  céleste,  vue  de  son  centre,  ou 
leur  lieu  apparent  relativement  aux  étoiles  fixes  varie.  11  en  suit,  que  la  lune 
tourne  sur  son  axe ,    dans  le  même  tems   dans  lequel  elle  fait  une  révolution 
autour  de  la  terre;  en  eiFet,    comme   elle  tourne  constamment  le  même  côté 
vers  la  terre,    la   longitude    sélénocentrique    de   ses  taches    qui  sont  dirigées 
vers  la  terre,  et  par  conséquent  celle  de  toutes  les  autres,  varie  de  180  degrés 
clans  un  demi -mois. 
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§.  67.  La  loi  dî'mejiie ,  dont  nous  n'avons  fait  usage  que  relativement 
aux  points  matériels,  peut  aisément  être  appliquée  à  des  corps  entiers.  Si 
iou5  les  points  d'un  corps  se  meuvent  avec  la  même  vitesse,  suivant  des  di- 
rections parallèles ,  ce  mouvement  uniforme  de  translation  sera  toujours  inva- 
riable, à  moins  qu'il  ne  soit  troublé  par  des  forces  étrangères.  En  effet,  com- 
me un  pareil  mouvement  ne  change  point  la  position  des  molécules  relative- 
ïnent  aux  aulres,  leur  cohésion  ne  peut  avoir  aucune  iofluence  sur  le  mou- 
vement:  toutes  les  molécules  se  mouvant ,  comme  si  elles  étaient  séparées 
l'une  de  l'autre,  avec  la  même  vitesse  et  suivant  la  même  direction ,  elles  ne 
s'empêchent  nullement  les  unes  les  autres:  d'où  il  suit  qu'après  leur  réunion 
en  un  seul  corps,  leur  mouvement  sera  également  rectiligne  et  uniforme,  et 
il  ne  peut  être  interrompu  que  par  des  forces  étrangères.  Pour  voir,  com- 
ment ces  forces  doivent  être  constituées,  examinons  d'abord  celles  qui  produi- 
sent une  pure  translation  sans  rotation.  Comme  cela  suppose ,  que  tous  les 
ëlémens  du  corps  ont  un  mouvement  parallèle  et  la  même  vitesse,  il  faut  né- 
cessairement que  chaque  élément  soit  sollicité  par  une  force  parallèle  et  pro- 
portionnelle à  sa  masse  ,  ou  que  la  résultante  de  toutes  les  forces  qui  agis- 
sent sur  le  corps,  soit  équivalente  à  ces  forces  élénïeiUâires. 

Pour  mettre  en  mouvement  un  corps  solide;,  il  n'est  pas  nécessaire,  que 
les  forces  mouvantes  soient  appliquées  à  chacun  de  ses  élémens:  en  vertu  de 
la  cohésion,  une  foixe  qui  n'agit  immédiatement  que  sur  un  seul  point,  sera 
répandue  sur  tout  le  corps,  en  accélérant  chaque  élément j  mais  comme  la 
force  doit  être  distribuée  uniformément  parmi  tous  les  élémens,  c'est-à-dire 
à  proportion  de  leurs  masses,  le  point  auquel  la  force  est  appliquée,  n'est 
pas  indifférent.  Pour  trouver  ce  point,  on  peut  renverser  la  question,  en 
se  proposant  ce  problème:  tous  les  élémens  étant  accélérés  par  des  forces, 
parallèles  et  proportionnelles  à  leurs  masses,  trouver  le  point  du  corps,  où 
doit  être  appliquée  la  force  moj^enne,  qui  est  équivalente  à  la  totalité  de 
ces  forces  élémentaires,  de  sorte  qu'elle  leur  fera  équilibre,  lorsqu'elle  y  est 
appliquée  dans  le  sens  contraire.  Il  est  visible  que  ce  point  ne  saurait  être 
que   le  centre   de  gravité,    auquel    on  donne  ici  le  nom  de   centre  d*inertie  ou 
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«?e  2a  masse:  car  le  premior  est  trouvé  clans  la  statique  de  la  même  manière, 
en  substituant   la  pesanteur  aux  forces  parallèles  en  général. 

Une  impulsion  ou  force  qui  passe  par  le  centre  de  gravité ,  ne  peut 
communiquer  au  corps  qu'un  moui-'ement  de  translation  sans  rotation:  car  elle 
a  le  même  effet,  qu'auraient  des  forces  qui  solliciteraient  chaque  élément  sui- 
vant la  même  direction  et  à  proportion  de  sa  masse.  Quel  que  soit  le  nom- 
bre et  la  nature  des  forces,  on  peut  toujours  trouver  leur  résultante:  d'où 
il  suit  que ,  si  la  résultante  de  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  le  corps, 
passe  par  son  centre  de  gravité,  elles  ne  lui  communiqueront  ^'un  mouve- 
ment de  translation  sans  rotation. 

§.  6S.  L'inverse  de  la  pioposition  précédente  est  également  vraie:  si 
la  direction  moyenne  des  forces  ne  passe  pas  par  le  centre  de  gravité,  une 
rotation  du  corps  aura  lieu.  Supposons  qu'une  force  égale  et  contraire  à 
la  force  moyenne  soit  appliquée  au  centre  de  gravité:  cette  force  ne  peut 
produire  aucune  rotation  (§.  67.);  cependant  il  est  visible,  que  les  deux  for- 
ces ensemble  doivent  nécessairement  tourner  le  corps  autour  du  centre  de 
gravité  qui  est  mis  en  repos  par  la  force  fictive:  par  conséquent  la  vraie 
force  seule  donnera  aussi  au  corps  un  mouvement  de  rotation  autour  de  son 
centre  de  gravité.  IÇia  rotation  la  plus  simple  est  celle,  où  le  corps  tourne 
avec  une  vitesse  uniforme ,  sur  un  axe  invariable  et  en  repos.  En  ce  cas 
la  vitesse  angulaire  est  constante,  et  la  même  pour  tous  les  élémens:  par 
conséquent  les  uns  n'empêchent  pas  les  autres ,  et  le  mouvement  est  libre, 
comme  si  chaque  élément  le  faisait  séparément.  Une  pareille  rotation  conti- 
3îuera  donc  suivant  la  loi  d'inertie,  si  elle  a  duré  un  instant;  mais  il  faut 
examiner,  comment  elle  peut  naître. 

On  a  vu  qu'un  corps,  sollicité  par  une  force  qui  ne  passe  pas  par 
son  centre  de  gravité,  prendra  un  mouvement  de  rotation,  parceque  ses 
élémens  sont  différemment  accélérés.  En  vertu  de  la  loi  d'inertie,  chaque 
élément  décrirait,  s'il  était  libre,  non  pas  un  cercle,  comme  la  rotation  le 
suppose,  mais  la  tangente,  et  les  élémens  dont  l'accélération  est  plus  ou 
snoins  grande  que  celle  des  autres,  s'éloigneraient  de  ceux-ci  et  de  l'axe, 
§'ils  n'étaient  retenus  par  la  cohésion  du  corps  î    ii  en  résulte   une  rot^tion^ 
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mais  en  même  tems,  suivant  la  loi  de  réaction,  une  pression  sur  Taxe;  et 
celle  pression  est  la  seuie  cause  qui  puisse  troubler  l'uniformité  de  la  rota- 
tion, en  faisant  abstraction  des  causes  étrangères.  Pour  que  cette  perturba- 
tion soit  nulle,  il  faut  nécessairement  que  l'un  des  deux  cas  suivans  ait  lieu: 
ou  que  Taxe  soit  affermi  ou  retenu  par  des  forces,  propres  à  résister  aux 
pressions;  ou  que  toutes  les  pressions  se  détruisent  réciproquement,  en  ne 
communiquant  à  l'axe  qu'un  mouvement  de  translation.  Dans  le  premier  cas, 
l'axe  de  rotation  est  appelé  Jixe,  dans  le  second  cas  c'est  un  axe  libre ,  par- 
ce qu'il  n'a  pas  besoin  d'être  retenu.  Il  est  visible  que  le  dernier  cas  est 
proprement  l'objet  des  recherches  astronomiques. 

§.  69.  Lorsqu'un  corps  tourne  autour  d'un  axe,  tous  ses  élémens  dé- 
crivent des  cercles  dont  les  plans  sont  perpendiculaires  à  l'axe:  leurs  vitesses 
angulaiies  sont  égales,  et  les  vitesses  réelles  sont  proportionnelles  aux  dis- 
tances de  l'axe.  Soit  {Fig.^^  AB  l'axe,  M  un  élément  du  corps,  MC,  NC, 
perpendiculaiies  à  AB,  donc  MCN  le  plan  du  cercle  que  M  décrit  autour 
de  C.  En  nommant  le  rayon  C  M  :zz  C  N  :zz /-^  l'arc  MN=:35^  qui  est  décrit 
pendant    le  tems   ^t,    l'angle    MCN  zz:  3cp;    la  vitesse    angulaire   de  tous  les 

élémens  sera- — =:7,  et  la  vitesse  réelle  de  l'élément  Mzz— -zz: zrr7z=c. 

Si  Mn,  N/77^  sont  perpendiculaires,  et  N«  parallèle  à  CM,  on  peut  regar- 
der l'arc  MN  comme  la  diagonale  du  parallélogramme  M/zNm.  L'élément 
M  suivrait  la  tangente  Mw,  s'il  n'était  pas  retenu  suivant  MC  par  un  fil  ou  par 
la  cohésion  du  corps:  il  aura  donc  deux  mouvemens,  M/z  et  Mm_,  et  la 
for-ce  suivant  M  G  fait  parcourir  à  l'élément  M  l'espace  MmzrwN  dans  le 
tems  5/.  En  nommant  donc  cette  force  zzrC,  et  la  masse  de  l'élément  zz  3  M, 
on  aura  (§.   17.)  - 

M.m—~g^f^  etMN^  ou 
di*zzMm^-f  mN^— Mm= +Mm(<îr  — Mm)=i2r.Mm,  donc 

Mm  z=  —  i^  -— -  gbr,  ou   C  rz z= =:  —  r9  M. 

2r  âM°  2.  g  r  à  t'^  z  g  r  zg 

.  C'est  la  quantité   absolue    de  la  force  qui  tire  l'élément  M  vers   G,    et  qui, 

en  vertu   de  la  réaction,    pousse  l'axe  suivant  CM.     La  pression  C,  ou  l'ef- 

îoit  que  l'axe  éprouve  par  la  rotation  de  chaque  élément,  est  appelé  la  for- 
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ce  centrifuge  de  cet  élément:  sa  direction  CM  ou  CN  est  constamment  per- 
pendiculaire à  l'axe.  On  peut  donner  à  la  dernière  équation  cette  forme 
■^  —  —^  d'où  il  suit,  que  l'accélératiGn  de  k  force  centrifuge,  ou  l'espace 
parcouru  en  une  seconde  en  vertu  d'elle,  est  la  troisième  proportionnelle  au 
diamètre  (2;-)  du  cercle  que  l'élément  décrit,  et  à  sa  vitesse  (c).  La  même 
a-ccélération  est  rz:îrT^. 

§.  70.  Soit  {Fig-  10.)  AB  une  ligne  matérielîe  qui  tourne  autour  du 
point  fixe  G  avec  la  vitesse  angulaire  7,  soit  M  sa  masse,  son  centre  de  gra- 
vité en  G;  cela  posé,  chaque  élément  M  dont  la  masse  est  5 M,  et  la  distance 
au  point  fixe  GMzrr,,  exercera  une  force  centrifuge  Cm  —_  rdM.  {$.  69.):'  par 
eonséauent,    la  force  centrifuge  de  la  ligne  entière  sera  — /r3M.  Mais  rdM 

■i.  2g 

est  \q  moment  statique  de  l'élément  M  relativement  au  point  C,  et  frdM  est  ce- 
lui de  la  ligne  entière  ou  de  son  centre  de  gravité,  partant  /rdMiziCG.M,  et 
la  force  centrifuge  de  la  ligne  entière,  C=r^=^lTG.M.  Si  la  ligne  tourne  au- 
tour  du  centre  de  gravité,  on  a  CGmo,  Cmo,  et  l'axe  de  rotation  qul 
passe  par  G  n'éprouve  aucune  pression,  d'où  il  suit,  que  toute  ligne  matéri- 
elle peut  tourner  librement  autour  de  son  centre  de  gravité.  On  voit  en  même 
tems,  que  c'est  le  seul  cas  où  la  rotation  libre  soit  possible,  parce  que  la 
force  centrifuge  C  ne  peut  être  nulle,  à  moins  que  CG  ne  soit  nul. 

Si  un  plan  matériel,  dont  la  masse  est  M,  tourne  sur  un  axe  perpen- 
diculaire en  C,  on  aura  pour  chacun  de  ses  élémens  (§.69.),    3G=z--r3M, 

'  ^  7*  7*  -g    - 

parlant  la  force  centrifuge  du  plan   enti-er,   C  i=:--/rdMzz— CG.M,  frdM 

étant  le  moment  statique  du  plan,  ou  de  son  centre  de  gravité  G,  relative- 
ment à  l'axe  C.  La  force  centrifuge  G  est  donc  nulle  dans  le  seul  cas,  où 
l'axe  passe  par  le  centre  de  gravité,  G  G  étant  nul,  d'où  il  suit,  que  tout 
plan  matériel  peut  tourner  librement  autour  d'un  axe  perpendiculaire  qui 
passe  par  son  centre  de  gravité,  sans  que  cet  axe  éprouve  aucune  pression. 
Si  l'axe  de  rotation  passe  par  un  point  G  qui  n'est  pas  le  centre  de  gravité, 
l'axe  ou  le  point  G  doit  être  retenu  par  une  force  égale  à  —  GG.M.  Si 
l'axe  est  retenu  dans  un  autre  point  D,  la  pression  sur  G  produira  une  ro- 
tation de  l'axe  autour  de  D ,    à  moins  qu'il  ne  soit  retenu  encore  dans  ua 
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antre  point:  il  faut  donc  que  l'axe  soit  appuyé  au  point  C,  ou  dans  deux 
points  quelconques. 

§.  -71.  Une  masse  quelconque,  qui  tourne  sur  un  axe  fixe,  peut  être 
partagée  en  un  nombre  infini  de  plans  matériels  d'une  épaisseur  évanouis- 
sante, qui  sont  perpendiculaires  à  l'axe  3  et  ce  qui  vient  d'être  prouvé,  doit 
être  dit  de  chacun  de  ces  plans.  Chaque  point  de  l'axe  éprouve,  par  l'ac- 
tion du  plan  qui  passe  par  ce  point ,  une  pression  perpendiculaire,  qui  est 
égale  au  produit  de  la  masse  du  plan  par  la  distance  de  son  centre  de  gra- 
vité à  l'axe  (§.  70.).  Si  l'axe  passe  par  le  centre  de  gravité  d'un  plan ,  la 
pression  de  ce  plan  est  nulle 5  donc,  si  l'axe  passe  par  les  centres  de  gra- 
vité de  tous  les  plans,  il  n'éprouvera  aucun  éiTort,  et  le  corps  peut  tourner 
librement  autour  de  cet  axe.  Mais  ce  cas  ne  petit  avoir  lieu  que  lorsque 
tous  les  centres  de  gravité  sont  sur  une  même  ligne  droite,  par  ex.  si  le 
corps  est  un  solide ,^de  révolution,  dont  la  densité  est  uniforme  ou  une  fon- 
ction de  la  distance  à  l'axe.  Dans  d'autres  cas  l'axe  éprouvera  une  pression 
vers  chaque  centre  de  gravité,  qui  est  situé  hors  de  l'axe.  Ces  centres  de 
gravité  peuvent  être  situés  de  tous  les  côtés  de  l'axe,  tellement  que  leurs 
pressions  se  détruisent  réciproquement  j  mais  comme  elles  passent  par  diffs-. 
rens  points  de  l'axe,  elles  le  tourneront  autour  d'un  certain  point,  à  moins 
que  leurs  momens  statiques,  relativement  à  ce  point  et  à  tout  autre  point 
de  l'axe,  ne  se  détruisent  en  même  tems.  Il  est  aisé  de  voir,  que  cela  ne 
peut  arriver,  que  lorsque  l'axe  passe  par  le  centre  de  gravité  du  corps  en- 
tier,  mais  qu'il  est  impossible  que  chaque  axe  passant  par  le  centre  de  gra- 
vité soit  un  axe  libre,  à  moins  que  le  corps  ne  soit  régulier,  et  sa  densité 
uniforme.  Les  recherches  sur  cet  objet  ont  enfin  donné  le  résultat,  que 
toute  masse,  quelle  que  soit  sa  figure  et  formation,  a  du  moins  trois  axes  libres, 
qui  se  coupent  perpendiculairement  au  centre  de  gravité.  Cette  découverte 
importante  est  le  fondement  de  la  théorie  de  la  rotation,  qui  fera  l'objet 
des  recherches  suivantes. 

%,*  1.  Si  un  corps  dont  la  masse  est  M,  tourne  autour  de  Taxe  AB 
(Fig.  II.)  avec  la  vitesse  angulaire  »,  chaque  élément  Z  dont  la  masse  est 
ÔM,  et  la  distance  à  l'axe  ZXizir,    exercera  sur  l'axe,  suivant  la  direction 
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perpendiculaire  XZ,    la   pression  —  rdM   (§.  69.),    et  la  pression   du  corps 

y  ^ 

entier    sur    l'axe    est  —  frdM.     Il    en   résulte    qu'en    faisant   abstraction    des 

-g 
forces  étrangères,    Taxe  ne  peut  être  hbre^    que  dans    le  cas  où  /rdMzzro, 

c'est-à-dire  où  le  moment  slatique  du  corps  entier  ou  de  son  centre  de  gra» 
vile,  relativement  à  l'axe  AB,  est  nul:  chaque  axe  libre  doit  nécessairement 
passer  par  le  centre  de  gravité,  mais  il  n'en  suit  pas  que  toutes  les  lignes 
passant  par  ce  centre  soient  des  axes  libres.  La  force  centrifuge  frdM  peut 
être  nulle,  si  chaque  pression  rdM  d'un  élément  Z  est  détruite  par  la  pres- 
sion contraire  d'un  autre  élément  P.  Si  les  masses  Z  et  P  sont  comme  QP 
et   XZ,    qui  sont     supposées  parallèles    entre  elles,    la    pression    de  Z    sera 

—  XZ.Zzzp^  et  celle  de  Piz: —  QV.Vzizp,  ensorte  que  l'une  détruit 
^  a  ^  S  . 

l'autre;     et    de  cette  manière,    la   somme  entière  frdM    peut  devenir  nulle. 

Mais  la  pression  p  suivant  XZ  a  le  moment  AX.p^  pour  faire  tourner 
l'axe  AB  autour  d'un  point  A,  tandis  que  le  moment  de  la  pression  de  P 
pour  faire  tourner  l'axe  dans  le  sens  contraire  QP,  est  AQ.p:  l'axe  tour- 
nera donc  autour  du  point  A  suivant,  XZ,  en  vertu  du  moment  QX.p^ 
s'il  n'est  pas  retenu.  Pour  qu'il  soit  un  are  libre,  il  ne  suffit  pas  que 
frdM  soit  nul;  mais  tous  les  momens  statiques  des  forces  élémentaires  r3M, 
relativement  à  un  point  quelconque  A  de  l'axe,  doivent  se  détruire  récipro- 
quement. Si  l'on  fait  AXzi;^,  le  moment  de  chaque  élément,  pour  faire 
tourner  l'axe  autour  du  point  A,  sera  px-sn  ~  xrdM:  il  faut  donc  satis- 
faire  à  ces  deux  conditions,  frdM'uzo  et  fxrdMziz  o,  pour  que  AB  soit 
un  axe  libre.  La  première  condition  est  nécessaire,  afin  que  l'axe  ne  re. 
coive  pas  un  mouvement  de  translation,  perpendiculaire  à  sa  longueur;  la 
seconde  est  nécessaire,  afin  que  l'axe  ne  tourne  pas  autour  d'un  point  A. 
L'équation  fxrdM:zzo  indique,  que  le  moment  de  toutes  les  forces  rdM, 
relativement  au  point  A,  est  nul,  ou  que  la  pression  moyenne  frdM  passe 
par  A.  Si  donc  frdM  n'est  pas  nul,  le  corps  éprouvera  en  A  une  pression 
frdM,  perpendiculaire  à  AB;  mais  si  frdM  est  aussi  nul,  la  force  résul- 
tante est  nulle,  et  le  corps  n'éprouve  aucun  effort. 

Soit  ABGG  le  plan  par  AB  et  le  centre  de  gravité   G,  ZY  perpendi- 
culaire à  ce  plan,  YX  et  G  H  perpendiculaires  à  AB,  et  qu'on  nomme 
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AX=^,  XYrrj,  YZ=:^. 
ï^ar  la  nature  du  centre  ^e  ^gravité  (§.  5i,),  la  somme  de  tous  ies  momens, 
relativement  au  plan  ABGC  est  nulle,  et  le  moaient  du  centre  de  gravitéj, 
relativemeJit  à  l'axe  AB,  et  à  la  droite  A  G  qui  lui  est  perpendiculaire,  est 
égal  à  la  samme  des  momens  de  tous  les  élémens  Z,  par  rapport  aux  mê- 
mes lignes:     on  a  donc 

fxdU^zAU.m-,    /jaM=:HG.M,    /3aM  =  o, 
La    pression  élémentaire    suivant    XZ,    —  r3M,    pourra  être  décomposée  en. 
deux    autres,     —  v^^  et  —  :;dM,    suivant   XY  et  YZ:    en    faisant   donc, 

pour  atrëger,    - —  zi:'V,  la  pression  totale  sera  équivalente  aux  forces,  yfjdM 

parallèle  à  AG,    et  yfe^M.  perpendiculaire  au  plan   ABGC.     Chaque  force 

élémentaire  7j3M    a  un  moment   pour    faire   tourner  Taxe  autour    du  point 

À  suivant  XY,  qui  est  égal  au  produit  de  la  force  par  sa  distance   AXm 

yxjdM:    il  y  aura  donc  dans   la  ligne   AB  un  certain   point  E,    auquel  la 

somme   de  toutes  les  forces    élémentaires    yfjdM    étant   appliquée,    aura  le 

même  moment  par  rapport  à  ÀC,  que  toutes  ces  forces  ensemble  (yfxjdM)i 

ce  qui   donne  l'équation 

AE.fydM'—rxvdM,     ÀE  — ■^^^^^,    et  la  force  EF— 7/raM, 

/  jc  2;  ^  M 
Il    en    est    de    même    des   forces   YZ    ou    XV:    si    l'on    fait    AIzi:  « 

la  force  IKzi:  yf  zdM ,  appliquée  en  I,  aura  le  même  moment  pour  faire 
tourner  l'axe  autour  de  A  suivant  IK,  que  toutes  les  forces  YZ  ensemble. 
Or  fzdM  étant  nul,  si  le  plan  des  x.^  y,  passe  par  le  centre  de  gravité,  la 
force  IK  sera  nulle,  et  la  distance  AI  infinie,  à  moins  que  Jxz'èW  ne  soit 
nul  en  même  iemsj  si  le  plan  des  .2;  et  j  ne  passe  pas  par  le  centre  de 
gravité,  la  force  IK  ou  /s 8 M  n'est  pas  nulle. 

Il  suit  de  ce  qui  précède  que  l'axe  des  abscisses  x  éprouva  les  mê- 
mes pressions,  qu'elle  éprouverait,  si  une  force  7/j8M  z^  7  .  HG  .  M,  paral- 
lèle aux  j^   était  appliquée  dans  îe  point  E,   éloigné  de  l'origine   des  abscisses 

de    AEzz— —-—     et  une  force  évanouissante  à  une   distance  infinie,    ou  si 

Jy  dM'  '  ' 

le  plan  des  x,  y,  ne  passe  pas  par  le  centra  de  gravité,  une  force  7/2  9  M 
à  la   dislance  AI  ^  -7 — x-rj-:  les  momens  des  forces  EF  et  IK,    pour  faire 

iô 
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tourner  l'axe  autour  de  A,  sontyfxjdM  et  yfx zdM,  Vouy  que  l'axe  ne  re- 
çoive point  de  mouvement  de  rotation,  et  qu'il  n'éprouve  aucune  pression,  de 
manière  que  le  corps  peut  tourner  librement  autour  de  cet  axe,  sans  qu'il  soit 
retenu,  il  faut  que  non-seulement  les  deux  forces  précédentes,  mais  aussi 
fleurs  momens  soient   nuls:     d'où  l'on  tire 

fjdM  —  o,  fzdM  =  o,  fxjdM=:o,  fxzdM^o. 
Les  deux  premières  équations  indiquent,  que  l'axe  libre  doit  passer  par  le 
centre  de  gravité;  les  deux  autres  déterminent  celut  des  diamètres  passant 
par  ce  centre,  qui  est  un  axe  libre.  Si  les  deux  dernières  , équations  ont 
lieu  sans  les  premières,  l'axe  ne  passe  point  par  le  centre  de  gravité,  mais 
la  moyenne  direction  de  toute,s  les  forces  centrifuges  passe  par  A  :  car  on 
auia  Aii, —  fy-,^1  —o?  et  Alz:::-y— — -  :^  o.  Dans  ce  cas,  le  point  A 
senl  a  besoin  d'être  relsnii  j  dans  tonJ;  autre  cas,  il  faut  retenir  deux 
points   de  l'axe, 

§.  73.  Chaque  iiiouvement  de  rotation,  imprimé  à  un  corps,  durera 
sans  cesse  en  vertu  de  îa  loi  d'inertie,  si  l'axe  de  rotation  est  libre  ou  suf- 
fisamment appuyé.  La  rotation  que  le  corps  a  reçue  par  un  choc  on  une 
force  étrangère,  peut  se  faire  de  deux  manières.  Le  corps  peut  être  affermi 
en  deux  points ^  ou  il  est  abandonné  à  lui-même:  dans  le  premier  cas  il  ne 
peut  tourner  qu'autour  de  la  droite  qui  joint  ces  deux  points,  dans  le  second 
cas  l'axe  de  rotation  sera  déterminé  par  les  forces  mêmes. 

.  L'axe  étant  donné,  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  le  corps,  peuvent 
être  décomposées  suivant  deux  directions.  Fane  étant  paraUèle  à  l'axe,  l'autre 
dans  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe.  Soit  {F^ig-  32,)  AB  Faxe.j  PQ  la  di- 
rection d'une  force  V,  inclinée  relativement  à  AB  d'une  manière  quelconque. 
Ayant  mené  par  un  point  quelconque  P,  PR  parallèle  à  AB,  et  par  un  point 
arbitraire  R  dans  cette  ligne,  un  plan  perpendiculaire  àPR,  qui  coupe  PQ  en 
Q;  la  force  PQ  est  décomposée  en  PR  elEQj  doiit  l'une  est  parallèle  à  l'axe, 
et  l'autre  dans  un  plan  qui  lui  est  perpendiculaire,  La  première  force  ne  peut 
pas  faire  tourner  le  corps  autour  de  i'ase  ABj  son  seul  effet  consiste  à 
pousser  l'axe  suivant  sa  longueur  ,  ou  à  faire  tourner  le  corps  et  l'axe  même 
autour  d'un  point  dans  cet  axe^  mais  la  dernière  fera  tourner  îe  corps  autour 
de  l'axe  AB;  la  pression  de  la  première  se  trouvera  facilement. 
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Supposons  que  la  force  PQzzV  {Fig.  i3.)  soit  dans  le  même  plan 
^ue  l'axe  AB,  sans  lui  être  parallèle,  de  sorte  (]ue  sa  direction  rencontre 
l'axe  dans  un  point  C:  alors  l'axe  éprouvera  le  même  effort,  que  si  la  force 
était  appliquée  en  C  suivant  CD  qui  est  la  prolongation  de  PQC.  En  nom- 
mant l'angle  que  la  direction  de  la  force  fait  avec  l'axe,  DGEzzti,  et  dé- 
composant la  force  CDzr  V  suivant  CE  et  ED  ou  CF,  on  aura  deux  for- 
ces CEzrVcosTi  et  CFznVsinTi.  Pour  trouver  la  pression  que  l'axe 
éprouvera  en  deux  points  donnés  A,  B,  on  n'a  qu'à  chercher  les  forces  qui, 
étant  appliquées  en  A  et  B,  seront  en  équilibre  avec  les  forces  CE  et  CF. 
La  première  n'agit  sur  l'axe  que  suivant  sa  longueur  AB,  au  lieu  que  la  se- 
conde CF  ferait  tourner  Taxe  suivant  AP,  s'il  était  retenu  en  B,  et  suivant 
BR,  s'il  était  appuyé  en  A.  Etant  donc  retenu  en  ces  deux  points,  Fax» 
éprouvera  en  A  la  pression  P  suivant  A P,  et  en  B  la  pression  Q  suivant  BR. 
Concevons  que  l'axe  soit  retenu  en  O  avec  la  force  C  F  m  V  sin  -^ ,  et  que. 
les  forces  AS,  BQ,  égales  et  opposées  aux  pressions  P,  Q,  soient  appliquées 
en  A,  B:  cela  posé,  il  suit  de  la  théorie  du  levier,  que  l'équilibre  aura  lieu^ 
si  les  momens  des  forces  P  et  Q,  par  rapport  au  point  G,  sont  égaux,  et 
qu'en  même  tems  la  somme  des  forces  CF,  AS,  est  égale  à  la  force  BQ. 
Or  les  forces  P  et  AS,  Q  et  BQ,  étant  aussi  en  équilibre,  la  pression  de 
Taxe  sera  la  même,  que  si  la  force  CF  agissait  seule.  En  nommant  donc 
A'^zna,  on  aura 

CA.PzzCB.Q,    et    Q=Vsin>]  +  P| 

d'où  l'on  tire   P  -{-  V  sin  >]  zz  —  P,    ou 

p CB  .  VslnTj  BQcosT)  C  A  .  V  sin  >]  A  P  cos  -y^ 

CA  — CB    —  a  '      ^*^--CA— CB—  l  ^' 

Si  P  Q  est  parallèle  à  A  B,  l'angle  r^  est  nul,  etAPz=BQz=3  sera  la  dis- 
tance  de  la  direction  de  la  force  V  à  l'axe,  qui  éprouvera  alors  ces  trois 
forces  ou  pressions: 

1.  suivant  sa    longueur  AB,  la  force  Vcos>jzi:V, 

2.  en  A  suivant  AP,    la  force  zn  —  V, 

3.  en  B  suivant  la  direction  contraire  BR,  la  même  force  -  V. 
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§.  74.  Quant  aux  forces  qui  agissent  dans  des  plans,  perpendiculaire* 
à  l'axe,  commençons  par  le  cas  le  plus  simple,  lorsque  toutes  les  forces  sont 
dans  le  même  plan,  et  en  équilibre,  de  manière  qu'il  n'y  aura  point  de  ro- 
tation :  dans  un  pareil  cas  l'axe  éprouvera  le  même  effort,  que  si  chaque  forée 
était  imprimée  à  Taxe-  même ,  parallèlement  à  sa  direction.  Si  deux  forces 
P,  Q,  suivant  Vp,  Qç  {Fig.  i^-),  qui  tendent  à  faire  tourner  autour  du  point- 
G  le  plan  PQG,  perpendiculaire  à  l'axe  ACB. ,  sont  en  équilibre  ,^  on^  a* 
CP.P  =  GQ. Q,  CP  et  GQ  étant  perpendiculaires  aux  directions  des  forcesi 
La  commune  section  D>  de  ces- directions  peut  être  regardée  comme  l'origine 
des  deux  forces:  leur  résultante  passera  donc  par  D,  et  sa  direction  D^  sera 
déterminée  par  les  angles  WDdz^^a.  et  QDû^zizp.  Ayant  donc  mené  Pf^  ga^ 
Tâllèlement  à  (^q,  on  aura  Pc^Dzzip,  et 

P  :  Ç  :  :  PD  \Vd::  sin  (5  :  »in  cf;. 
En  joignant  DC,    on  a- 

sin  PDG  :sinQDG::  GP:  CQ::Q:P  :  :  sin  a  :  sin  pr^. 
et  PDG-|-QDG:zra-|- (3:,    d'où  il  suit 

PDG  — a  et  QDCzzpr 
e'est-k-dire,  Ibs  droites  De?  et  D  G  coïncideront,  et  la  résultante  dés  deux  forcer 
P,  Q,  passera  par  G.  L'axe  AB  éprouvera  donc  le  même  effort,  que  si  une^ 
seule  force  agissait  en  G  suivant  DG  ou  sa  prolongation  GE:  il  en  s-erait  de 
même,  si  les  forces  P,  Q,  étaient  appliquées  en  G  suivant  GF  ©t  CG^  pa^ 
rallèlement  à  leurs-  directions  P/?  et  Q'ç;  car  on  a  également  ECFzza  et: 
EGG  :1:1p.  Si  l'on  y  ajoute  une  troisième  force  R  suivant  E,.r,,  ce  cas.  peut 
être  ramené  au  précédent,  où  il  n'y  a  que  deux  forces,  Drt^  et  Rr,  et  ainsi  de- 
suite.  Quel  que  soit  donc  ie  nombre"  de  ces  forces,  l'axe  éprouvera  le^  même 
SîTort,  que  si  chacune  était  imprimée  à  l'axe  même,. 

Dans  le  cas  de  l'équilibre  on  déterminera  donc  facilement  là  pression, 
de  l'axe,  en  supposant  que  cïiaque  force  est  appliquée  à  Taxe  même,-  et  cher- 
chant,  suivant  les  principes  de  la  statique,  la  direction  et  la  grandeur  de  la^ 
ïésultante  de  toutes  ces  forces.  Pour  ce  qui  regarde  le  cas,  où  les  force®; 
font  tourner  le  corps,  on  le  réduira  aisément  au  cas  précédent  par  une  5015*- 
OB  ,    en    imaginant   des  forces   opposées  qui,  en  rétablissant   l'équilibre  5,  tien?- 
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ntni  le  corps  en  repos,  mais  qui  doivent  être  de  nature,  à  n'exercer  aucune 
pression  sur  l'axe ,  parce  qu'au-trement  il  résulterait  une  nouvelle  pression: 
inconnue,  outre  celle  qu'on  cherche.  Gela  posé  on  a  le  cas  précédent,  et  la 
pression  qu'éprouve  l'axe,  ne  diffère  pa*  de  celle  qui  a  lieu  dans  le  cas  de 
la  rotation.  On  trouvera  donc  cette  pression,  comme  ci-dessus,  en  concevant 
que  toutes  les  forces,  c'est-à-dire,  les  forces  étrangères  qui  font  tourner  le 
corps,  aussi  bien  que  les  forces  fictives  qui  détruisent  la  rotation,  sont  ap» 
pliquées  à  l'axe  même  dans  son  intersection  avec  le  plan  des  forces,  cha- 
cune suivant  sa  directionv 

§~.  75.  Supposons  que  chaque  élémenî  Y  d'un  plan  matériel  D  CE 
{Fîg.  i5.)„  auquel  l'axe  AB  est  perpendiculaire  en  G,  soit  sollicité  par  une 
force  P,  suivant  la  direction  YZ,  perpendiculaire  à  G  Y  dans  le  plan  DGE, 
et  que  la  force  P  soit  telle  qu'elle  imprime  à  l'élément  Y  une  vitesse  angu- 
laire autour  de  l'axe  AB,  égale  mais  opposée  à  celle  que  les  forces  étrangè- 
res V  suivant  Y'v  impriment  au  corps  entier:  cela  posé  l'équiliBre  sera  ré- 
tabli, et  le  plan  restera  en  repos.  Les  forces  fictives  P,  qui  ont  été  nom- 
mées forces  élémentaîres,  n'exerceront  aucune  pression'  sur  Taxe,  parce  qa'sUss 
ne  font  pas  tourner  le  plan  par  une  impulsion  qui  est  répandue  sur  le 
plan,  en  vertu  de  la  cohésion ,  mais'  en  agissant  immédiatement  sur  chaque 
élément,,  et  en  ks  accélérant  tous  également,  ensorte  que  les  uns  n'empêchent 
point  le  mouvement  des  autres,  et  que  la  cohésion  du  corps  n'y  a  aucune 
influence.  En  cherchant  donc  (§.  74O  1*  pression  que  l'axe  éprouve  par 
Faction  de  toutes  les  forces  étrangères  V,  et  de  toutes  les  forces  élémentaires 
P,  ou  de  leurs  intégrales^  on  aura  la  pression  que  l'axe  éprouve  par  l'action 
des  forces  V  seules,   dians  le  cas  où  le  corps  a  un  mouvement  de  rotation*. 

Toutes  les  forces  étrangères  qui  agissent  dans  un  plan  perpendiculaire 
à  l'axe  AB,  peuvent- être  réduites  à  une  force  moyenne  zz  ¥.  Si  sa  dire- 
ction est  V  V,  et  qu'on  ait  abaissé  la  perpendiculaire  GVzz/sur  Yv^  le  moment 
des  forces  V,  pour  faire  tourner  le  plan  autour  de  AB,  sera  zizYf.  Sup= 
posons  que  la  rotation  du  plan  soit  accélérée  par  cette  force,  ensorte  que 
sa  vitesse  angulaire  cp  augmente  dans  le  tems  dt  de  d^:  cela  posé  il  faut 
cjjie  chaque  force  élémentaire   imprime   à  son  élément  la  même  accélération 
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d<P',  tî'ailleurs,  afin  que  la  totalité  des  forces  élémentaires  fasse  équilibre  à 
la  force  V,  et  qu'ainsi  la  rotation  soit  détruite,  il  est  nécessaire  que  la  som- 
me de  leurs  momens  statiques,  par  rapport  à  l'axe  AB,  soit  égal  au  moment 
de  la  force  V  =:  VJl  Soit  donc  CY  ziz  r  la.  distance  d'un  élément  quelcon- 
que Yzr:3M  à  l'axe,  soit  YXzizy  perpendiculaire  à  la  droite  CD  qui  pas- 
se par  le  centre  de  gravité  G  du  plan,  et  CX.zz:x:  cela  posé,  l'élément 
dM    recevra    dans    le    tems    dt,    par    la    force    élémentaire   P,    l'accélération 

2  ff  P  2  p;  P 

-^-'  dt  (%.  in.  n.  3,),  d'où  il  vient  l'accélération  angulaire —-— 3 ^  zn  3 d) : 
l'expression   générale   de  chaque  force   élémentaire  sera  donc 

2gdt 

Puisque  — —  a  la  même  valeur   dans  toute  l'étendue   du  plan ,    il  s'en  suit, 

^         Zg  àt  _  '- 

que  chaque  force  élémentaire  est  proportionnelle  au  produit  de  la  masse  de  l'élé- 
ment nar  sa  distance  à  l'axe.     Le  moment  de  la  force  P,    pour  faire  tourner 

le  plan  autour  de  AB,  est  P  .  r  rz: —  r^SM,  proportionnel  au  produit  de 

la  masse   par   le  carré    de  la  distance.     La   somme    de  toutes   les   forces   élé- 

d  (h 

mentaires    est   donc  ziz' — ^V-  frdM,    et   la  somme    de  tous   les  momens  -zr 

—  -t-  fr^dyi.   ce  qui  doit  être  égal  à  Yf.     On  a  donc 
agdt  -^  5-1  o 

■ — —  ;=:  -— ,  et  la  somme  des  forces  élémentaires  =  — -^^ . 

Mais    comme   ces   forces    ont   des   directions    différentes,    il    faut   décomposer 

chaque    force  P  en  deux  autres  p,  q,    suivant   les  directions    Y^  et  sZ   qui 

sont  parallèles  à  XC  et  XY.  Or  ZY^— 90^  — C Yz^G YX,  et  YZzzzYCXt 

on  a  donc  les  forces 

suivant  Y 5  ou   XG  =  P  sin  YCXzn  ^  =:  — f-  vaM  zr  p, 

r  2  gàt  ' 

suivant    zZ  ou   XY  =  —  :=:  —^  xd  M  zz  q; 
d'où  l'on   conclura  la  somme  de  ces  forces  élémentaires, 
suivant   XG,  2  . p  ==  _Z_^Z__  , 

suivant    XY,  2  .  ^  __  —^j^. 
Mais  chaque  force  p  a  un  autre  moment,  pour  faire   tourner  le  plan  autour 
de  l'axe  suivant  Y zi    ce  moment    est  le  produit   de  p  par   la  distance  XY 
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ée  la  direction  Yza  l'axe  AB,  donc  py.  On  trouvera  de  même  le  moment 
de  la  force  gzzqx.  Ainsi  on  aura  la  somme  des  momens  des  forces  élé- 
ïiientaires,  pour  faire  tourner  le  plan, 

suivant  y  5  ==  r  .  p  r  =  V/.  l^--^  , 
,  /  r  r  a  M  ' 

f  OC  OC  ^  I\T 

suivant  XY  n:  s  .  ûT^m:  V/ . 

/  r  r  à  M 

Chaque  somme  de  ces  forces  parralîèles  S.p  et  2.  9'^  peut  être  réduite  à 
«ne  force  moyenne,  dont  le  momentj  relativement  à  AB,  doit  être  égal  à 
la  somme  âes  momens,  S.pj  eî  S  .  a.r.  Supposons-  que  Ee  et  F/"  soient 
les  directions  moyennes  de  toutes  les  forces  p  et  g,  nommons  E,  F,  les 
forces  moyennes,  et  menons  CE  parallèle  à  X  Y,,  et  partant  perpendiculaire 
à  ex  et  Ee:  cela  posé  on  aura  E  :zi:  X  .p^  F  zi:  2  .  7^  et  leurs  momens 
CE.E=z2./?j,  CF.  F  =:  1.9a:,   d'oii  il   suit: 

/rro>M     '  /rr<9M     '  /jydM-'  JxdM' 

§.   -jô.  Les  trois  forces   V^^ziiV,  EemE,  Fyzz^F,   sont  en  équilibre 
dans  un  plan,  perpendiculaire  à  Taxe,   ce  qui  est  le   cas  du  §.  74*  On  trou- 
vera donc    la  pression    que   l'axe  éprouve    par  Faction    des  forces   étrangères 
V,   lorsque  la  rotation  a   lieu,  en  concevant  les   trois  forces  précédentes  ap- 
pliquées à  l'axe  même:  les  pressions  de  l'axe  seront  donc  C7=:V,   C^=:E, 
CêzhF,  Cô"  étant  la  proloBgatioo   de  CD,  Cs  perpendiculaire  à  CD,  et  C7 
parallèle  à  la  directica  moyenne  Yv  des  forces  étrangères  V.   Comme  fxdM. 
et  fydM.  sont   les  momens    statiques     du   plan   entier    ou  de  son  centre   de 
gravité,,  par  rapport  aux  axes   CE  et  CD,  on  aura  /j5M  zz  o  et  E  zn  o,  si 
l'axe  des  abscisses  CD  passe  par  le  centre  de  gravité  G:   alors  l'axe  n'éprou- 
vera que  les  pressions  C7:=:V  et  CezzFzz — \  \      .'  ■■  •   Si  CE  passe  aus^ 
si  par  le  centre  de  gravité,  le  point  C  sera  ce  centre,   et  l'on  aura  fx  3Mzro  - 
et  F  zz:  0|:  d'oui  il;  suit  que  la  seule  pression^  qu'éprouve- un  axe  AB  qui  pas-- 
se  par  le  centre    de  gravité  ,    est  celle   des  forces   étrangères    V,    comme  si 
elles  étaient  appliquées  à  Taxe  même.     1\  en  suit  encore,    qu'un  plan  maté- 
riel,   étant  sollicité   par  une  impulsion    ou  forcCj    qui  le   fait  tourner  autour 
d'un  axe  passant  par  le   centre  de  gravité,    éprouvera  la  même  impulsion  au^ 
lÊEntre   de  gravité  suivant  une   direct jon  parallèle,  d'où  il  résultera,  outre  la/ 
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relation,  un  mouvement  de  translation  du  pkn  entier.  Si  la  direction  Yv 
de  la  force  V  passe  eire<;tiveTneîit  par  le  centre  de  gravité  C,  on  a  jT —  p^ 
et  le  moment,  pour  faire  tourner  le  plan^  est  nul:  par  conséquent  le  plan 
recevra  un  pur  mouvement  de  tran,slalion  sans  aucune  rotation. 

Pour  que  Taxe  de  rotation  soit  un  axe  libre,  qui  n'éprouve  aucua 
effort,  il  faut  que  les  trois  forces  V,  E,  F,  se  détruisent  réciproquement, 
ce  qui  suppose  que  l'axe  ne  passe  pas  par  le  centre  de  gravité.  Si  la  force 
Cv}:izH  est  la  résultante  des  forces  E,  F,  l'axe  n'éprouvera  aucune  pressioa 
dans  ie  seul  cas,  où  Ci^  est  la  prolongation  de  7G,  et  H  ~:  ¥.  Si  g  esï 
îe  centre  de  gravité  du   plan,  on  a 

fxdm:=zCG.M,        /j3M=zG^.M,  et 
H  =  y  (E^  +  F*;  =  ^^^ .  /  (C  G'  +  Gg')  =z  ^-/'^V.?^  -  V,  donfi 

Jr^BM  /r^aM 

^         mTcg        '  JràM' 

©n  a  d'ailleurs  tang^G7i~-,  et  Ô^CtiziiDC?  zrgo^  — DCV,  partant 

îangDCVz=^=^^^  =  ^=:tangDCg, 

c'est-à-dire    CV   coïncide  avec  C^^,   et  CV   passe  psr  le  centre    de   gravité; 

d'où  il   suit   que,  pour  que  la  force  V   n'exerce  aucun  effort  sur  l'axe,    elle 

doit  être  perpendiculaire  a  la  droite,   menée  du  centre  de  gravité  perpendi- 

culairement  à  l'axe,  et  la  distance  de  sa  direction  à  l'axe  doit  être  f—- , 

^       M  .c  g 

On  voit  donc,   que  la  fonction  frrdM  est  d'une  grande  importante  dans  cette 

îhéorie:   on  appelle  cette  fonction  le  vioment  d'Inertie  du  plan  ou  du  corps  par 

rapport  à  l'axe  A  B;  le  moment  d'inertie  n'est  donc  autre  chose  que  la  somme 

des  produits  de  la  masse  de  cîia_qué  élément  par  le  carré  d€  sa  distance  à  rax;e. 

Or  C^.Mzz/r3M  étant  le   moment  statique  du   corps   relativement   au  même 

~axe,    la   distance  de  la  direction   de  la  force  à  l'axe  libre  doit  être  égale  au 

moment  d'inertie,  divise  par  le  moment  statique.     Cette  distance  f-zz 

"^  ^  -^  Jr9M 

est   identique  avec  ce  qu'on   appelle,  sous  un  autre  point  de  vue,   la  disian- 
ee  du   centre  d*osciUation  à   l'axe   ACB. 

Si  ces  deux  conditions  sont  remplies,  ensorte  que  GY  :zz  fziz 

^        '  ^  •^         JrdW 

passe   par  le  centre    de  gravité  ,    l'axe  passant    par  G    perpendiculairement  à 
€V  n'éprouvera  aucun  effort,  et  l'on  aura  {$.  75.) 
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Gela  posé  le  centre  de  gravité  g,   dans  lequel  on  peut  concevoir  réunie  la  masse 

rrr  V  C  g  .    B  (^  „ 

entière    M,   sera   accélère   par  la  force  —  m r— -.     En   nommant    donc   v 

'  ^  M  2-  g  dt 

la  viîesse  du  centre  de  gravité,  et  w  sa  vitesse  angulaire,  on  aura   .§.  17.  n. 3.) 

M  5       4^»  C  ^  j  ^         M ,  c  g 

§.  77.  Il  est  visible ,  que  les  raisonnemens  précédens  peuvent  être 
appliqués  à  une  masse  quelconque.  Toutes  les  forces,  dotit  les  directions 
sont  dans  un  même  plan,  peuvent  être  réduites  à  unç  seule,  dont  il  est 
aisé  de  déterminer  le  moment  par  les  principes  de  la  statique,  ainsi  qu'on 
vient  de  le  voir:  la  somme  de  tous  ces  momens  donne  le  moment  total  V/J 
qui  fait  tourner  le  corps  sur  son  axe,  en  lui  communiquant  dans  le  tems3^ 
la  vitesse  angulaire  d«zz;9(J)  (§.  76.).  Soit  CABKY  un  plan  quelconque 
passant  par  l'axe  AB  {Fig.  16.),  Z  un  élément  zzdM,  soient  AD,  ZY,  per- 
pendiculaires à  ce  plan,  YX  et  Zz  perpendiculaires  à  AB  et  à  XZ,  et 
nommons 

AXznx,    XY=v,    YZ^z,  XZzur,   —%-=cc, 
•^  '  zg  dt 

et  le  moment  d'inertie   du   corps   entier /r^d  M  zi:  J. 
Gela  posé,    la   force  élémentaire  suivant  la  direction  Z  s,    opposée  k  la  rota- 

tion,  sera  (§.  75.)  Pz:zar3M,  azz  —  ,    donc  F  m .     En  décompo- 

sant  chaque  force  F  en  deux  autres  p  et  ç,  suivant  Zx  et  xz,  parallèlement 
k  y  et  z,  on  aura 

/?  =1  P  cos  a;Z2  =  P  sin  ^ZX  zz  F  sin  YXZ  =  -  P  =  XZ^i^^ 


J 


o  =  Psina;Z2:=iPcosYXZ=^  p^  V/>aM 

r  J 


Les  momens  de  la  force  p,  par  rapport  aux  plans  CAD  et  BAC,  sont  pn 
et  pz;  ceux  de  q  par  rapport  aux  plans  CAD  et  BAD  sont  çx  et  fj.  Oa 
a  donc  la  somme  de  tous  les  momens  des  forces  p^ 

y  f 

relativement  au  plan  des  y,  z,  1  .pxzn  —^  fx-zdM, 

et  relativement  au  plan  des  x,  y,  X  ,pz:iz — - /zzèM-, 
la  somme  des  momens  des  forces  g, 

•17 
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par  rapport  au  plan  des  j,  z,  ^  .  ç  x  z:z  — =-  fxjdWi- 

Y  f 

et  au  plan:  des  Xy  Zy'Z-  -qy^^  -y-  /j/5M,- 
Toutes  les  forces  parallèles  p  peuvent  être  composées  en  uns  seule 
P^3iz:P,  parallèle  à  YX  et  CA,  et  égale  à  S-/?.'  les  momens- de  celte- résul* 
tante,  par  rapport  aux.  plans  CAD  et  BAC  ,.  doivent  être- égaux  à  2.p:r  et 
à  S.p^.  Il  en  est  de  même  de  la  forée  moyenne  ^IqzzÇ^y  qui;  est- 
équivalente  aux  forces  q.  Supposons^  que  les  directions>  d^s  forces-  ^]},  Qq» 
rencontrent  les  plans  BAD  et  BAC  en  P  et  en  Q,.  et  que  FE,  QF,  soient- 
perpendiculaires  à  Vz^e  AB:-  cela  posé  on*  aura,  par  ce  qui  précède, 
V-^.p,  AE,P:zI.;>^.  EPa^-S.p^,-Q::S.^,  Ar.Q  =  r.^^,,FQ,.Q.-S-.^y. 

L'axe  de  rotation  éprouvera»  donc,  outre  les  pressions  de  toutes-  les  forces  ; 
étrangères  V,  encore  celles  de  P  suivant  Vp,  et  de  Q  suivant  Q 9-;  et  toutes- 
ces  forces  agiront  da^is  des-  plans  difïérens,  mais  perpendiculaires  a  l'axe  A  BV 
Quel  que  soit  le  nombre  des  forces»  V,  leur  totalité  est  en  équilibre 
avec  le&  deux  forces-  P,  Q:  donc,  sî  l'on-  décompose  ebaque  force  V  en-  deux- 
autre*,  u),,  v,.  suivant  A  G,,  et  Ce  ou  DA  5-  cHacune  des-  forces  u  fera  équili^ 
bre  à  une  portion^  de  la  force  P,  et  claque  force  -u  à  une  poriion>  de  Q, 
Chacune  de*  ces  combinaisons  présentera  le  cas,,  où  deux  forces  parallèles-  en- 
tre elles,  et  agissant  danar  deux  plans  diflerens  qui  sont  perpendiculaires  à 
l'axe,  font  éq^iilibre  Vxxue  à-  l'autre:  voyons  ce  qui  en  résulte.  Si  Vp,  Qq, 
(F/g.-  17.)  représentent  deux  forces  parallèles  P,  Q,  dont  les  momens  par  rap- 
port à  l'axe  AB  sont  égaux,  et  que  AP,  BQ,  soient  perpendiculaires  aux 
direetion&  ?p,  Q  q,  on  a  APvPzzBQ.  Q.  Soit  AC— :BQ,  et  concevons 
^ue  quatre  forces,  parallèles  et  égales  à  la  force  Q,  agissent  en  A,  B,  C,  Q, 
suivant  Aa^.BZ';,  Ce,  Qk:  cela  posé,  les  résultantes  des  forces  A  a,  Qk,  et  de 
Bb,  Cc^  passeront  par  le  centre  du  rectangle  AQ  suivant  des  directions 
contraires}  par  conséquent  ces  quatre  forces  seront  en  équilibre,  et  leurs 
«Fessions    sur   Taxe  se  détruiront  réciproquement ^  d'où  il  suit  que   les  trois 
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forces  Aût;  Bb,  Ce,  font  équilibre  à  la  force  Q/t:  elles  seront  donc  équipol- 
lentes  à  la  force  Qq  qui  est  égale  et  opposée  à  Qk,  et  l'on  peut  lui  sub- 
slil»er  ces  trois  forces.  'L'effet  sera  d^nc  le  même,  que  si  les  .quatre  forces 
Aa,  i&b,  Ce,  Vp,  agissaient.  Les  deux  derriières  sont  dans  un  plafi,  (perpen- 
diculaire  à  AB,  et  en  équilibre,  parce  que  AC  .Ce  zz.BQ.Qzz  AP.  P:  ellei 
exeiîceront  donc  la  même  pression ,  que  .si  elles  étaient  appliquées  à  l'axê 
même  en  A  (§.  j^.).  .Alors  les  forces  Aa,  Ce,  se  .détruiront,,  et  al  ne  res- 
tera qu'une  force  en  A,  et  une  autre  «en  -B ,  la  première  étant  égale  et  pa- 
raflèle  k  P,  l'autre  à,  Q:  d'où  il  suit  que  deux  forces  ,  agissant  -dans  diffé- 
rens  plans,  perpendiculaires  à, Taxe,  ,  exerceront  la  même  prBasî0n,j  que  si 
cîiacajie.*  était  .imprimée  jâti  .-p'aïnt  .même,  .où  son  plan  coupe  -l'axe» 

ï  Ce  qui  vient  d'être  éprouve  de  { haque  combinaison  ,  de  deux  forces, 
sera  donc  aussi  vrai  de  toutes  tes  ïbrees  ^V,  P,  Q.  L'axe  éprouvera  le  même 
effort,   que  si  chaque  force  étrangère  V  était  appliquée  à  l'axe  même,    dan» 

son  intersection   avec   le  plan,    perpendiculaire   à  l'axe    et  passant   par  la  di- 

.  V  f  Vf 

rection  de  V ,    et  qu'en    outre  les  forces    P  =z  -—-  fzdM  ,  et  Q  -^  -7-  fj^^^ 

fussent    appliquées    en   E  et  F ,    parallèlement  à    — ^   e.t  à  z,    aux  distances 

AE^-^ —et  AF:zi-^-~—~,    leurs    directions   Ee,   F/,    étant   opposées 

à  la  rotalion  du  corps.  En  multipliant  chaque  .force  'V  par  la  distance  de 
sa  direction  à  l'axe,  on  aura  son  momentj  et  la  somme  de  tous  ces  momens 
donnera  le  moment  yf,  pour  faire  tourner  le   corps  autour  de  l'axe  AB. 

,Le  plan  :des  jr,  j,  BAQ  étant  arbitraire,  on  peut  le  faire  passer-pat 
le  centre  de  gravité  du  corps:  alors,  on  aura  /s3Mzi:  o,  P  m  o,  et  il  n'y 
aura  que  les  forces  V  et  Q.  ;  Si  l'axe  de  rotation  AB  passe  aussi  par  le 
centre  de  gravité,  on  a  /j' 3  M  zi:  o  et -Q  zr:  0  :  l'axe  n'éprouvera  donc  que 
la  pression  des  forces  étrangères   V* 

§.  78.  Chaque  force,  quelle  que  soit  sa  direction,,  peut  être  décompo^ 
sée  ien  deux  autres ,  dont  l'une  est  parallèle,  et  l'autre  perpendiculaire  à 
l'axe  (§.  '73.),  La  première  se  décompose  en  trois  forces,  dont  l'une/âolli- 
cite  l'axe  suivant  sa  longueur,  les  deux  autres  étant  perpendiculaires  à  l'axe, 
et  opposées  l'une  à  l'autre  ("§.  73.).  Or  toutes  les  autres; forces  étant  pareil- 
lement   perpendiculaires   à   l'axe,    elles   ne  peuvent    pas  détruire   celles   qui 
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agissent  suivant  la  longueur  de  Taxe:  il  est  donc  impossible,  que  l'axe  n'é- 
prouve aucun  eflfort,  h  moins  que  toutes  les  forces  n'agissent  dans  des  plan» 
perpendiculaires  ù  l'axe,  ou  que  toutes  celles  qui  sollicitent  Taxe  suivant  sa 
longueur,  ne  se  détruisent  réciproquemeni;  dans  le  cas  contraire,  l'axe  doit 
être  appuyé  suivant  sa  longueur,  par  une  force  égale  à  la  somme  ou  à  la 
dift'érence  des  forces  parallèles  à  l'axe.  Toutes  les  autres  forces  agissent 
dans  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe,  et  quand  on  ne  considère  que  la 
pression  de  l'axe,  on  peut  les  concevoir  appliquées  suivant  leurs  directions, 
au  point  de  Taxe  où  il  est  coupé  par  ces  plans  (§.  77.}-  ^  f^"^  enfin  con- 
cevoir, que  les  forces  élémentaires,  ou  leurs  deux  intégrales  EeiziP  et 
F/zz:Q  (5.  77.),  sont  imprimées  à  l'axe:  la  totalité  de  ces  forces  détermi- 
nera la  pression  de  l'axe. 

Pour  simplifier  ces  recherches,  nous  réduirons  toutes  les  forces  à 
deux  points  A,  B,  de  l'axe  {fig.  i6.],  en  cherchant  l'effort  que  l'axe  éprouvera 
dans  ces  deux  points.  Soit  Vj  la  direction  d'une  des  forces  V  perpendiculaires  à 
l'axe,  U  la  commune  section  de  l'axe  avec  le  plan  VyU  qui  lui  est  per- 
pendiculaire, et  Ut:;  parallèle  à  Vj:  cela  posé,  VU  et  U  u  seront  perpeiidi- 
culaires  à  l'axe  AB  qui  éprouvera  la  pression  U-uinV.  Il  en  résultera  en 
A  et  B  des  pressions  parallèles  à  Ut;  ou  Vj  qui,  en  faisant  AB zzia,  seront 

AMzn  — V  et  BNzz—  V. 

a  a 

I>a  force  élémentaire  Eez=:P  donnera   de  même   en  A  et  B   les  pressions 

Aa:=i  — PiziA,     Bb-  —  P-B, 
a  ft 

€î  la  force  Ffzn  O  donnera  les  pressions 

Aazz—  Orra,     B  (3  =  —  Q  rz  (3^ 

a  a 

el  en  substituant  les  valeurs   de  P,  Q,  AE,  A  F  (§.  77.), 

A—~^J(a~x)zdM,  B  —  ^fxz^M,  az=^/(a~a;)jaM,   ^^^fxydU. 

Toutes  les  forces  AM,  A  a,  A  a,  peuvent   être  réduites  à  une  seule;  et  il  en 
est  de  même  des  forces   qui   agissent  en  B. 

§.  79.  Dès  que  la  rotation  a  effectivement  lieu,  il  en  résultera  des 
forces   centrifuges   qu'il   faut   ajouter   aux  précédente-s.     Si    l'on  nomme,  w  la 
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vitesse   angulaire   de   la  rofalion   autour  de   l'axe  AB,    il  éprouvera  en  A  et 
B  les   pressions  suivantes. 

I,  Les  forces  étrangères  qui  sollicitent  le  corps,  dont  chacune  V  sera  dé- 
eomposée  en  deux  autres,  dont  l'une  =z  U  est  parallèle  à  Taxe,  et  l'autre 
zzW  suivant  Vj  lui  est  perpendiculaire.  La  force  U  se  décompose  en 
trois  autres  {%.  ^l),  dont  Tune  =z  U  sollicite  l'axe  suivant  sa  longueur  AB 
ou  BA,  et  les  deux  autres  exercent  sur  l'axe  en  A  et  B  des  pressions  per- 
pendiculaires dans  le  plan  qui  passe  par  l'axe  et  la  force  U  :  ces  pressions 
sont  égales  à  -  U  (§.  73.),  et  opposées  l'une  à  l'autre;  elles  feront  donc 
tourner  l'axe  AB  autour  de  son  milieu.  La  force  VjtzzW  agit  sur  Taxe, 
comme  si  elle  était  perpendiculaire  à  l'axe  en  U  (§.  77.);  d'où  il  résulte 
en  A  et  B  des  pressions  A  M,  BN,  parallèles  à  Ux»  et  Vj,  qui  sont,  en 
nommant   AUzzu  (§.   78.), 

AMzz:^-—^' W,     BNiz:-W. 

a  a 

Chac^une  des  forces  W  exerce  un  effort  pour  faire  tourner  le  corps  autour 
de  AB  suivant  Y  y,  et  l'on  trouve  ce  moment,  en  abaissant  sur  Y  y  la  per- 
pendiculaire XJyznw,  et  multipliant  W  par  w.  Après  avoir  réduit  de  cette 
manière  chacune  des  forces  W  à  deux  forces  parallèles  en  A  et  B,  on  trou- 
vera aisément  la  grandeur  et  la  direction  des  deux  résultantes,  A  M'  et  BN'. 
La  somme  de  tous  les  momens  Ww  donne  le  moment  Vf  de  toutes  les 
forces  étrangères,  pour  faire  tourner  le  corps  sur  l'axe  AB:  en  faisant 
donc  ^  —k,  on  connaît  V/—  1  .  Wv^,  J  =/r'rJM,  et  ^  z=  — . 

2.  Si  les  forces  étrangères  V,  au  lieu  d'être  en  équilibre  ,  font  tourner 
le  corps,  elles  exerceront  sur  l'axe  encore  une  autre  pression  qui  est  dé- 
tenninée  par  la  fiction  des  forces  élémentaires  y  lesquelles  peuvent  être  ré- 
duites à  deux  forces  intégrales,  appliquées  à  l'axe  môme,  et  opposées  à  k 
rotation,  savoir  (§.   77.) 

d'où  résultent  en   A  et  B  les  forces  (§.  78.) 

Aa  =  A—  -  /(«— ^)  33M,     Aanz  v.—  t  f  {^a  — x)  ydU., 
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3.  hes  Jorces  centrifuges  qui  résultent  de  la  rotation,  peuvent  aussi 
être  réduites  à  deux  forces  intégrales,  appliquées  à  rare  îmême  (§.  72.) 
{Fig.    II.)}    savoir 

EF  z=  E  ==  —  /r aM  à  la  distance  AE  =z  tl^  ^e,  'ëi 

1 K  HT  H  z:z  —  /2  a  M  à  la  distaîice   A I  z^  ^I±^  —  h. 

Il  en  résulte   en  A  (Fig.  16.)  les  forces 

A  m  ou  A  C  n: E  m  ■'- •  fja  —  ^)  y  9  M  :^  m . 

A  a  zz:  — —  ,  H  ^  — -  /  («  —a;)  ^  a  M^  ^^  ^ , 
et  en  B  les  forces 

Bn^  =î  E  zn  ~-/:rjaMr^/i>    f.:Bfid  -•Hr::i:^-:/^^aM  ^^•^. 

LVxe  éprouvera  doïic   en  général  les  .pressions  suivantes. 
I.  Suivant  sa   longueur   AB    ou    BÀ-j  ,ia   somme   dB  toutes    les  forces  U. 
II.  En  A, 

1.  autant  de  forces  W,  qu'il  y  a  de  forces  étrangères,    dont  chacune 

a  une  autre  direction  A  M,  leur  direction  moyenne  étant  AM^^ 

2.  suivant  ka,   la  force  A— m  rz:/?'/^  a  M  — — /yaM-1 — /ojaM— -/a:saM) 

3.  suivant  A  a,  la  force  ci  +  |x  t=.'kfy  d  M  --^  —  fsdU  —  — --/^c^aM»—  ^  /^^aM) 

4.  autant  de  forces  —  U,  perpendiculaires  à  l'axe,  qu'il  y  a  de  forces  U, 
dont  chacurfe  a  tinerautïe. direction^  lent; moment  par  rapport  à  l'axé 
étant  nuL 

III.  En  B, 

I .  autant  de  forces  B  N  zi-  —  W,    qu^il  y  a  de  foritres  étrangères ,  ^  dont  la 

direction  moyenne  est  BN'; 
a.  suivant  BZ>,    la  force  B- — /z  zz:  —   fx  zdM  ''^■- fxydMi 

3.  suivant  BÔ,    la  force   fi  +  v  zz:  -   f  x  y  à  M  -\-  -—  f  x  zdMf 

ri  ^  j     j  *    .zag-^ 

4*  les  forces  —  u,  égales  et  opposées  à  celles  en  A  ^11.  4') 

Toutes   les  forces,  appliquées  en  A  o\i  B,  seront  réduites,  suivant  les 

préceptes  de  la  statique,  à  une  seule  forcé  moyenne;  ensor4e  quiB  la  pression 
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de  Taxe  sera  entiërenient  déterminée  par  trois  forces,  dont  l'une  sollicite 
l'axe  suivant  sa  longueur,  les  deux  autres  étant  perjsendiculaires  à  Taxe 
€n  A  et  B^ 

^.  80.  Les  forces  centrifuges  sont  perpendiculaires  à  i'axe;  mais  elles 
agissent  dans  le  plan  de  l'axe ,  et  leur  direction  passe  par  un  de  ses  points: 
leur  moment,  çQur  faire  tourner  le  corps  autour  de  l'axe,  est  donc  nul,  et 
leur  effet  consiste  à  solliciter  l'axe,  ou  à  lui  imprimer  un  mouvement  de 
translation ,  perpendiculaire  à  sa  longueur.  Les  forces  élémentaires  sont  un 
être  idéal  qu'oa  a  imaginé ,  pour  déterminer  une  partie  de  la  pression  de 
l'axe j  si  elles  existaient  seules,  elles  imprimeraient  au  corps  une  rotation, 
égale  et  opposée  à  celle  que  lui  communiquent  les.  forces  étrangères.  Les 
forces  U ,  parallèles  à  l'axe,  le  sollicitent  suivant  sa  longueur,  et  suivant 
une  direction  perpendiculaire  3  mais  elles  n'ont  aucun  moment  par  rapport 
à  l'axe:  elles  ne  pourront  donc  avoir  d'autre  effet,  que  de  soUIciter  l'axe 
suivant  sa  longueur ,  ou  de  faire  tourner  l'axe  autour  d'un  de  ses  points  O, 
sans  faire  touruer  le  corps  autour  de  cet  axe,  îl  ne  reste  donc  pour  la  rp- 
talion  que  les  forces  W,  dont  chacune  a  le  moment  W.w,  pour  faire  tour- 
ner le  corps  autour  de  l'axe  AB:.  la  somme  S.Ww  donne  le  moment  Yj\ 
Supposons  qu'avant  que  les  forces  étrangères  V  commençaient  à-  agir,  le  corps 
ait  tourné  uniformément  autour,  de  l'axe  A  B  avec  la  vitesse  angulaire  7,  et 
q_u'au  bout  du  tems  t,    7  se  change  en  %^j   cela  posé  on  aura  (§.  ^6.) 

_2\fgdt 

En  nommant  $  l'angle  que  le  corps  décrit  par  sa  rotation,  dans  le  tems 
tj,  on  aura   v—~,  donc   dy~~— ,  et  3o!Cl)z=     /,,,-,   d'où  l'on  tirera 

done  l'intégrale  donnera,,  pour  un  instant  quelconque,  la  vitesse  angulaire 
y,  et  l'angle  décrit  cp,  la  constante  étant  déterminée  ensorte  que  »  soit 
^zy,  et  Cp^^o,  lorsque  t  est  nuU 
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CHAPITRE      II. 

Rotation   autour   d'un   axe  libre. 


§.  81.  V^n  appelle  axe  libre  celui  autour  duquel  le  corps  peut  tour- 
ner avec  une  vitesse  quelconque,  sans  que  Taxe  soit  appuyé,  qui  par  con- 
séquent n'éprouve  aucun  effort.  Si  le  corps  est  sollicité  par  des  forces 
étrangères,  dont  la  résultante  ne  passe  pas  par  le  centre  de  gravité,  il  tour- 
nera librement,  du  moins  pendant  quelque  tems,  autour  d'un  axe  queîcen- 
que,  qui  pourrait  être  nommé  libre,  mais  seulement  par  rapport  aux  forces 
données:  chaque  corps  aurait  alors  une  infinité  d'axes  libres,  et  chaque  axe 
serait  tantôt  libre,  et  dans  d'autres  cas  il  ne  le  serait  pas.  Ainsi,  pour  fixer 
les  idées ,  il  faut  entendre  sous  un  axe  libre  celui  qui  tféprouve  aucum 
«ffort  par  la  rotation,  si  le  corps  n'est  pas  sollicité  par  des  forces  étrangè- 
res. Dans  un  pareil  cas,  toutes  les  forces  V,  U,  W,  et  les  forces  élémen- 
taires qui  leur  sont  opposées,  disparaissent  (§.  79.  n.  i.  2.),  et  il  ne  reste 
^ue   les    forces    centrifuges  (§.  79.  n.   3.)  ,    savoir ,    en  faisant   pour  abréger^ 

m:  a ,    les  forces 

s:  a  s 

Km  ou  mur  a/ («  ■— a;)  y  3  M ,     A  a  ou  \l  "ZZ  a.  f  {a  —  3c)  zdM.  ^ 
Bn  ou  n:iz  a/ xydM,     B(3  ou  v:iz  afxzdMf 
les  intégrales  se  rapportant  au  corps  entier,  où  a  est  une  quantité  constante. 
Or  ces  pressions  n'étant  pas  opposées  l'une  à  l'autre,   l'axe  ne  peut  être  libre, 
que  dans  le  cas  où  chacune  de  ces  pressions  est  nulle.    La  position  des  axes 
libres  est  donc  déterminée  par  ces  équationsî 

fydM=:Oy    /adM  —  o,     fxydM=:Oy     fxz3Mz=.o. 
ïl  suit   des  deux  premières ,   que  chaque  axe  libre   doit  passer  par  le,  centre 
d©  graritéi   le«  deux  dçrnLères  nous  apprennent ->  qu'un  axe  peut  passer  par 
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le  centre  de  gravilé,  sans  être  libre,  et  elles  déterminent  la  position  des 
diamètres,  passant  par  le  centre  de  gravité,  qui  sont  des  axes  libres  (§.  72.). 
Puis  donc  que  chaque  axe  libre  AB  passe  par  le  centre  de  gravité,  nous 
prendrons  ce  centre  pour  Forigine  des  abscisses  x,  de  sorte  qu'on  aura 
aussi    JxdMzmo. 

§.  82.  Si  AB  (i'%.  18.)  est  un  axe  passant  par  îe  centre  de  gravité 
A,  et  que  la  nature  du  corps  soit  donnée  par  une  équation  entre  les  coor- 
données rectangles 

AX  =  X,     XY31Y,     YZ=z:Z, 
on  connaît  les  intégrales 

/XX8M  =  A,    /YY3M  =  B,    /ZZaMnrC, 
fXYdU  —  D,    fXZdM=E,    /YZaM  — F. 
Soit  AF  un  axe   libre,  et   qu'on   prenne   les  abscisses  x  sur  AF ,    les  ordon- 
nées j,  z,   perpendiculaires  à  A  F:  cela  posé,   on  aura   (§.  8ï.) 

J xy  3  M  :=:  o  et  J x  s  5  M  n:  o. 
Ayant  mené  par  A  F  un  plan  perpendiculaire  au  plan  des  X,  Y,  qui  le  cou- 
pe en  AE,  les  angles  BAEnzii,  EAFiz:^,  détermineront  la  position  de 
Taxe  A  F.  En  non^mant  AX'  —  X',  X'Y  — Y%  YZzziZ',  les  coordonnées 
rectangles  de  Télément  Z,  rapportées  à  l'axe  des  abscisses  AE,  et  prolongeant 
YX'  jusqu'à  sa  rencontre  avec  l'axe  AB  en  P,  on  aura  XYPzgo^— -APX'htj, 
XP  zz  Y  tang  Yj,  YPiziYsecvj,  partant 

X'  zz  A  P  cos  7]  zi:  X  cos  7]  -f-  Y  sin  v), 
Y'  =:  Y  sec  »  —  X'  tg  71  ^  Y  cos  7]  —  X  sin  ri,  7l  =:  Z. 
Si  Zj  et  X'j  sont  parallèles  à  YX'  et  YZ,  X'j  sera  dans  le  plan  EAF,  e* 
coupera  A  F  dans  un  point  2;  Zj-  sera  perpendiculaire  au  plan  EAF.  Ayant 
donc  abaissé  dans  ce  plan  la  perpendiculaire  yx  à  A  F,  dont  la  prolongation 
rencontre  AE  en  v,  on  aura  les  coordonnées  Kx-ziXf  xyzzy,  yZzzzz,  Mais 
A  s  X'  rz  a;  s  j  HZ  90"*  —  ô,  et  xyzzzz  $,  partant 

X  zizAv  .  cos^  zz:  X'  cos  ô  -f-  X'j-  tang  ôcos  ù  zz:  X'  cos  $  -|-  Z  sin  ^, 
yzizvy  —  ^j  a;  zz:  Z  sec  ô  —  x  tang  ô  rz  Z  cos  $  —  X'  sin  $,-  et  z  :zz  Y'j  ou 
.T  zz:  X  cos  7)  cos  5  -4-  Y  sin  t)  cos  ô  4-  Z  sin  ô, 
j  zz;  Z  CC5  ^  —  X  cos  73  sin  5  —  Y  sin  75  sin  5,  5  zz  Y  cos  v)  —  X  sin  11;       ~ 
d'où  l'on  tirera 

18 
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a^jx^r  —  î  XX  cos^  >]  sin  2^  —  ?  YY  sin^' >]  sin  aô-j-^  ZZ  sin  2I 
■—  XY  sin  y]  cos  ri  sin  2Ô  -j-  XZ  cos  y\  cos  2^  -}- YZ  siii  t)  cos  a^, 

ac  s  ^i:  —  XX  sin  y]  cos  t)  cos  ô  -|-  Y  Y  sin  y]  cos  t)  cos  9 

-[-  X  Y  cos  ()  (cos^  7)  —  sin^  tq)  —  X  Z  sin  t)  sin  3  -4-  Y  Z  cos  v)  sin  ^. 

En  substituant  cela  dans  les  équations  de  condition, — - — — mo  et zi:o 

cos  2  Q  cos  $ 

on  aura  les   équations    suivantes: 

o  m  —  -  tang  2  é  (A  cos^  Ti-j-Bsin^?)—  C)  —  Dsinv)  cos  t]  tg  2  5  -[-  E  cos  >]  -|-  F  sin  vj  ^ 

o zz:  (B  —  A)  sin >i  cos  v)  -|-  D  (cos^  t]  —  sin^  t])  —  E  sin  >]  tg  t)  -}-  F  cos  vj  tg  é. 

£)fn  faisant  tangy]  zizt^  la  dernière  équation   donnera 

tang  5  zi:  -^ — j- — -— ,    donc 

(F  ^  E  f  )  sec  /) 
2(F  — E  0  {0  ^^  +  (A— B)  f  —  D}  secvj 

On  conclura  de  la  première  équation, 

2(E-f-Ffl  secTi 
tang  2ô  rz 


(il  —  C) /-^ ^ 2D  f-f- A— C* 
En  comparant  ces  deux  valeurs  de  tang  2Ô,  on  aura  une  équation  du  cinqiè- 

îaie  degré,    divisible    par  sec^  >i  zz  i -[- ^^^    ensorte   que  i  sera  donné    par  une 

équation  du  troisième   degré.     Il   y  a  donc    dans  chaque  corps ,    une  ou  trois 

valeurs   réelles  de  ïzztang-Kî,    et   par  conséquent   de  tjizzBAE,    après   quoi 

on  aura 

.  .  ,  T.  .  -n  (^  —  B)  sin  2  V] — a  D  cos  2  7] 

tang  é  ZZ  fang  E  A  F  ZZ  ^ ■ -. 

°  ^  2  (F  cas  7]  —  E  sin  -/])         ' 

éiquation   qui  donne  toujours  une  valeur  réelle  de  $~;    et  les  angles  ri,  Ô,  dé- 
termineront la   position  de  l'axe  libre  AB  qui  existe   dans  chaque  corps. 

§.  83,  Il  s'agit  maintenant  d'examiner,  si  les  trois  racines  de  l'équa- 
tion précédente  sont  réelles  dans  tous  les  cas.  Supposons  pour  cet  efîetj 
que  AB  soit  l'axe  libre,  trouvé  par  l'une  des  trois  racines  qui  est  toujours 
réelle,  et  que  AF  soit  un  autre  axe  libre,  dont  la  position  est  cherchée  au 
moyen  des  angles  BAE  =  7),  E  AF  =:e.  Si  ces  angles  sont  toujours  possi- 
bles, il  est  prouvé  que  le  corps  a,  outre  l'axe  AB,  encore  un  autre  axe  libre 
AF5  d'où  il  suit,  que  l'équation  cubique  a  deux,  et  par  conséquent  trois 
racines  réelleso  Soient,  comme  ci-dessus,  les  coordonnées  de  l'élément  Zzz 
dMf  par  rapport  à  l'axe  AB,  X,  Y,  Z,  celles  relatives  à  l'axe  A  F,  x^  y,  «: 
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cela  posé,  les  valeurs  des  produits  xy,  xz,  seront  les  mêmes  que  dans  le 
§.  82.  Or  AB  étant  un  axe  libre,  on  a  (§.  8j.)  /XYaM  =  D  =  o  et 
/XZ8MiiiE:zr o:  AF  sera  donc  aussi  un  axe  libre,  si  les  équations  (§.82.) 
/xj3M=zo  et  fxzdMzn  ù,  après  y  avoir  substitué  D  rz  o  et  Ezno,  don- 
nent des  valeurs  réelles   de  y\  et  ô.     Or  ces   équations  se  transformeront  en 

(A) o  =:  F  sin  vi  —  |  tang  2  Q  (A  cos^  v)  -j-  B  sin^  y\  —  C), 

(B) o  zz:  F  cos  "n  tg  0  —  (A  —  B)  sin  y\  cos  t)  : 

ce  sont  les  deux  équations  de  condition,  pour  le  cas  où  AB  et  A  F  sont 
des  axes  libres.  On  satisfait  à  la  dernière  équation,  en  supposant  cosvizro 
ou  y)  zz  go®  et  sinyjzzi.  En  substituant  cette  valeur  dans  la  première  équa- 
tion, on  trouvera 

(C) tang2^=z-g--^, 

ce  qui  donne  deux  valeurs,  ôzzEAF  et  ô' zz:  E  AF -j- 90°,  qui  déterminent 
les  deux  autres  axes.  Puisque  BAEzzt]  est  un  angle  droit,  et  que  les  plans 
BAE,  EAF,  sont  perpendiculaires  Tun  à  l'autre,  BAF  est  aussi  un  angle 
droit,  d'où  il  suit  que  AB  est  perpendiculaire  aux  deux  autres  axes.  Mais 
la  ditrérence  entre  les  angles  &  et  é'  est  aussi  un  angle  droit:  d'où  il  résulte 
ce  théorème  important,  que  chaque  corps  a  an  moins  ^rois  axes  libres,  gui  se 
coupent  l'un  l'autre  perpendiculairement  dans  son  centre  de  gravité  (§.  "ji).  En. 
concevant  donc  une  surface  sphériqué  autour  du  centre  de  gravité  ilig.  i9-), 
qui  est  coupée  par  les  trois  axes  libres  en  B,  C,  D,  les  arcs  BC,  BD,  CD, 
seront   des    quadrans* 

§.  84.  Soient  {Fig.  18.)  AB,  AC,  AD,  les  trois  axes  libres,  A  le  cen- 
tre de  gravité,  d'où  Ton  compte,  comme  ci-dessus,  les  coordonnées  de  l'élé- 
ment ZzzaM,  AXizrX,  XYzzX,  YZz=Z.  Cela  posé,  les  distances  de 
l'élément  Z  aux  axes  AB,  A  G,  AD,  seront 

ZXz=Rzi:y(Y^^-Z-j,  ZH^r^zV (X^  +  Z^j,  YA=z?=:l/ (X^ -f  Y^). 
Les    momens  diaerlie  du  corps  (§.  y6.)  seront  donc,  relativement 
r  à  l'axe  ABzz:/R28M  =  B-f  GzzMaa, 
(D)....  -<  à  l'axe  A  C  =/ r^  aM  =  A-f  C  iz:  Mé^, 
•     (  à  l'axe  ADzz:/e^aMz-A-|-BzzM  ce. 
Outre  ces  trois  équations  entre  A;  B,  C,  on  aura  D  zz  0,  E  zr  o,  F  zz  o. 
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Soient  relativement  à  un  autre  axe  quelconque  AF,  Axznx,   Tjznjy 
tZn-i^;  alors  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  cet  axp  sera  (§.  82.) 

(E) /  (f  +  Z-)  d  M  —  A  (sin^  71  4-  cos=^  r,  siu^  $) 

4-  B  (cos=  ri  4-  sin=  10  sin^  ô)  "f  C  cos^  0  zz  M  L.k. 
Or  on  a  pour  chaque  axe,  situé  dans  le  plan  BAC,  ôzzo:  le  moment  d'iner- 
tie relativement  à  un  pareil  axe  sera  donc 

A  sin^  11  -4-  B  CGs^  vj  -j-  C  zz  Mm/n; 
d'où  il  suit 

■yiaa  —  M/w  m  =z  (B  —  A)  sin^  r^,  Mhh  —  M  m  m  m  (  A  ^  B)  cos^  n^ 
Mec  —  lÂmm  ^z.  A  cos"  -vi  -|-  B  sin^  y\  —  C  , 
Mkk  —  Mmmdz  (A  cos^  >]  -j-  B  sin"  v)  —  G)  sin^  Ô. 
Quelle  que  soit  donc  la  valeur  de  v] ,  ou  la  position  du  plan  EAF,  la  diiïé- 
rence  entre  les  momens  d'inertie  par  rapport  à  l'axe  AE  et  à  un  autre  axe 
quelconque  A  F  dans  le  plan  EAF,  savoir  M/r^- — ^Imm,  sera  un  maxlinuni^ 
lorsque  ô  zz  90°,  ou  que  A  F  coïncide  avec  l'axe  libre  ADj  c'est-à-dire,  la 
différence  entre  les  memens  d'inertie  par  rapport  à  AD  et  à  AE,  est  plus 
grande  que  celle  entre  les  momens  par  rapport  à  AD  et  à  un  autre  axe  quel- 
conque AF,  quelle  que  soit  la  position  du  plan  EAF  ou  EAD:  donc  let 
moment  par  rapport  à  AD  est  plus  ou  moins  grand  que  le  moment  par  rap- 
port àAF,  selon  qu'il  est  plus  ou  moins  grand  que  relativement  àAE;  d'où  iî 
suit  que  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe  AD  est  un  maximum  ou  im- 
nimum.  Puisqu'on  doit  dire  autant  des  deux  autres  axes  AB,  AC,  on  en> 
conclura  en  général,  que  dans  chaque  corps,  le  moment  d'inerùe  relativement  à 
chacun  des  trois  axes  libres  est  un  maximum  ou  minimum.  Or  le  moment  d'in- 
ertie ne  pouvant  devenir  ni  négatif  ni  infini ,  il  en  suit  par  la  nature  des 
fonctions,  que  ces  trois  momens  seront  alternativement  des  maxima  et  des 
minima ,  de  sorte  que  le  plus^  grand  de  tous  les  momens  d'inertie  dans  le 
corps  appartiendra  à  l'un  des  trois  axes  libres,  et  le  plus  petit  de  tous  les 
momens  appartiendra  à  un  autre  axe  libre.  Cela  mérite  encore  quelque  dé- 
veloppement. Dans  le  cas  où  y]  est  nul,  AE  coïncide  avec  AB.  Alors,  le  mo- 
ment par  rapport  à  AF  étant  plus  ou  moins  grand  que  celui  par  rapport 
à  AB,  le  moment  relatif  à  AD  lésera  à  plus  forte  raison,  ainsi  qu'on- vienï 
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ëe  le  voir.  Si  donc  les  momens  relatifs  à  AB  et  AD  sont  égaux,  le 
même' moment  appartiendra  à  tous  les  axes  dans  le  plan  BAD:  il  en  est 
de  même  des  axes  AB,  AC^  et  AD,  AC.  Dans  tous  les  cas  on  peut  regar- 
der  un  des  trois  axes  libres,  par  ex.  AB,  comme  celui  auquel  appartient 
îe  plus  grand  moment,  et  un  autre,  AD,  comme  celui  qui  a  le  plus  petit 
moment j  de  sorte  que  Maa'^M.l-'j,  et  Mbb'^Mcc.  Supposons  donc 
<r^=:c"-^a^  è=  =  c^-f-(3^  c^=ze=^  — a%  è^-^^  — 7^^  les  différences  a, 
ou  (3,  ou  y,  seront  nulles ,  si  deux ,  ou  tous  les  trois  momens  sont  égaux. 
Maintenant  les  équations   (D)  donnent 

ce  qui  étant  substitué  dans  la  valeur  (E)  du  moment  relatif  à  un  axe  queî- 
cfonque  A  F,  donnera 

MkkzziMaa  cos^  >i  cos^  ù  -}-Mbb  sia^  v)  cos^  d  -{-Mec  sin^  S  , 
eTen  substituant  a==^—c^-fa^,  è^z=c='+^^  et  ensuite  3^— a^  — 7^  c^^  — a^— a%. 

M  /("/?;  =1 M  c^  4-  M  a^  cos^  t]  cos^*  0  -f  M  [3^  sin^  n  cos^  ^ ,,  et 

M  /(' /f  m  M  a=^—  M  7^'  sin^  y\  cos^  $  —  M  a^  sin^  d  ; 
d'^oii  il  suit  que  tous  les  momens  Mkfc  sont  moindres  que  ïe  plus  grand,  et 
plus-  grands,  que  le  plus  petit  des  momens  qui  appaiiiennent  aux  trois  axes 
libres:  l'un  de  ces  derniers  momens  sers  donc  un  maximum  absolu,  et  un 
autre  sera  un  mmimum  absolu.  Si  les  t'tûis  momens  principaux,  M  a^,  M  b"^,  M  c^, 
sont  égaux,  a,  [3,  7,  sont  nuîs^  et  Mâ^:zz  Ma^— :  Mc^rz  M/6^:  donc  tous  les 
momens  dans  le  corps  entier  sont  égaux.  Si  deux  momens  sont  égaux,  par 
ex.  M«^z=:MZ>^  qui  se  rapportent  aux  axes  AB,  AG,  7  est  nul,  et  l'on  a 
M/^-^rzMa^  — Ma^sin^ar^Ma^cos^'tJ-J-Mc^sin^*^,  et  en  faisant  ^  =:  o  , 
MPznMa^zizMb^-y  d'où  il  suit,  que  les  momens,  relatifs  à  tous  les  axes  dans 
îe  plan  BAC  sont  égaux:  ce  qui  est  d'ailleurs  évident,  parce  que  si  MP 
était  plus  ou  moins  grand  que  Ma^^  la  difïérence  entre  Ma^  et  MZ*^  serait 
encore  plus  grande.  C'est  à  cause  de  ces  propriétés  remarquables ,  que  ces 
axes  ont  été  nommés  axes  principaux  de  rotation  j  on  a  vu  que  chaque  corps 
a  au  moins  trois  axes  principaux,  perpendiculaires  l'un  à  l'autre,  et  passant 
par  le  centre  de  gravité.  Pour  fixer  les  idées  ,  nous  supposerons  conslam- 
Bient  j    que    le  m,oment  Mà^   qui  se  rapporte    à  l'axe  AB,   est  le  plus  grand 
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de    fous   les  momens  ,    et  que   le   moment   Mc^,    relatif  à  Taxe  AD,  est  le 

plus  petit. 

§.  85.  On  a  yu  que,  pour  un  moment  quelconque  MA*^  on  &  k  <C  a 
6Î  k'^C;,  d'où  il  suit  b  <^a  et  b'^c.  Les  cas  particuliers,  qui  paraisssent  être 
une  exception  de  cette  règle  ,  seront  d'une  grande  importance  dans  la  suite. 
Si  par  ex.  la  nature  du  corps  est  telle  aue  B=:C,  les  momens  M/>*^;A-j-C 
et  Mc*z=:A-{-B  (§-  84.)  (D),  relatifs  aux  axes  AC,  AD,  sont  égaux.  En 
feisanl  donc  >3:ii:o,  on  aura,  à  cause  de  Dz=:EnrFiz:o,  tang  2O  zz:  ^  (§.  83.)(C;f 
l'angle  ô  est  donc  indéterminé  ,  d'où  il  suit ,  que  tous  les  axes  qui  passent 
par  A  dans  le  plan  CAD,  satisfont  aux  conditions  des  axes  libres,  et  sont 
par  conséquent  des  axes  principaux;  le  moment  par  rapport  à  chacun  de  ces 
axes  étant  M  3=*=:  Me*. 

Si  A  =  B  z=  C,  tous  les  trois  momens  principaux  sont  égaux,  Ma^zi: 
M^^rzMc^  (§.  84.-(D)).  Alors  l'équation  (B)  (§.  83.)  donnera  sin7]=^: 
ainsi  les  deux  angles  >]  et  ô  sont  indéterminés,  d'où  il  suit  que  tous  les  dia- 
mètres, passant  par  le  centre  de  gravité,  sont  des  axes  principaux,  ayant  le 
même  moment  d'inertie,  A-f-Bzi:  A-j-CnnB-j- C.  Il  est  donc  prouvé  que,  dans 
le  cas  où  les  momens  par  rapport  à  deux  ou  trois  axes  principaux  sont  égaux, 
le  corps  a  une  infinité  d'axes  libres. 

§.  06.  Soit  {fig.  20.)  A  G  l'axe  d'un  solide,  formé  par  la  révolution 
de  la  courbe  A  MB  ajitenr-tle  A  G,  ensorte  que  toute  section  du  corps,  per- 
pendiculaire à  A  G,  est  un  cercle.  Si  l'on  mène  un  plan  par  l'axe  AG  et  un 
point  quelconque  M  du  corps,  la  commune  section  de  ce  plan  et  de  la  surfa- 
ce du  corps  sera  la  courbe  génératrice  A  MB:  ayant  donc  abaissé  sur  l'axe  la 
perpendiculaire  MX,  la  nature  de  la  courbe  A  MB  sera  donnée  par  une 
équation  entre  les  coordonnées  AX.zi:x^  XMzz:?^.  Imaginons  deux  plans, 
perpendiculaires  à  AC,  et  passant  par  deux  points  M,  m,  très -peu  distans 
entre  eux:  alors  on  aura  un  disque  Mmx'K  d'une  épaisseur  é\iÎRouissante, 
dont  les  bases  sont  deux  cercles  parallèles  des  rayons  XM  et  :rm.  Soit  dM 
la  masse  d'un  élément  Z  de  ce  disque:  ayant  mené  ZY  :zz  z  et  YXizrj, 
perpendiculairement  au  plan  AMG  et  à  l'axe  A  G,  on  pourra  regirder  l'élé- 
ment Z  comme  un  parallélépipède,  dont  les  trois   côtés  sont   l'arc  circulaire, 


L  IV  R  E    IV,     C  H  A  P.    IL  43 

décrit  dans  le  plan  MZX  du  rayon  XZzr,  et  les  droites  dx,  dr.  En  nommant 
donc  l'angle  MXZzzcp,  les  trois  côtés  seront  dx,  dr,  r3cp.  Comme  la  densité 
du  corps  est  supposée  uniforme,  on  peut  l'égaler  à  l'unité,  ce  qui  donnera 

5  M  zn^rdrd  xd(^. 
Mais  on  a  j  =  7*  cos  cp,  s  zn  r  sin  cp,   d'où  il  vient  (§.  82.) 

Kz=ifx^rdrdxd(^,      B— /r^ cos^Cp  .  9r3a;acp,     C~::fr^s\n^(^.drdxd(^, 
Dzi:fxr'^cos(p.drdxd(p,  E:zzfxr^sm(p.drdxd(p,  Frz/r^sinCpcos^)  .drdxd^p^ 
fxdMz:zfxrdrdxd^^fjdMz=:fr'cos(p.drdxd(p,fzdMz=:fr''s'm(^.drdxd(p'^ 
les  intégrales  devant  s'étendre  à  la  masse  entière  du  corps  M. 

Si  l'on  intègre  d'abord  les  formules  précédentes  relativement  à  (p,  de- 
puis cp  zz:  0  jusqu'à  (p  zi:  36o°  31  2 tt ,  on  aura  les  intégrales  pour  la  zone  du 
rayon  r,  comprise  entre  les  plans  MX,  mx.  En  intégrant  ensuite  par  rapport 
à  r,  depuis  rzzo  jusqu'à  r:^X.M.zr.u,  on  aura  les  intégrales  pour  le  disque 
entier  du  corps,  terminé  par  les  plans  MX,  7nx.  Si  l'on  intègre  pour  la 
troisième  fois  par  rapport  k  x  ei  u,  depuis  xzno  Jusqu'à  x  :iz  x ,  on  aura 
les  intégrales  pour  le  corps  entier  depuis  A  jusqu'à  XM. 

De  cette  manière  on  trouvera  par  la  première  intégration, 
fxdMzZ^Tvfxrdxdr,  /j3Mi:sin  ^-n .fr'^drd  x,  fzdMzZ^i  ~  cos  I'k)  f  r^drd x, 

ovi  JydM  —  Q    et    fzdM  —  o; 
d'oiî  il  suit  que  l'axe  AC  passe  par  le  centre  de  gravité.     On  a  ensuite 
A'ZZ.i'Kfx^rdrdx,  Bzi:î/dcp(i  -}-cos2Cp)r3  3r8a;ri:(|(|)-j-|sin  i(^)fr^drdxy 

ou  B  zzz-rrfj-'^drdx,     Cz::z.'Kfr'^drdx:zzB,     D  zizs'm  ^Tvfr^xdrdx, 
E  n:  (  I  —  cos  im^fr^xdrdy:,  Fzi:î/8(|)sin2Cp.r3dr8a;ii:î(i' —  cos  4  '7r)fr^  drdx^ 
donc  Dizio,  E  zn  o,  F  zz:Oo 

Les  équations   Dzz:Ezz:F=ro  nous  apprennent,    que    l'axe  AC  d'un  solide 
de   révolution  est   un   des    axes  principaux   de  rotation }    et  l'équation  B  iz:  C 
indique,    que  tous  les  axes,   perpendiculaires  à  AC,   et  passant  par  le  centre 
de  gravité,  sont  aussi  des  axes  principaux  (§.  85.). 
La  seconde  intégration  donne 
fxdMzn'Kfu-xd'X,      AzzL-Kfu^x^dx,     BznC^jfu'^dx. 

La  troisième  intégration  ne  peut  s'effectuer,  à  moins  que  la  nature  de 
la  courbe  A  MB  ne  soit  donnée  par  une  équation   entre  x  et  u.    Pour  cela 
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il  sera  plus  commode  àe  prendre  les  abscisses  du  centre  de  gravité  Cj  et 
comme  I«s  deux  premières  intégralions  sont  indépendantes  de  l'origine  des  ab- 
scisses, les  équations  précédentes  auront  également  lieu,  si  l'on  fait  CXnzx. 
§.  87.  Si  le  solide  est  un  sphéroïde  aplati  aux  pôles,  et  A  MB  une 
ellipse  dont  le  grand  et  îe  petit  demi-axe  sont  BC^za,  ACmb,  G  sera  le 
centre  de  gravité,  et  l'on  aura  a^:=—  (^^  —  jc^),  d'où  l'oa  conclura  pour  ie 
àemi  '  spliéroï  de , 

.  -TTC*         -j  TTa'         -  2    7-?    /I  T\     ' 


«t  pour  le  sphéroïde  entier 

Le  moment  d'inertie  est  donc,  par  rapport  au  petit  axe  A  G,  B-j-G=:  ~a*'^, 
et  par  rapport  à  chaque  axe  qui  lui  est  perpendiculaire,  ou  à  chaque  diamètre^ 
de  l'équateur  ,  A  4- B  zz  ^  tt^  3  (a^ -^- i>^).  Puisque  BM  est  ■=zrdrdxd(p 
(§,  86.),  la  triple  intégration  donnera  la  masse  du  demi-sphéroïde, 

lM:rzi'Kfrdrdx  —  7rfirdxizZ7ra^fx—'^\    donc  M  —  |  tt  a=^  ^. 

Les  momens  d'inertie  seront  donc,   par  rapport 

.au  petit  axe  zz:  S  M  a^, 

M 
aux  diamètres  de  l'équateur  =:  —  (a^ -[- b'^). 

Le   dernier  est  donc   le  plus  petit,   et  le  premier  est   le  plus  grand  de  tous 

M 
les  momens  du  sphéroïde,    la  plus  grande  différence  étant  —   («^ — b^).     En 

permutant  a  et  b,  les  formiUes  précédentes  donneront  les  momens  d'un  sphé- 
roïde alongé  aux  pôles. 

Dans  la  sphère  on  a  a'mib,  d'où  il  suit  que  le  moment  d''inertie,  par 
rapport  à  tous   les  diamètres  d'une  sphère,    est -— a^ n:  ^M «^. 

Si  les  méridiens  et  l'équaleur  sont  des  ellipses,  ce  qui  est  probable- 
ment le  cas  de  la  lune,  soit  G  le  centre,  CAzzyî:  le  demi-axe  de  rotation  et 
î'axe  des  ordonnées  z^  CBnzJ'le  demi-grand  axe  de  l'équateur  et  l'axe  des  x, 
et  h  le  petit  demi-axe  de  l'équateur  et  l'axe  des  y.  Cela  posé  on  aura  pour 
l'élément  Z  iz:  d  M,   C  X  =  «,   X  Y  zz  .r,  Y  Z  znj.    En .  faisant  donc  X  M  zz  u, 
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XZ=:o    et  lîommanl  r  le  rayon  r,  prolongé  jusqu'à  la  surface;  on  aura  dans 
le  méridien  elliptique  A  MB, 

et  dans  îe  parallèle  passant  par  XZ,  qui  est  semblable  à  l'équateur, 

x^  et  /   étant   les   coordonnées    qui    répondent  à  r.     En    nommant    (p   l'angle 
YXZ,  dont  le  rayon  r  est  incliné  au  grand  axe  du  parallèle,  on  a 

a;' =r  r  cos  (p  ,     /  — rsincp,     r'^  —  :r'^ -f-/^      donc 
/  h  V, 


La  sphéricité  de  tous  les  corps  célestes  étant  très  -  petite  ,  en  faisant  /n; 
A  (i  4"  «),  on  pourra  négliger  la  seconde  puissance  de  5,  ce  qui   donnera 

(3) r  ::=  — — -———_.__   z=iu{\—  -ô'  sin"  Cp). 

Si  l'on  intègre  maintenant  les  fonctions  A,  B,  etc.  (§.  86.),  d'abord  par  rap- 
port à  r,  depuis  rrzo  jusqu'à  r^zr,  ensuite  par  rapport  à  Cf),  depuis  (p  =:  o 
jusqu'à  Cp  =:  2  7r,  enfin  par  rapport  à  z,  depuis  zzzio  jusqu'à  z  zz.  k,  ces  in- 
tégrales, étant  multipliées  par  2,  s'étendront  au  corps  entier.  En  substituant 
donc   dM.zzrdrd(pd z,    xzzrcos  (^^    y  zzr  sm  cp,    on  aura 

A-zzifr^dr.d^pco&^Oi.dz,        B  Z3  a/r^ar.acpsin^Cp.  dz,  . 

Cznifrdr  .d(p  .  z^dz,  D  =  a/r^  ar.a$sinCpcos(p  .3s:, 

'E  —  -ifr^dr.d(pcos(p,zdz,        F  =:  a/r^^r.acpsincp.^îâz. 
Après   avoir  intégré  trois  fois,    on  trouvera 

A  =1  y  ^  a  (p  cos^  Cp  .  9  s  =  y  —  a  cp  cos^  (p  (i  ~  4  ô  sin^  Cp)  a  2  =: 

/~a(p(i  +  cos2Cp-ô-hô-ccs4(p)33i:^(i-ô)^;/;A-4_2/^=^2_j_^4)3^-.  donc 

A  zz:  i^  (I  -  ÔO /4 /.. 
On   trouvera  de  la  même  manière 

Bzzi/t^   (i_3ô)/n-,     C=z^(i-ô)/^^3^    D=ro,  E  — 0,  F  =  o,, 
On  aura   donc  les  mornens  d'inertie,   par  rapport 
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au  grand  axe  de  l'équateur,  B-j-C:=^-|/^^(/^-f-^^  — 30/^  —  0' F)=zMa^ 

au  petit  axe  de  l'équateur,  A-j-Cn:^  (i  —  ô^)/^^  (/^-f-F)  =  Mi% 

à    l'axe    de    rotation,  A4-B=  ^  (i  —  2Ô)/4 /^  =  Mc\ 

h 
L'aire  de   l'ellipse,   passant  par  MX,  est  ~  ttm^,    d'où  l'on  tire  le  volume  do 

ûis(iueMx:rz—TTu'^dzzzi~--~yP—z^)dz,  partant  le  segment  GM=z——[/i:*—-— ] 25 

d'où    il    suit    le    demi  -  volume    du    corps   m  =  Tvfhk,    et   le    volume  entier 

3  /  nr  -f       ^ 

Mmi^J'hk.   En  substituant  dans  les  équations  précédentes, —r-y^^ /^zz— Mj 
3    -f  __  h  ^ 

et   ô  zz ,    on  trouvera 

b 

a  _ ^^^  ,    b  __  -^^  ,   c  _  ^^^ 

§.  88.  D'après  ce  qui  piécède,  la  théorie  du  mouvement  des  corps  se 
réduit  aux  propositions  suivantes. 

1.  Le  corps  ne  peut  tourner  librement  autour  d'un  axe  invariable  qui 
n'a  pas  besoin  d'être  appuyé,  que  dans  le  cas  où  c'est  un  des  axes  principaux. 
En  effet  ^  si  le  corps  n'est  sollicité  par  aucune  force  étrangère,  l'axe  n'éprou- 
vera que  l'eiFort  des  forces  centrifuges  qui,  par  conséquent,  doivent  se  détruire 
réciproquement:  ce  qui  est  le  caractère  distinctif  des  axes  principaux  (§.  81,). 
Si  le  corps  est  sollicité  par  des  farces^  dont  les  momens  statiques  ne  se  dé^- 
truisent  pas,,  elles  accéléreront  sa  rotation,  ou  changeront  sa  vitesse;  mais  ii 
est  impossible^  que  les  forces  centrifuges,  dépendant  du  carré  de  la  vitesse 
(§.  79.  n.  3.),  fassent  équilibre  aux  autres  forces  qui  ne  dépendent  point  de 
ce  carré  (§.  79.  n.  i.),  quelle  que  soit  la  vitesse.  Il  faut  donc,  que  chacune 
des  trois  forces  centrihiges  soit  séparément  égale  à  i^éro^  et  c'est  ee  qui  dé- 
termine les  axes  principaux.. 

2.  La  rotation  xxs  peut  être  uniforme  que  dans  le  cas,  où  il  n'y  a  point 
de  forces  étrangères,  ou  qu'elles  se  détruisent  mutuellement,  ou  que  leur  mo- 
ment,  pour  faire  tourner  le  corps,  est  nul:  c'est  une  suite  nécessaire  de  la 
loi  d'inertie,  et  l'on  peut  en  tirer  la  conséquence,  que  la  rotation  uniforme 
d*un  corps  doit  avoir  existé  dès  son  origine,  ou  lui  avoir  été  imprimée  par 
mue  impulsioa  instantanéfii 
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,  3.  Des  forces  ,  dont  la  direction  passe  par  le  centre  de  gravité  ,  ne 
peuvent  pas  faire  tourner  le  corps  (§.  67.):  car,  conformément  à  la  nature 
du  centre  de  gravité  ,  elles  font  le  même  effet ,  que  si  tous  les  élcmensf 
étaient  sollicités  parallèlement,  par  des  forces,  proportionnelles  à  leurs  mas- 
ses; et  il  est  visrble  que,  dans  un  pareil  cas,  tous  les  élémens  avanceraient 
suivant  des  directions  parallèles  avec  la  même  vitesse:  il  n'y  aura  donc  point 
de  rotation.  Ainsi  ces  forces  ne  dérangeront  point  funiformité  de  la  rotation, 
et  il  faut  en  dire  autant  des  forces,  dont  la  moyenne  direction  passe  par  le 
centre  de  gravité.  . 

4.  Dans  un  cas  contraire  les  forces  feront  tourner  le  corps:  car  la  ré- 
sultante qui  ne  passe  pas  par  le  centre  de  gravité,  imprimera  aux  élémens  du 
corps  des  vitesses  différentes,  d'où  il  naît  nécessairement  une  rotation  (§.66,). 

5.  Puisque  chaque  force  agit  sur  Taxe,  comme  si  elle  lui  était  impri- 
mée immédiatement  (§.  77.%  l'axe  et  le  corps  entier  recevront  un  mouvement, 
à  moins  que  toutes  les  forces  ne  se  détruisent  mutuellement:  ce  mouvement 
fera  tourner  l'axe  autour  d'un  de  ses  points ,  ou  sera  une  pure  translation. 
Le  dernier  mouvement  mérite  une  attention  particulière. 

§.  89.  Quelles  que  soient  les  forces  qui  sollicitent  le  corps,  le  mouçement 
de  translation  du  corps  ou  de  son  centre  de  gravité  sera  le  même,  que  si  chaque 
force  était  imprimée  au  centre  de  gravité,  parallèlement  à  sa  véritable  direction. 
Soient  {Fig.  21.)  AB,  AC,  AD,  trois  axes  arbitraires  qui  se  coupent  perpen- 
diculairement, et  sur  lesquelles  on  a  pris  les  coordonnées  A'Kznx,  XY  zz: j, 
YZz=:z,  et  AEz=e,  EF— /,  FGzizh,  d'un  élément  Z=z9M,  et  du  centre 
de  gravité  G,  pour  un  instarjt  quelconque  t.  Cela  posé  on  aura,  par  la  na- 
ture du  centre  de  gravité, 

^-^■.xdU  ^        2  ,  y  a  M  -  2  .  2  5  M 

la  caractéristique  2  se  rapportant  aux  divers  élémens  du  corps  ,  et  s'éten- 
dant  à  sa  masse  entière,  de  sorte  que  x,  y,  z^  et  3 M,  sont  variables  pour  le 
même  instant,  en  passant  d'un  élément  à  l'autre.  Désignons  par  /  l'intégrale 
qui  se  rapporte  au  mouvement  d'un  même  élément,  ensorte  que  t  soit  va- 
riable, ^\/dt,  dM,  constans;  et  décomposons  le  mouvement  de  chaque  élément 
Z,  ainsi  que  celui  du  centre  de  gravité,  suivant  AB,  A  G,  AD.  On  aura  donc 
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En  décomposant  suivant  les  mêmes  directions,  les  forces  qui  sollicitent  chaque 
élément  Z,  en  p,  q,  r,  on  aura  (§.   17.  n.  4-)?  ^'àxziz.  —  —  3^^;,   ou 

-77-  =  ^ô-/'.  -7^  =    ^ê'^.  -y^-  =  '^Er-, 

ce  qui   étant  substitué  dans  les  dernières  équations,  donnera 

dde  5Î.2g|>  ig.^p  dd f zg  .t.q  ddh  2g. 2r 

Jlp,  Iç,  Er,  é;ant  les  sommes  de  toutes  les  forces  qui  sollicitent  clia<îue 
élément,  décomposées  suivant  AB,  AC,  AD.  Or  le  mouvement  du  centre 
de  gravité  serait  déterminé  par  les  mêmes  équations  (§.  17.  n.  4-))  si  toutes 
les  forces  étaient  imprimées  à  ce  centre,  et  que  la  masse  entière  M  y  fût  réunie. 
Le  mouvement  de  translation  sera  donc  le  même,  que  dans  cette  supposition: 
ce  qu'il  fallait  prouver.  Au  reste,  il  est  aisé  de  voir,  que  cette  translation 
n'altère  point  la  rotation  du  corps. 
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CHAPITRE      lîL 

Rotation  libre  des  corps  célestes. 


§.  90.  %J  ne  expérience  connue  de  tout  le  monde,  et  qui  fait  la  base 
de  l'astronomie  entière,  c'est  que  la  terre  tourne  uniformément  sur  un  axe, 
dans  l'espace  d'un  jour  (I.  §.  36  —  ^0.).  Cette  rotation  de  la  terre  est  même 
le  seul  mouvement  parfaitement  uniforme  que  nous  connaissions,,  d'où  il  vient 
qu'on  l'a  pris  pour  mesure  du  tems ,  aussi  bien  dans  les  observations  astro- 
nomiques, que  dans  la  vie  civile.  Il  n'est  pas  moins  certain -que  cet  axe  ne 
change  pas  de  position.  00  que  la  terre  tourne  sur  un  axe  invariable  (I.  §.  4'v- 
Il  en  suit,  que  l'axe  terrestre  est  un  axe  libre  ou  principal  (§.  88.  n.  i.); 
et  l'on  a  vu,^  que  le  plus  petit  diamètre  d'un  sphéroïde  elliptique,  tel  que 
l'axe  terrestre  paraît  être  y  est  effectivement  un  axe  principal  (§.  S-j.).  Il  est 
donc  évident  par  ce  qui  précède,  qu'en  vertu  de  la  loi  d'inertie,  la  terre  peut 
tourner  sans  cesse  et  d'une  manière  uniforme  autour  d'un  pareil  axe,  et 
qu'elle  n'a  pas  besoin  de  forces  étrangères,  pour  continuer  ce  mouvement  qui 
lui  a  été  imprimé  par  une  cause  quelconque  (§.  69.).  Il  n'est  pas  même  be- 
soin pour  cela,  de  supposer  une  impulsion:  car  on  peut  concevoir  la  terre, 
au  premier  moment  de  son  existence,  douée  d'un  mouvement  rectiligne,  et 
tournant  uniformément  sur  un  axe  libre,  aussi  bien  qu'en  repos.  Tout  corps 
qui  existe,,  tant  qu'il  est  considéré  isolément,  doit  se  trouver  dans  l'un  de  ces 
cas  qui  sont  tous  également  possibles.  Il  nous  suffit  donc  de  savoir  par  ex- 
périence ,  dans  quel  cas  la  terre  s'est  trouvée  au  commencement  de  son  exi- 
stence, ou  de  sa  formation  planétaire:  savoir,  qu'elle  a  tourné  uniformément 
autour  d'un  axe  principal  avec  une  vitesse  angulaire  de  i5'',  et  que  son  centre 
&"gra;vité  a  avancé  daLS  ie  p'.c.n.  de  l'écliptique,    avec  unu  vitesse  laquellej, 
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étant  combinée  aveo  la  force  attractrice  da  soleil,  lui  a  imprimé  le  mouve- 
inent  elliptique  qu'elle  a  conservé  jusqu'à  présent.  Si  la  densité  primitive  de 
la  terre  â  été  uniforme,  ou  variant  uniformément  depuis  le  centre,  —  ce  qui 
«st  la  supposition  la  plus  naturelle  —  chacun  de  ses  diamètres  était  un  axe 
libre  (§.  87.),  et  celui  de  ces  diamètres,  autour  duquel  elle  tdurna,  était  per- 
pendiculaire à  un  plan  que  nous  nommons  l'équateur,  et  incliné^  de  66  à  67 
degrés  au  plan,  passant  par  le  soleil  et  le  premier  mouvement  du  centre  de 
gravité  de  la  terre.  Ces  deux  mouvemens,  la  translation  du  centre  de  gravité 
dans  une  ellipse,  et  la  rotation  uniforme  autour  d'un  axe  libre,  sont  tels,  que 
la  terre  les  continuera  éternellement,  suivant  la  loi  d'inertie,  si  elle  n'est 
pas  troublée  par  des  forces  étrangères. 

On  se  formera  cependant  une  idée  plus  claire  de  ces  mouvemens,  en 
concevant  qu'ils  sont  l'effet  d'une  impulsion  ou  d'une  force  instantanée 3  et 
comme  il  serait  absurde,  de  supposer  plusieurs  forces,  quand  une  seule  suffit, 
il  s'agit  maintenant  de  déterminer  l'impulsion  qui  peut  avoir  imprimé  à  la 
ierre  ces  deux  mouvemens  à  la  fois. 

§.  91.  Soit  {l'ig.  i8.)  VR  la    direction  de  la  force  V  ou  de  l'impulsion 
primitive,    BAC  le  plan  mené  par  le  centre  de  gravité  du  corps  A,  perpen- 
diculairement à  VR,    et  AD  parallèle  à  RVj  prenons  sur  les  trois  axes,  AB, 
AC,  AD,  perpendiculaires  l'un  à  l'autre,   les  coordonnées   d'un  élément  quel- 
conque Z,  AXzziX,  XYii:  Y,  YZznZ.  Soit  AF  l'axe  principal  ^§.  88.  n.  i.), 
sur   lequel    le   corps   tourne   librement    en    vertu    de    l'impulsion   VRj    qu'on 
anène  par  A  F  un  plan  perpendiculaire  au  plan  BAC,    qui  le  coupe  en  AE, 
et  qu'on  nomme  les  angles  BAEizzti,  EAFzi:^.    Si    Ton  rapporte  maintenant 
ia  position  de  félément  Z  à  trois  axes,  dont  l'un  est  AF,  le  second  perpen- 
diculaire à  AF   dans    le  plan  EAF,    et  le  troisième  perpendiculaire  au  plan 
E  AF,  par  le  moyen  des  coordonnée^  Kxznx,  xyzziy,  jZzriz,  on  aura  (§.  82.) 
xzzl'K.  cos  y\  cos  ô  -|-  Y  sin  y\  cos  1^  -\-  7i  s\w  ù , 
j  zz  Z  cos  0  —  X  cos  7]  sin  ^  —  Y  sin  >]  sin  0,     zznY  cos  t]  —  X  sin  y\. 
Ayant  élevé  les  perpendiculaires  RE,  EF,  sur  AE,  EF  et  RV  seront  paral- 
lèles entre  elles,  et  Ton  aura  V  R  E  m  R  E  F  ::=;  90°;   en  nommant  donc  la  dis- 
tance perpendiculaire  de  l'impulsion  au  centre  de  gravité.  AlXzzzk,  il  viendra 


LIVRE    IV,    G  H  A  P.     IIL  i5î 

REzz:/isin7i,  AE=i:Acosn,  EFiz:Acos>itangô,  A¥ziz/tzzkcosy]secd, 
Qu'on  projette  maintenant  la  figure  entière  sur  le  plan  E AF  (i*/^.  22.), 
quon  élève  les  perpendiculaires  AH,  ysrzjZ,  sur  le  plan  EAF,  et  dans  ce 
plan  les  perpendiculaires  AG,  xj,  sur  AF,  et  qu'on  fasse  VI^zzEF:  cela 
posé,  on  aura  Axzizjc,  xyzny,  jzzil  —  z,  FAEzz:^,  EFVR  est  un  rectan- 
gle, et  VR  est  parallèle  au  plan  FAG  ou  FAE  et  à  FE.  En  menant  donc 
par  V  un  plan  parallèle  à  EFAG,  VR  sera  dans  ce  plan,  et  la  fore® 
VR==:V  pourra  êtie  décomposée  suivant  les  directioDs  V-u  et  Va  qui  "  sont 
dans  le  même  plan  parallèles  à  yx  et  FA:  ayant  donc  élevé  sur  AF  la  per- 
pendiculaire Fe,  elle  sera  parallèle  à  jjî  et  Va;;  on  aura  donc  EFon: 
90"  —  AFEzn^,  partant  RVt'zzô  et  RVwmgo"  —  $.  Ainsi  la  force  V  se 
décomposera  en  les  forces  VtjiziVcosô  et  Vw^iVsiuô:  examinons  donc  la 
pression  que  l'axe  AF  éprouve  par  ces  forces,  et  par  la  rotation  qui  en  résulte. 
Puisque  RE  et  VF  sont  perpendiculaires  au  plan  EAF,  on  a 
AF V=:i90°zz:AFe;  le  plan  eFVv  est  donc  perpendiculaire  àAF,  d'où  il  suit 
que  la  force  Vx»  agira  sur  l'axe,  comme  si  elle  était  appliquée  en  F  suivant 
Fe  (§.  77.);   l'axe  éprouvera   donc 

I.  en  F  une  pression  FezziVcos^,  parallèle  à  yx  ou  G  A.    '^ 
La  force  VwmVsin^,    étant  parallèle  à  l'axe,  le  sollicitera  d'abord  suivant 

sa  longueur  FA  avec  la  force  Vsinô:   outre  cela  elle   imprimera  à  l'axe  ea 

F  V 
F  la  pression  Yf,  et  en  A  la  pression  Ka,  l'une  et  l'autre  étant  z=--;Vsin0 

A  r 

(S-  73.)-     Or  on  a  trouvé  ci-dessus  F  V=:REzi:Asinn,  AF:i::^z=:<^c0snsec^f 
d'où  il  résulte  que  l'axe   éprouve  encore 

2.  en  F  la  pression  F/zz:  V  tang  t)  sin  ^  cos  ^, 

3.  en  A  la  pression   Aanz  V  tangTj  sin  ô  cos  ^j, 
4*  la  pression  F  A  ou  Aciz:  V  sin  ^. 

Les  trois  dernières  forces  qui  résultent  de  la  force  Yu,  n'ont  aucun 
moment  par  rapport  à  Taxe  AF  ,  mais  elles  feront  tourner  l'axe  au- 
tour d'un  de  ses  points,  à  moins  que  les  forces  Yf,  Ka^  ne  soient  dé- 
truites par  d'autres.  La  force  Vu  seule  est  capable  d'imprimer  au  corps 
une  rotation  autour  de  AF,  son  moment  étant  nz  Vi;  .  F  V  zz:  V  ,  Asin  tj  cos-â 
suivant  Vi;»-  en  ûésignant  ce  momentj  comm,e  ci-dessus,    par  V  .fy    on  aura. 
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fz—  h  sin  7)  cos  â.  En  nommant  donc  le  moment  d'inertie  du  corps  par  rap- 
port à  l'axe  AF  iz;/(j^ -|- s^)  3M  =z  J,  les  forces  élémentaires  exerceront  en 
A   et  en   F  les  pressions  (§.   79.  n.  2.), 

A6-^/(/.-^)^9M,     Aazz:  J^/0^--^)j3M, 

Or  on  a  /^9M=:o,  /j9Mzro,  /^9M=zo,    par  ]a   nature   du  centre  de 
gravité  A,   et  ■— zn  tg  vj  .  cos^  ^  :  en  aura  donc   encore  les  pressions  suivantes, 

5.  AZ»  ==  —  ^-^  /.Tx;3M,   ou  A  i3  =  V  *S  ^  •  cos^  t^/x^aM, 

V 

6.  Aaiz:  Y  ^fg  ■'1  •  cos'^^7''ji:j9M, 

y 

7 .  F  e  z=  Y  ^g  "^l  •  <^os"  Ô  /i;  2-  9  M  HT  A  p, 

§.  92.  Les  forces,  appliquées  au  centre  de  gravité  A  (§.  gi.n.  3.4-  5.6."), 
imprimeront  au  corps  un  mouvement  de  pure  translation  sans  rotation  (§.  88. 
D.  3.)}  au  lieu  que  celles  appliquées  en  F  feront  tourner  l'axe  autour  de  A^  et 
par  conséquent  dérangeront  la  rotation  autour  de  A  F.  Ainsi ,  pour  que  le 
corps  tourne  librement  autour  de  AF,  il  faut  que  les  forces  en  F  se  dé- 
truisent mutuellement,  et  puisque  ¥  e,  Yf,  ne  sont  pas  o]^nt>sées  l'une  à  l'au- 
tre ,    chacune    d'elles    doit    être    séparément    nulle  ,    c'est  -  à  -  dire    les    forces 

§.  91.  n.  I.  7.  et   n.   2.  8j  d'où   l'on   tirera  ces  équations, 

v 
I.    o  zz  V  cos  ô  -{-  —  tg  y)  .  cos^  ^fxzdM, 

/  CO  S  f5  \ 

IL     o  zz  V  tgT]  .  cos  ^f  sin  i? -{ -— -/xjaMj. 

Or   A  F  étant  un  axe  principal  (§.  91.),    on  a  /xj3Mzzo   et  fxzdM.i:zo 

(§.  81.),   d'où   il  vient 

J 
I.     o  zz — ■ -,         IL     0  zz  J  tang  ^. 

tg  y\  cos  e  '  ^ 

Puisque   J    ne  peut   pas  être   nul,    on    conclura    de  l'équation    ÎI,   ^  zz  o   et 

cos  {5  zi  î  3   ce  qui  étant   substitué   dans  réquation  I,  donnera   tang  t]  zz  00  et 

^zz90^   On  a   donc  {lig.  18.)  BAE  zz:  90°  zi  B AC,   et  EAFizio,    d'où   il 

^uit  que  l'axe  de  cotation  A  F  coïncide  avec  AC,  ou  que  le  corps  ieurners 
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autour  de  l'axe  AC,  perpendiculaire  au  plan  BAD  ou  VRA,  et  cette  rota- 
tion sera  invariable,  si  A  G  est  un  axe  principal.  Le  plan  de  l'impulsion 
VR  doit  donc  passer  par  le  centre  de  gravité,  perpendiculairement  à  A  G, 
et  la  rotation  sera  invariable  ou  libre,  si  la  perpendiculaire,  élevée  du  centre 
de  gravité  sur  le  plan,  passant  par  ce  centre  et  la  direction  de  l'impulsion^ 
est  un  axe  principal  du  corps:  cette  perpendiculaire  deviendra  l'axe  de  ro- 
tation. Si  le  corps  est  une  spbëre  uniforme,  chaque  impulsion  qui  ne  passe- 
ra pas  par  le  centre  de  gravité,  lui  imprimera  une  rotation  uniforme  ay tour 
d'un   axe  invariable. 

Puisque  sin  vj  n  i  zi:  cos  ê,  f  sera  zr  A  =  AR ,  et  le  moment  de  l'im- 
pulsion, pour  faire  tourner  le  corps,  \,f-—.\Ji,  la  force  multipliée  par  sa 
distance  au  centre  de  gravité.  Le  moment  V  .  h  imprimera  au  corps ,  dans 
le  tems  'et,   la  vitesse  angulaire  autour  de  A  F  ou  A  G,   (§.  75.) 

Le    mouvement    de  translation    que  le  corps   reçoit  en  yertu    de  l'impulsion 

V ,    est  le  même ,    que    si  elle  passait    par   le  centre   de   gravité ,     et  que   la 

masse  entière  M  y  fût  réunie  (§.  89.).    Le  centre  de  gravité  A,  et  le  corps 

V 
entier  ,    recevront    donc    en  vertu    de  la  force  accélératrice  — ,    suivant  une 

-  M  ' 

direction  parallèle  à  VR  ou  FE,   dans  le   tems   'et  (§.   17.   n.  3.), 

l'accroissement   de   la  vitesse,  9'î;zz— ^^ —  'et. 

'  M 

§.  93.  Si  la  terre  a  toujours  tourné  sur  le  même  axe  qu'à  présent, 
la  direction  de  l'impulsion  qui  lui  a  imprimé  son  mouvement  diurne,  a  du 
être  dans  le  plan  de  l'équateur  actuel.  D'ailleurs,  si  la  même  impulsion  est 
supposée  lui  avoir  imprimé  le  mouvement  a/z72îie/  qu'elle  a  encore,  la  dire- 
ction de  cette  impulsion,  réduite  au  centre  de  gravité,  a  du  être  aussi  dans 
le  plan  de  l'écliptique,  par  conséquent  dans  la  commune  section  de  ces  deux 
plans,  c'est-à-dire,  l'impulsion  a  été  parallèle  à  la  ligne  des  équinoxes,  et 
perpendiculaire  à  la  ligne  des  solstices.  La  terre  n'a  donc  pu  être  dans  un 
point  équinoxial,  lorsqu'elle  a  reçu  son  premier  mouvement,  parce  qu'alors 
l'impulsion  eût  été  dirigée  vers  le  soleil,  et  non  suivant  la  tangente  de  l'or- 
bite, comme  cela  doit  être.    Ainsi,  puisque  l'orbite   terrestre  est  à  peu  près 

20 
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circulaire,  ensorte  que  ses  tangentes  font  partout  avec  les  rayons  vecteurs 
un  angle  très -peu  différent  de  90°,  la  ligne  des  équinoxes  a  du  couper  le 
rayon  vecteur,  au  commencement  du  mouvement,  sous  un  angle  droit;  en 
d'autres  mois,  la  terre  a  commencé  son  mouvement  dans  un  point  solstitial^ 
au  commencement  de  l'été  ou  d'hiver.  La  supposition  la  plus  naturelle  est  que 
l'impulsion  ou  la  tangente  a  été  perpendiculaire  au  rayon  vecteur,  ce  qui  est  le 
cas  dans  les  apsides:  cela  posé,  le  mouvement  a  commencé,  lorsque  les  apsides 
coïncidaient  avec  les  points  solstitiaux,  dont  ils  "étaient  distans  l'an  i8î8  de 
9° 47  ^^'^' '  Comme  la  ligne  des  apsides  fait,  par  son  mouvement  actuel,  en 
10472  ans  une  demi  -  révolution  par  rapport  aux  points  équinoxiaux ,  eile 
décrira  t^^  ^-f 'èi"  qw  B'^o  ans:  d'où  il  suit,  en  faisant  les  suppositions  pré- 
cédentes,  que  le  mouvement  de  la  terre  a  commencé  il  y  a  5^0-4-104723:1 
1104,*   ans,   ou   1 1042; -}- 10472  ziz  2i5j 4  ans. 

Ce  n'est  pas  pour  les  astronomes  qu'il  est  besoin  d'observer ,  que  d© 
pareils  raisonnemens  sur  l'âge  de  la  terre ,  ou  plutôt  de  son  mouvement ,  ne 
sont  que  des  hypothèses;  it-faut  cependant  convenir,  que  la  plupart  des 
systèmes  physiques  concernant  l'âge  de  notre  globe,  sont  fondés  sur  des  ba- 
ses moins  sures.. 

§.  94.  Puisque  la  vitesse  du  mouvement  Jes  planètes  autour  du  soleiî 
dépend  seulement  de  ïintensité  de  l'impulsion,  tandis  que  celle  de  la  rotation. 
dépenil  du  moment  statique ,  on  de,  l'intensité  de  Timpulsion ,  multipliée  par 
53  distance  au  centre  de  gravité,  il  est  visible,  que  cette  distance  pourra  être 
déterminée  par  le  rapport  qui-  existe  entre  les  deux  vitesses.  On  peut  substi- 
tuer le  moyen  mouvement  de  îa  planète  au  vrai  mouvement  ,  en  égalant  sa- 
distance  au-  soleil  au  grand  demi-axe  de  son  orbite  =iA.  Or  la  rotation  étant 
aussi  uniforme,  il  s'agit  de  comparer  entre  eux  deux  mouvemens  uniformes^, 
produits  par  l'ianpulsion  V:  les  mouvemens  en  des  tems  égaux  seront  donc 
comme  les  accélérations  imprimées  par  l'impulsion  (§.  92.).  La  vitesse  angu= 
laire  de  la  rotation  est  -?-—  hdt  (§,  92.),   celle   du  mouvement   autour  du  so» 

leil  est  ~^—-  di^    donc  la  vité^sse  angulaire  — —  dt\    M    étant  la   masse    de  la 

M         _  ^  MA.         ' 

planète:    les  vitesses  angulaires   des  moyens   mouvenîens^  annuel   et  diurne  se- 

1  h 

mïii  donc  entre  elles,    comme  — —  est  à  --.    En   nommant  T   la  longueur  ds 
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Vannée  sidérale  de  la  planëte,  t  la  durée  d'un  jour  sidéral,  les  deux  vitesses 

^    ,         ,       T  h  r 

précédentes  seront  aussi  comme  t  à  Tj  d'où  il  suit  ■——■zz  ~.  En  supposant 

ia  figure  de  la  planète  sphérique,  sa  densité  uniforme,    et  son  demi-Jiamëtre 

zz:a,  on  a  J:ii:|Ma^  (§.  87.),  d'où  il  suit  —  :=: — ~,  ou 

ce  qui  est  la  distance   de  l'impulsion  au  centre  de  la  planète,    en'parties  de 

oc 
son  demi-diamètre.     La   fraction  —  est    le   demi- diamètre  apparent  de  la  pla- 

nëte,  vu  du  corps  central,  ou  la  parallaxe  du  soleil  sur  ia  planëte:  quand  il 
s'agit  de  la  lune,  ^  est  donc  le  demi-diamètre  apparent  de  la  lune  Zsin  i5'33'',7 
(IL  §.  21 5.).  Les  valeurs  de  T  et  t  pour  toutes  les  planètes  sont  exposées 
dans  les  tables  (II.  §.  99.  166).  Nous  avons  donné  (II.  §.  ï53.  179.)  les  dia- 
mètres apparens  à  la  moyenne  distance  du  soleil,  h\  et  les  demi-axes  des  ôr- 

a  Ô  OC 

bites,  a,  celui  de  l'orbe  terrestre  étant  l'unitéj  d'où  l'on  tire  «:  i  ;:sin  —  :  —,  ou 

.    .  a  sin  i  6" 

(*) Â  =  -— •  , 

L'espDce  (y  que  la  force  V  fait  parcourir  à  la  masse  M,  supposée  en  repos, 
dans  le  tems  dt,  est  —gdt'^  (§.    17.).     Puisque   les  mouvemens  sont  supposés 

uniformes,  on  peut  faire  dtzizi'.  alors,  en  nommant  c  l'angle  que  la  planëte 

" ,  V  V 

décrit  autour  du  soleil  en  une  seconde,  on  aura  <r=:  Asinczz  —  p-   ou  —  z^ 

^  '  M  °  M 

—  sin  c.  Si  l'on  nomme  ro  la  parallaxe  du  soleil,  et  B,  p,  les  demi-diamètres 
de  l'orbe  terrestre  et  de  la  terre,  on  a  (3  zr  B  sin  w,  et  Aizia.  B,  donc 
A=-^,  et 

sm  îS 

—  étant  environ  i5ooooo  (§.  Sg.)  ,  et  c  le  mouvement  sidéral  diurne  5 
(IL  §.  99.  179.%  divisé  par  86400,  Or  ———1=:  17,  36ii  ..  .zr:/2^  d'où  l'on  eon^ 
dura  ces  formules: 

...  T  Revol.    sîJer.  a   sin  |  5" 

\l^)  .....  -Ç  ^^^     ^^  ^^^^^   ,      \^   ) —  ^      j 

Relativement  à  la  lune,   on  a  — =i:  —  zz  sin  i5'33''', 7;    ~  =:  isin  î5'33''7î 
I 
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v       c 

r-  HZ  —  s'mc,   c  étant    le  demi -diamètre   de  Torbite  lunaire,    donc  Czz6oQ 

^        S  c 

(II.  §.  2i3.),   —  zz  60  X  iSooooo  m  90000000,  et  czzio'',  549- 

o 

§.  95.  Soit  (Fig.  23.)  S  le  centre  du  soleil  ou  du  corps  central,  T 
celui  d'une  planète  qui,  en  vertu  de  l'impulsion  V,  passant  par  B  perpendi- 
culairement a  SB,  a  acquis  le  mouvement  T^nî  Asinc,  et  une  rotation  sui° 
Yanl  A  a  qui  fait  décrire  à  chaque  élément  A  autour  du  centre  T  l'angle  y 
en  une  seconde:  cela  posé  concevons  que  Fespace  entre  la  planète  et  son 
corps  central  soit  un  plan  inflexible  et  immalériely  fixement  uni  à  la  planète- 
Alors  'chaque  point  C  dans  ce  plan  parcourra  pareillement  en  une  seconde 
l'espace  CbzizTiiiz  As'mcj  pendant  qu'en  vertu  de  la  rotation  commune  au 
plan  entier,  il  tournera  autour  de  T,  suivant  la  direction  opposée  Ce,  avec 
la  vitesse  angulaire  7:  en  faisant  donc  TC  rz:  ^ï^;,.  le  point  G  parcourra  en: 
une  seconde  l'espace  Cczzzyx.  Maintenant,  Ce  croissant  avec  x,  tandis  qus 
Ce  est  constant,  il  est  aisé  de  prévoir  qu'il  y  aura  quelque  part  dans  ce 
plan  un  point  C  qui,  à  rorigine  du  mouvement,  restera  en  repos,  parce  que 
les  deux  mouvemens  opposés.  CbzzzCc  se  détruisenti  on  a  pour  ce  point  Aczr 

y^  ou  xzzz  -^r;-.,  Le  point  C,.  autour  duquel  le  plan  entier  commence  à  tour- 

X         A.     ^ 
ner ,   a  été  nommé  le  centre  de  la  rotation  libre.     On   a  donc  —  n:  —  -  —  zi: 

T       a         ù  C:  T  a.         <L        Y 

'  F  '  F  "^  7  *^^-  9^'  ^^^^  '^  ^*  ^  *^^"*^  ^^  'y.  —  T  > 


7 

^^  ^  '  '  '  ■  a  ~~  6    °,  /?  * 
#e  qui   est   la  distance   du   centre    de   l'oscillation   libre,    exprimée  en   demi»- 

diamètres    de    la  planète.     On    a   aussi    (§.   87.)  g  a^  zz — — — ,    d'où    il  suit 

X  zz:  ■ — -  ,  et  B  C  =z  X -\~  à  :=!. — ,   ce  qui  nous   apprend  ,   que 

B  est  par  rapport  à  C,  et  C  par  rapport  à  B;,  ce  quon  appelle  dans  la  mé- 
caniq^ue  le  centre  cU'oscillution  ^  ou  le  point,  autour  duquel  le  plp.n  entier,  à 
l'instar  d'un  pendule  simple,,  ferait  les,  même&  oscillations,,  que  si  sa  masse,, 
entière    était   réunie   dans  ce  point.. 

§.  96.  Le    tableau   suivant    présente    les  valeurs^  numériques,    calculéesj 
wit  les  formules   (4)   C^)  {^)  il)  C^)»  po^»'   toutes  les  planètes  ei  la  lune.. 
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■ 

T 

a 

A 

h 

a 

V 
M 

.     1 

a 

^  è 

_       

0, 000009416 

—    —    _. 

— 

417,763 

—    —  -— 

■b 

ci5î5o,  84 

0, 000043586 

0,  43P4«7  ~ 

lï 

5.5 

9.0  10,  856 

0,912227 

s^ 

10475,926 

0, 00008704Î 

- 

0,  304706  rz 

9 

2723,  626 

I , 096684 

ô" 

668,699 

0, OOOOî423o 

O5  oo38o6  rz 

I 
263 

5o3o,  52,0 

io5, 0933 

$ 

366, 26625 

0, 000041694 

O5  006108  zz 

î 

164 

6209,  567 

65,48498 

$ 

23o,  g56 

0, 000055296 

0,  oo5io8iz: 

r 

196 

73oij 170 

78,  3o329 

■  ^ 

87,6J35 

0,  oooo4i33à> 

0,001449  — 

690 

9980,  432 

276,  0971 

c 

1, 0000 

i  0, 00452669  ' 

0, 00 J 811  zz 

1 

5  52 

208, 090 

220,  912 

La    table   piécédenie  donne  lieu   à  plusieurs   observations    importantes. 

h 
La  distance  de  rimpulsioa  ait  centre,—,  est,   relativement  à  Saturne  et  Ju- 
piter,, à   peu  près   la  moitié  du   demi -diamètrej;  chès  les-  autres   planètes  elle 
est   cent    fois  /moindre..  —     Le  rapport    entre    les  vitesses    de  rotation,   eî  de 
translation,—,,    décroît,    et   l'intensité    de  l'impulsion  •- augmente ,    à  mesure 

T     .  -y  M- 

que  les   planètes  sont  plus  proches  du  soleil^  et  —  est    réciproque    à  la  raci- 

.ne  carrée    de  la  distance    du   soleil:    ce  qui    est  une   suite   nécessaire   de   la 

s 
troisième  toi!  de  Kepler^  suivant  laquelle  T  est  proportionnel  à  A^\.  En  effet,, 

'V         A  .  c 
l'accélération  —  zz  — —  est  comme    la  vitesse  moyenne  A  .  c,   qui  est  égale  à 

— — —  ,    et  par    conséquent    proportionnelle   à    .  —  La  distance  du  centre 

d'oscillation  —,  ainsi  que  la  distance  de  l'impulsion  —,  ont  à  peu  près  la 
même  valeur^  relativement  à  Saturne  et  à  Jupiter,  et  sont  telles  que  le  ceri- 
iTe  d'oscillation  est  à  peu  près  à  la  surface  même  de  ces  deux  planètes,'  au 
lieu  que  chès  les^  autres  planètes,  cette  distance  est  cent  ibis  plus  grande. — 
Le  phénomène  le  plus  surprenant  est  celui  que  présentent  les  centres  d'os- 
cillation de  la  terre  et  de  la  lune.  Relativement  à  la  lune,  la  distance  x- 
est  220,  Ql  demi^diamètres  de  la  lune,  ce  qui  fait  0,27293.220,9  ou  à  peu 
près  60  demi-diamètres  de  la  terre:  le  centre  d'oscillation  de  la  lune  coïnci- 
de donc  exactement  avec  le  centre  de  la  terre f  celui  de  la  terre  tombe  un 
peu  au.  delà  de  la  lune,^  x  étant  65  demi- diamètres  de  la  terre.  Cette  har- 
monie frappante   parait  indiq^uer   un  nouveau  iieii  qui   réunit  ces  deux  corps^. 
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et   il  est  possible    qu'elle  répandra  un  nouveau    jour  sur   cette  partie   de  l'a- 
stronomie physique.     Jean  Bernonlli  fit   le  premier   cette  observation,   relati- 
vement à  la   terre,  et  ce  grand  géomètre  en  reconnut   toute  rimportance('), 
§.   97.  Cette  rotation   libre    autour   d'un  axe  invariable   sera  continuée 
sans  cesse,    si  les   planètes   ont  reçu  une   impulsion  primitive,    dont  la  dire- 
ction était  dans  un  plan,  passant  par  le  centre  de  gravité,  et  perpendiculaire 
à   un  axe    libre  ou  principal   de  la    planète,    et   si   elle  n'est  point   sollicitée 
par  des  forces  étrangères.   Le  premier  cas  a  évidemment  lieu,  relativement   à 
la  terre,    puisqu'elle   tourne    uniformément  autour    d'un  axe  principal;    et  le 
même  cas  aura  toujours  lieu,  si  la  planète  est  une  sphère  d'une  densité  uni- 
forme,   ou    uniformément   variable j    il  aura    encore  lieu,    si  la   planète  était 
primitivement  un   corps  mou  qui,     par  conséquent,    devait  prendre  la  figure 
due  à  l'impulsion,    de   sorte  que  le  diamètre,    perpendiculaire  à   la  direction 
de    l'impulsion,    devenait   par   là    un  axe    libre.     Mais    s'il   y  a    des  planètes 
autrement   formées,    l'impulsion    primitive    peut    avoir    eu    une    direction  qui 
n'était   perpendiculaire    à    aucun    des    trois  axes    principaux:     dans    un   pareil 
cas  la  rotation  ne  serait  pas  uniforme,  ni  l'axe  invariable,  ensorte  qu'il  serait 
très-difficile  de  déterminer  la  rotation  par  des  observations  géocentriques:  on  a 
voulu    même   expliquer    de   cette    manière  les  contradictions  apparentes  entre 
les    observations,    relatives  à  la  rotation  de  Vénus.     Cependant,     comme   les 
taches   de   toutes    les    planètes,    sur   lesquelles    on   a    pu    les    observer,    indi* 
quent    une    rotation  uniforme  sur   un  axe   invariable,    il    est    très  -  probable, 
que    l'impulsion   primitive   de   toutes    les  planètes  a  eu   une  direction  conve- 
nable, ou  plutôt  que   tous  les  corps  célestes  ont  primitivement  été  des  sphè- 
res uniformes   ou  des  corps  moux:    ce  qui  prouve  en  même  tems,   que   tous 
les    corps   célestes    tournent   sur  un    axe.     Car   le  nombre  des   directions  que 
l'impulsion  primitive  peut  avoir  eues,  étant  infini,    il  est  infiniment  peu  pro- 
bable qu'elle    ait   passé   précisément    par   le   centre    de  gravité;    et   pour  peu 
qu'elle  s'écartât  de   cette  direction,,  la  planète  a  dû  recevoir,  outre  son  mou- 
vement   elliptique    autour    du    soleil,    un    mouvement   de  rotation   autour  de 
son   centre   de  gravité. 

(l)  Jo.  Bernoulli  Opéra,   Toin.  IV.  pag.  s83.   Corail. 
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CHAPITRE      IV. 
Perturbation  de  la  rotation  par  des  forces   étrangères, 

§.  98.  \Jn  a  vu  dans  le  Chapitre  îi.  du  IIL  Livre,  que  la  réactioa 
«u  la  gravité  universelle  ne  peut  pas  altérer  sensiblement  le  mouvement  de 
translation,^  ou  elliptique  des  planètes,  si  elles  ne  s'écarient  pas  excessive- 
ment de  la  figure  sphèriquej  mais  il  n'en  est  pas  de  même  du  mouvement  de 
rotation.  Si  la  dii'ection  moyenne  de  toutes  les  attractions  que  chaque  élé- 
ment d'une  planète  éprouve  par  l'action  des  autres  corps  célestes,  ne  passe 
pas  par  son  centre  de  gravité,  il  en  résultera  une  nouvelle  rotation  autour 
du  centre  de  gravité,  ou  une  perturbation  de  la  rotation  primitive 5  et  cette 
perfurbatron  est  îë  sujet  ûes  Chapitres  suivans'  de  ce  Livre.  L'applicalion  de 
la  théorie  sera  bornée  à  la  rotation  de  la  terre  et  de  la  lune,  parce  qu'elles 
sont  les  seuls  corps'  célestes,  dont' la  rotation  puisse  être  observée  avec  as- 
sés  de  précision,  poiir  que  l'application  de  ces  recherches  donne  un  résul- 
tat utile  à  l'astronomie.' 

§.  99.  Comme  les  forces=  qui  sollicitent  la- planètp,- peuvent  avoir  toU" 
îes  les  directiGns  possibles, .  selon  la  position,  des  corps  perlurhateurs  ,  il  esl 
nécessaire  de  les.-  décomposer,,  ainsi  que  les  vitesses  de  chaciue  éiément^ 
Z  :i~:  9M,  qui  en  résuliest,  suivant  trois  axes  fixes,  AB,  A  C,  AD,  (/%.  18.), 
que  nous  prendrons-  ensorle  qu'ils^  se  coupent  perpemiicu!airemen-t  au  centre 
de  gravité' A.  S'oient  donc  AXziîiX,  XYzz:  Y,,  Y-Z  =~  Z,.  les-  coordonnées 
de  l'éiément  Z,  parallèles  a  ces  axes,  x,  j)  2^,.  celles- du  corps  perturbateur,.- 
et  R  sa  distance  à  rélément  Z'.     Cela  posé  on- aura^ 

(A) R?-(a:-X)=^+(r-Y/4^(^-Zf.^ 

^  l'on  prend  le- demi- diamètre  de   la  terre   pour  usité  des  lignes,    la   forc&-' 
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accélératrice  de  la  masse  de  la  terre  par  rapport  à  la  pesanteur  sur  la  terre, 
sera  à  la  distance  R  zr  — ^ ,  et  la  force  du  corps  perturbateur,  dont  la 
masse,  divisée  par  celle  de  la  terre,  est  V,  sera  à  la  même  distance  zzi— ^^ 
En  nommant  a,  b',  c' ,  les  forces  accélératrices  suivant  x,  y,  z,  que  le  corps 
V   exerce  sur  l'élément  9  M,    on  aura 

Or  on  a  aussi    (§.   17.  n.  4-) 

(^2;  .  .  .  .  .a  _  ^^  —  ,  A_— -— ,  c_^^^^2, 

la  caractéristique  3  se  rapportant  au  mouvement  composé  de  translation 
et  de  rotation  de  l'élément.  En  désignant  donc  par  ô"  les  différentielles 
qui  résultent  de  la  rotation  seule,    on  aura 

ô'a;zzo,    ô'j  zn  o,    ô'szrOj    et    d^izzo,    ^yzzio^    dzzizo, 
parce    qu'on  ne    considère    pas  ici   le    mouvement    du    corps    V ,    mais  de   la 
planète  M.     Si  l'on   diiTérentie   donc  l'équation  (A)  par  rapport  à  la  rotation, 
•il  viendra  R 6  R  =  —  (x  —  X)  ô" X  —  ( j  —  Y)  ô' Y  —  (s  —  Z)  ÔZ ,    partant 

,      (B) i--™ -- — i^ —  . 

^    ^  R  (,x  — X)ÔX -}-(:)/—•  Y)  ôY-f.(z  —  Z)  ÔZ 

En   faisant,    pour  abréger. 

aax.ôx-j-ôdY.ôY-f-aaz.ôZiizU,   et  a^a^^  — o^, 

on  tirera  des  équations   (i)  (2) 

«'ôX-i- yffY4- c'ôZz=  H  —  ^  I  (^„x)  ÔX+  ij-Y)  ÔY-I-  {z-Z)  ÔZ  }  -- -^  ÔR, 

u      v 
ce  qui  donnera,  pour  chaque   élément  8 M,  l'équation  oz=— -| ôR,  donc 

pour  la  somme  des  mouvemens  et  des  forces  de  tous  les  élémens, 

(C) o=zE.VdM'^Yy.l^^  dM, 

l'intégrale  2  se  rapportant  aux  élémens  9  M,  et  s'étendant  à  la  masse  entière 
du  corps  M,  au  lieu  que  /  se  rapporte  au  mouvement  ou  à  la  différentielle 
du  tems  df. 

$.  100.  La  direction  de  l'axe  AB  étant  arbitraire,  supposons  d'abord, 
que  le  plan  des  x,  j,  soit  parallèle  à  l'écliplique,  et  que  AB  soit  dirigé 
vers  le  point  vernal  oT:  alors  A  C  se  dirigera  vers  le  point  solstitial  0  ©, 
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et  AD  vers  le  pôle  boréal  de  l'écliptique.  En  nommant  donc  la  distance 
de  l'élément  3 M  au  centre  de  gravité  ZAzz.r,  sa  latitude  ZAY  iizp,  «a 
longitude  BAYzng,   on  aura   ZY  ■=zrs'm p,  AYurrcosp,   partani 

(3)  .  .  .  .  .  X  zr  r  cos  p  cos  q ,     Y  m  r  ces  p  sin  q ,     Z  'zz  r  sin  p. 
Si  l'on  suppose  le  corps  perturbateur  V  en  F,    et  qu'on  nomme  sa  longitude 
vue  de  A,     BAE:=:'i;,    la    tangente  de    sa   latitude    EAF:iia.    sa    didance 
de  A,  AE  m  ?',  sa   distance   réduite  à  Técliptique  ou  accourcie,  AEi::^;',  on 
aura  ?' :=:  ^  -^C'  4"'^"-^»    ®^  ^^^  équations 

(4) ^rr^côso^,    y^iz^smv,    z-zz9\. 

Concevons  autour  du  centre  A,  une  sphère  qui  est  coupée  par  les  axei  AB, 
AD,  et  par  AZ,  en  B,  D,  et  Z  {Fig.  24.),  ensorle  que  D  soit  le  pôle 
boréal  de  récliptique  BL,  et  B  le  point  o  T  d'ori  se  comptent  les  longitu- 
des. Soit  QNMR  l'équateur  de  la  planète  A,  P  son  po!e,  N  son  noeud 
descendant  ou  son  point  vernal,  dont  la  longitude  est  BNi=:£;  soit  l'angle 
formé  par  les  deux  plans,  ou  l'obliquité  de  l'écliptique  sur  Ja  planète  A, 
LNRouDP=:îâJ,  PMle  premier  méridien,  NMzz:to,  la  déclinaison  de 
l'élément  ZKznP,  sa  longitude  géographique  M  K  =:  Q.  Cela  posé,  l'ascen- 
sion droite  de  l'élément,  comptée  du  noeud  descendant  N  sera  NKzzQ-j-^^^^Q''» 
sa  longitude  V>Dhzzq,  sa  latitude  ZLrzp,  et  sa  longitude  comptée  du  noeud 
N,  NL=:^  —  hzizq.     On  aura  donc  dans  le  triangle  DPZ, 

cosDZ=:cosPDcosPZ-|-sinPDsinPZcosDPZ,   sinPDZ  zz ''"^^'""^^^ 


iang  PDZ  = 


sin  D  Z 
sin  PZ    sin  DPZ  sin  PDZ 


cosPZ.sinPD  —  sin  PZ  cos  PD  cos  DPZ  cos  PDZ* 

sin  PZ  .  sin  DPZ 


et  en  substituant    sin  PDZ  — 

jinDZ  ' 

sinDZcosPDZ=cosPZsinPD— sin  PZcos  PD  cos  DPZ. 
Si  l'on  substitue  DZzzgo^  — /?,  PDz=w,  PZingo^—P,  DPZ  — go^+Q', 
PDZ  1:^:90°  —  q' ,   on" aura  les  équations  suivanteiî, 

r  sinp  =  cosîÂïsinP  —  sinîScosPsin  Q',     cosyo  cos/z-cosPcosQ', 
<  cos  p  sin  q'  =  sin  ta  s^in  P  -|-  cos  w  cos  P  sin  Q'. 
En  introduisant  ces  valeurs  et  q-zzt-^^q',  dans  les  équations  (3),  elles  deviendront 
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zz  cos  g  cos  P  cos  Q' —  sin  e  sin  P  sin  te  —  sin  s  cos  P  sin  Q'^cos  X/S^ 

(6)  , .  . .  .  <J  —  zr  cos  £  sin  P  sin  10  -j-  cos  e  cos  P  sin  Q'  cos  ro  -f-  sin  s  cos  P  cos  Q', 

z:z  sin  P  cos  xs  —  cos  P  sin  Q'  sin  W. 

Ces  équations  nous  apprennent,  que  X  se  change  en  Y,  si  l'on  met  — cos  s 
à  la  place  de  sin  s,  et  sin  s  au  lieu  de  cos  e,  et  que  par  conséquent  X^  se 
changera  en  Y^,  et  ddXà'X  en  a3Yô"Y,  si  l'on  met  —  sin  e  cos  s  au  lieu 
de  sin  £  cos  s,  cos^s  au  lieu  de  sin^  £,  et  sin^  £  au  lieu  de  cos^  e:  partant  ô  d  X  $^  X 
deviendra  38XôX-[-9^Yô"Y,  si  l'on  fait  sin  s  cossu:  sin  £  cos  e  —  cosEsin  szzo, 
sin^  £  =  sin^  £  +  cos^  ^  =  i>  et  cos^  £  n:  cos^  £  -\-  sin^  ezz  i.  On  formera  donc 
ê^XôX,  en  rejetant  tous  les  termes  multipliés  par  sin  £  cos  £,  et  faisant 
sin^  £  zn  cos^  £  =:  I ,  ce   qui  donnera  c93Xô  X -|- 3ôYô^Y, 

D'ailleurs  comme  on  peut  supposer,  que  les  planètes  tournent  sur  un 
axe  principal,  les  deux  autres  axes  principaux  sont  situés  dans  le  plan  de 
réquateur.  En  prenant  donc  les  coordonnées  de  l'élément,  X',  Y',  dans  ce 
plan,  et  les  axes  des  X',  Z',  suivant  les  directions  du  méridien  N  et  du 
pôle  boréal  P,  on  aura 

Z':=:rsinP,     Y' ==  r  cos  P  sin  Q',     X' =  r  cos  P  cos  Q'. 
Mai&,  l'axe    des  Z'  étant    un   axe    principal,    SX'Z'aM    et   SY'Z^aM   sont 
nuîsj  et  par  la  nature  du  centre  de  gravité  A,   SX' 9  M,  2Y'dM,  SZ'SM 
sont  aussi  nuls,  d'où  l'on  conclura  ces  équations  de  condition: 

(^) .  „o=z2r''dM.sinPcosPcosQ',     o  =  Sr^'aM.sinPcosPsinQ', 

(8)..  ...o^IraM.cosPcosQ'^,  oz=2r3M.cosPsinQ',  o=:2raM.sinP.  ' 
Maintenant  il  faut  diiférentîer  X  et  Z,  en  regardant  comme  constans  P  et  Q, 
parceque  la  rotation  ne  peut  pas  altérer  la  latitude  et  la  longitude  géogra- 
phique de  l'élément:  les  différentielles  seront  donc  prises  par  rapport  à  co,  f,  tïSj 
et  l'on  aura  BQ'zz  Sw,  parce  que  Q'=:Q-f-w.  Ainsi  les  équations  (6)  donneront 

/ — zz — 3  w  cos  P  (sin  Q' cos  £ -{- cos  Ç' sin  £  cos  lic) 

>  >_  a  £  (cos  P  cos  Q'  sin  s  -j--  sin  P  cos  s  sin  îiî  -f-  cos  P  sin  Q'  cos  t  cos  vs) 

(q)  . , . , .  y 

^  ^  -j-  ao3  sin  £  (cos  P  sin  Q'  sin  vs  —  sin  P  cos  te) , 

f  —  iz  — awcosPcosQ'sinw— ■aw(sinPsinto-]-cosPsinQ'cosîî3")| 
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=  —  â  8  w  cos  P  (sîn  Q'  cos  s  -j-  cos  Q'  sin  e  cos  ro) 

—  ddi  (cos  P  cos  Q' sine  -["  sinPcosÊsintB  -f-  cos  P  sin  Q' cos  e  cos  w) 

-|-  dd  03  sin  6  (cos  P  sin  Q'  sin  xfs  —  sin  P  cos  vs) 

-|-  doj*cos  P  (sin  Q'sin  e  coscï  —  cos  Q'cos  e) 

-|-  5  e^  ^^sin  P  sin  e  sin  C5  -f-  cos  P  sin  Q^  sin  e  cos  xs  —  cos  P  cos  Q  'ces  e) 

-\-  dw^  sin  e  (cos  P  sin  Q'  cos  Xf5  -j-  sin  P  sin  za) 

-\-  2  3  w  8  e  cos  P  (sin  Q'  sin  e  —  cos  Q'  cos  e  cos  us) 

-j-  zdwdxiS cos Pcos Q'sin  e  sinro-f-adedwcos e  (cosPsinQ'sin xjs — sinPcosîiï), 

zz:  —  ddw  cos  P  cos  Q'sin  w  —  d  3  w  (sin  P  sin  vs  -\-  cos  P  sin  Q'cos  xj$) 

r 

-\-  doy^  cos  P  sin  Q'  sin  xiS-\-  dm^  (cos  P  sin  Q'  sin  wf  —  sin  P  cos  vs) 
2  d  oj  3  îsJ  cos  P  cos  Q'  cos  ro. 

Si  l'on  multiplie  les  fonctions  (lo)  et  (9),  en  mettant  dans  les  dernières  la 
caractéristique  S  à  la  place  de  d,  qu'on  rejette  tous  les  termes  multipliés  par 
sinPcosP  "°Q'  (ij)  ou  par  sine  cos  e,  et  qu'on  fasse  sin*£iz:cos^ez=  i,  on  trouvera 

ddX.  SX-hddY .  SY 


ô'ê 


r53w  (i  —  cos^ Q' sin* ro)  -f-^^E  cos  ïjj  —  dd'us  sïn  Q'cos  Q'sin  xni  cosxs' 
ô-w  cos*  P  <  -f-  (a  w^  -f-  d  £^j  sin  Q'  cos  Q'  sin^  xfS  —  dw""  sin  Q'  cos  Q'  cojr  cï 
(  —  2  d  w  3  ro  cos^  Q'  sin  ro  cos  tiï  —  2  3  e  8  cï  sin*  Q'  sin  w 

/  a  3  oj  cos^  P  cos  w  -(-  a  a  e  [cos*  P  -|-  (sin=  P  —  cos*  P  sin*  Q')  sin*  te]  ' 
]  —  ddTÀ5  cos*  P  sin  Q'  cos  Q'  sin  w  —  d  ro*  cos*  P  sin  Q^  cos  Q'  cos  ro 
J  —  2acja£  cos*  P  sin  Q'  cos  Q'  sin^xo  —  2awa  w  cos*P  cos*  Q'sin  ro 
f  -{-  2  a  6  a  CJ  (sin*  P  —  cos*  P  sin*  Q')  sin  w  cos  c3 

—  a  a  w  cos*  p  sin  Q'  cos  Q'  sin  tjS  cos  tïJ  —  a  a  £  cos*  P  sin  Q'  cos  Q'sin  V3 
-\-  ddv5  (cos*  Psin**  Q'sin*  tS  -|^  sin*  Pcos*  w)  -\-  aw*cos*  Psin*  Q'sin  us  cos  ^ 
-4-  (a  6*  -|-  a  te*)  (^cos*  p  sin*  Q'  —  sin*  P)  sin  vs  cos  tïJ 
-j-  aa^a  e  cos*  P  sin*  Q'  sin  xtS  -\-  2.doidus  cos*  P  sin  Q'  cos  Q'sin*  te 

a  dz . sz 


-rj-   ÔtC 


6"w  cos*P  sin  w 


a  a  w  cos*  Q'  sin  133  -f-  aa  tiJ  sin  Q'  cos  Q'  cos  t3 

—  (3  w*  4- a  TO*)  sin  Q' cos  Q'sin  ta  -f-  2ato3KJcos*Q''cosw! 
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Cddw  cos*  Psin  Q'cos  Q'sin  23  cos  iii?-f-  ^3^3  (sin^Psin^cc  -f"  cos^Psin^Q'cos^îo^  "} 
-j-  ô'ros  —  3w"cos^P8iii^Q'sinî«îcosîw-t-dî3^(siii^P — cos^Psia'Q'')amri5cosîit  >  " 
C -j- 2  5w3îS  cos^  P  sin  Q' cos  Q' cos^  t«  •  y 

d'où  l'on  tirera,  en  ajoutant  ensemble  ces  denx  fonctions,  (g.  99.) 

—  =:  Ôcocos^P  {  a9cu+aaecos'SJ+ïsin2Q'(a£'='sin^î5— 9tÂj2)— 869ts (i— C0S2Q') sinîS > 

3acdCos^Pcûsw4-aa£[cos^P  +  (sin^P  — îcos^P(i— cos2Q0)sin2ro: 

—cos^  PsinaQ'  sinw  —  cos"  P  sina  Q' (—^  cos ic +  800^5 sin-^îc  | 

'  ^  — dcodîC  cos-^P  (i  -|- cos  2Q  j  sin  rcf 

-f  2dèB  xs  [sin^  P  —  I  cos"  P  [i  — ^  cos  2QO]  sin  w  cos  ^ 

cos^  P  sin  2  Q'  sin  ro  -f  a  a  ®  [sin^  P  +  î  cos^  P  (i  —  cos  2  Q')] 

-|-  $'t5  ^  +  a  £^  [|  cos^  p  (i  —  cos  2  Q';  —  siii^  PJ  sin  vs  cos  îâj 

-}-  a  to  a  £  cos^  P  (i  —  cos  2  Q')  sin  ■©  -j-  a  u  a  t3  cos^  P  sin  2  Q' 
Faisons  maintenant  pour  abréger, 

^   ^  c  aaoj -|- aas  cos  ^  —  asat^sin  tiij=racaco  +  ô^cosw)zz:i2, 

(11) j  ^  y     ^        .      J         5 

c  a  (au  cos  to  4"  90  ^=^  E ,    aa  to-]-acda£  sinio  zz:  n^ 

CSr^aMcos^PiizH,     2r=  aM  sin^  P  =1  K, 

C  2r^aMcos=^Pcos2Q'=zL',     2  r^  a  M  cos^  P  sin  2  Q' =1  N'; 

et  substituons   cela  dans  îa  valeur  précédente  de  —  :     il  viendra 

suaMzz^w  5HuQ-f^\a£^sin=^î3  — aro^j  +  L'aaato? 

,  ^    jHE^-^K— |H-f  jLOaa£sin^to— ÎN'C33^smw-faro^CGST0-f-2awa£sin=tu> 
^—  L  a  w  a ro  sin  TO  -f-  (2 K  —  B.-\-V)dedvs sin  vs  cos  vs  S 

,  ,    cHn  — î N'aaa sin î54-(K  — ïH  — iL')aaw  > 

C-4-i|H  —  K—  I  L')  ae^  sin  te  cos  rs  —  L^ac^a^  sin  to  -f-  N''  awano) 
On  peut  simplifier  cette  formule  par  les  considérations  suivantes.  Si  l'on 
suppose  la  planèle  A  sphérique,  sa  densité  égale  à  l'unité ,  et  qu'on  regarde 
l'élément  a  M  comme  un  parallélépipède,  dont  la  base  est  terminée  par  les 
arcs  infiniment  petits  de  deux  méridiens  et  de  deux  parallèles ,  et  dont  la 
hauteur  est  la  différentielle  de  la  distance  r,  on  aura  aMzraP.raQcosP  .an: 
:r^aAa(;).aPcosP,  d'où  l'on  tireH-Ir^ar.aQ.aPcos^P,  KrSr^ar.aQ.aPcosPsin^j 
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Er-dMcos"P-cos  a  O  —  L=  Y  r^  dr .  9Q cos  2  Q .  ÔP cos^  P,  Sr^BMcos^Psin 2  Q  :^ 
'NzizZr'^dr.dQsimQ.dVcos^P.  On  aura  ces  intégrales  pour  la  demi-sphè- 
re, en  intégrant  d'abord  par  rapport  à  r,  depuis  rzz  o  jusqu'à  rz—r,  r' 
étant  le  rayon  de  la  sphère;  ensuite  par  rapport  à  Q,  depuis  Qzzo  Jusqu'à  Qzz: 
36o°iiZ2  7r,  enfin  par  rapport  à  P,  depuis  Pzzo  jusqu'à  Pi^go";  d'où  il  résulte 
H=  —  r'^.2(i  — sin^P)a.sinP=:  ^  /-'^ 

^       K=  ^  ^''^.2.sin^P.a.sinP==:  ^  7^5  — iH, 

V  5  IL)  <- 

L—   --  sinaQ  .S.5Pcos3pz2o,  ' 

N  :zi  —  (r  —  cos  2  Q)  E  .  3P  cos^  P  =z  0,  à  cause  de  2  Q  m  4"^' 
Or  tous  les  corps  célestes  que  nous  connaissons,  s'écartant  très-peu  des  sup- 
positions précédentes,  on  a  à  peu  près  Kiz:ïH,  Lzz:Niz:o;  du  moini 
?H  —  K,  L,  et  N,  seront  des  quantités  très-petites  par  rapport  à  H  et  K, 
qu'on  peut  négliger  dans  la  fonction  2U3M.  Le  second  terme  de  l'équalion 
(G)  (§•  99O  »  étant  multiplié  par  la  force  perturbatrice  V,  serait  nul,  si  la 
planète  était  une  sphère  homogène:  il  sera  donc  multiplié  par  les  quantités 
ÎH — K,  ou  L,  ou  N,  qui  déterminent  les  irrégularités  de  la  formation  de 
la  planète,  ainsi  qu'on  le  verra  dans  la  suite:  il  n'est  donc  pas  permis,  de 
négliger  ces  facteurs  dans  le  second  terme.  Maintenant  il  faut  se  rappeler 
(ï 2)  que  L'iz:  Z  r^3  M  cos^P(cos  2Q  cos  2  w- —  sin  2Q  sîn  2  w)  zn L  cosa  w  —  Nsin  aw, 
et  N'  n:  2r^3M  cos^  P  (sin  2Q  cos  2w,-|-  cos  2  Q  sin  2  w)  zziN  cos  2  oj-l-Lsin2w, 
d'où  il  suit  que  L'  et  N'  peuvent  aussi  être  négligés.  En  faisant  donc 
KiiniH,   L'uio,   N'^ino,   l'équation  précédente  donnera 

(D)  . . . . .  I .  U aM  =:  H  {fi^.^  +  E ô- 8  4-  nô-îs). 

§.  loi.  Considérons  maintenant  le  second  terme  de  Féquation  (C), 
V7.2  — -^  3 M,  qui  détermine  l'action  de  la  force  perturbatrice  V.  Pouar 
cela  faisons 

X  cos  v  -h  Y  sin  î;-  -}-  Z  X  ~  S,     et     ,°  V  (i  -j-  X-)  =  e', 
ce  gui    d&nne  par   les  équations  (A)  et  (4)    (§.  99.    100.) , 

Puisque    ^:£p  <iy,  tz-,    sont   nuis    (§.  99.),    os,  y,  z,    et   par  conséquent    (4), 
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f,  V,  X,  doivent  être  regardés  comme  des  quantités  constantes;  de  plus,  les 
distances  des  corps  célestes  entre  eux  étant  incomparablement  plus  grandes 
que  leurs  diamètres,  les  quantités  r^  X,  Y,  Z,  sont  très-petites  par  rapport  à 
Ç:  on  aura  donc 

d'où   il  vient 

R5R  6- S  3SJS 


Les   différentielles  ô^X,   ôY,  ÔZ  (9)  (§.   100.)   ne  renferment   que  des  termes 

de  la  forme  (8),  qui ,  étant  intégiés  par  rapport  à  5, ,    deviennent  nuls.     Oft 

a  donc  ' 

SS-^rz  S5-X  cos  V -f  S5  Y  sin  V -j- ZXÔ  Z  =:  o, 

et  il  ne  r'estera  que  le  dernier  terme 

KSK  3  S  Ô'  S 


En   différentiant  le  carré  de  S,  on  trouvera 

(i3j SÔS  — XSXcos'u-l-Yô'Ysin^v-f  (Y5^X-fXôY)sinvcosv 

+  X .  ô- (X  Z  cos  v -f- Y  Z  sin  v) -f  X'Z  5  Z; 
où  il  faut  omettre  tous  les  termes   de  la  forme  (7)  (§,   100.),    Les  équations 
(6)   et  (9)   donneront 
X6Xcos=t;  '  „  ^  C  sin  Q' cos  O' (cos*  € — sin*  e  cos*  gj) 

— r- ZZ ô  CO  .  COS*  V  COS^  P   ^ 


-4-  (cos^  Q'  —  sin'  Q') jsin  e  cos  e  cos  w 

C  sin  e  cos  e  (cos°  P  —  sin^  P  sin^  C5  —  cos^  P  sin*  O'  cos^  ro) 
—  5"  s  cos*  V  j  X  / 

c  -\-  (cos^  g  —  sin^  e)  cos^  P  sin  Q'  cos  Q'  cos  w 

-f- ô'îocos^v  sine  sin  w  {  cos^^PsinQ'cosQ'cose  -f-(sin^P — cos^Psin^Q')sin  ecoswf  , 

— ^^5— -  z=  X»  ô-w  cos^  P  sin  Q'cos  Q'sin^  es  —  X^  5ro  sin  us  cos  oï  (sih=^  P — cos^  Psin*  QO- 

Tous  les  termes  de  la  première  formule  sont  multipliés  par  cos*  v  sin*  e, 
ou  par  cos*  v  cos^  s,  ou  par  cos^  1;  sin  e  cos  e  ;  et  l'on  a  vu  (§.  100.)  que  X 
se  change  en  Y,  si  l'on  met  —  cos  e  à  la  placarde  sin  e,  et  sin  e  au  lieu  de 
cos  6  :  X  ô  X  cos^  u  se  transformera  donc  en  Y^Ysin'^u,  si  l'on  met,  outre 
les  substitutions  précédentes,  sin^  1;  au  lieu  de  cos^v;  d'où  il  suit,  que 
XôXcosi?  deviendra  Xô'Xcos^u-j-Yè  Ysin^i'j  si  l'on  substitue  cos^ v sin^ e -{-- 
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sin*  V  cos^  £  zn  sin*  (y  —  0  ~^"  5  sin  2  £  sin  2U  au  lieu  de  cos^  v  s'in^  f, 
cos't;cos^£-j-sin'^i;sin^en:cos^(v  —  s)  —  îsina  s  sin  2  v  au  lieu  de  cos"i;cos*  2, 
et  sin  e  eos  £  (cos^  u — sin^i;)zrlsin2  £cos2U  au  lieu  de  sin£cos£cos^  v.  Cela 
posé,  en  substituant  encore  les  valeurs  (12),  et  faisant  pour  abréger, 
ï  H  —  K  zr  H',  V  —  sziiu,  on   trouvera 

(a) ^aM(XÔ'Xcos='i;4-YârYsin^'i;-|-X2ZôZ)zi: 

— îô'w  {  L'cos  2Vsin  2£ cos  Ctî-|-N''[cos  2t;cos  2£  -|-(sin^w-)-|sin2Vsin2£ — X")sin^ic]  } 
— '?ô  £cos2  v  {  [H''sin^îî5-|--L'(i-f-cos^îi5)]«in2  f-|-N'cos2£cos  w} 
— ^S<gS  {(Ef — ?L'')(sin^M-j-îsm2i;sin2  £  —  X^)sin2t5  —  |  N'cos  2  usinas  sin  to}  . 
Le  terme  (Yô'X-|-Xô'Y)sint;cost;    est  îsîn2 i;.ô'(XY),  et  en  rejetant  dans 

les  équations  (6)  (§.    100.)  les  termes   de   la  forme  (7),  on  trouvera 

X  Y 

— -  :zz  sin  £  cos  £  (cos^  P  cos^  Q'-"  sin'^  P  sin^  vs  —  cos^  P  sin^  Q'  cos^  w) 

-{■  (cos^  £  —  sin^  è)  cos^  P  sin  Q'  cos  Q'  cos  vs^ 

5  ■  X  Y 

—  zz:  — ô'wcos^P  lésina  £  sin  2  9^(1  -|-cos~ro)  —cos  2  £COS2Q'cos  w} 

C  I  cos  2£  [(cos^  P  —  2  sin^P)  sin^cJ-|- cos^P  cos2Q'(i -f- cos*  tsî)]^ 
C  —  sin  2  £  cos^  P  sin  2  Q  cos  X/S  -  > 

—  ô^tOsin^  {sin2  £Cosro[sin^P — ïcos^P(i  — COS2Q')]  -)-icos2£COS*Psin2Q'}  , 
donc  (5) ^dM  (YôX-f  X5-Y)  sin  v  cos  u  =r 

I  ô"  w  sin  2 1;  {  L^  cos  2  £  cos  vs  —  ï  N'  sin  2  £  (t  -{-  cos^  xs)  } 

-4-ïô'esin2V  {cos2£  [H'sin^ticf-{-IL'(i  -f-cos^ts)]  —  N' sin  2  £  cos  xsj } 

+  ï  ô'tsî  sin  2  V  sin  xs  {  (H'  —  ï  L')  sin  2  e  cos  tsJ  —  î  N'  cos  2  s }  . 

On   aura ,    par   ce  qui  précède ,    ê'  (XZ  cos  i;  -j-  Y  Z  sin  v) ,  si   l'on  met  dans 

fî.XZcosu^   sin(£  —  u)i= — sinu  au   lieu  de  sin  £  cos  u^  et  cosw  au  lieu  de 

cos  £  cos  V.     Mais  (6), 

— T-  zz  —  --  sin'  P  sin  £  sin  2  w  —  I  cos^  P  sin  2  O'  cos  £  sin  x>s 

-j- 1  cos*  p  (i  —  cos  2  Q')  sin  £  sin  2  w,  d'oii  l'on  tire 
(c) X  .  2  aM  .  Ô:  (XZ  cos  1;  +  YZ  sin  1;)  zz 

-  Xôw  sin  tC  { L''  cos  w  4-  N'  sin  m  cos  to  }  +  XÎ£  sin  ro  {  (H'  -  5  L')  cos  m  cos  ttf  ~?  N'  sin  u  | 

—  X6t«j{(H'  —  |L')  sinu  cos2t;3  -f-?  N' cos  w  coscJ}  . 
Si  l'on  ajoute  ensemble  les  trois  fonctions^  (a)  (3)  (c)^  l'équation  (i3)  donnera 
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Z.SôS.aM=: 

5  tj  C   L'  (sin  2  M  cos  vs  —  2  X  cos  u  sin  tC)  —  ^ 

2     c  ^  N'  f(î  —  2.\^)  singes -4-(i  -^  cos^  ot)  cos2îi-4-2XsinMsin2tCj? 

5    5^  \  R' {s'mius'ni^  zs -\-\cosus'm 'iw) -\- —  \j\niu  {1  -f- cos^ro)  ( 
(  —  X  cos  u  sin  2  ■ce]  —  N'  (cos  2  w  cos  TO  -|-  X  sin  u  sin  t*5)  ) 


tw 


\      H' '-      r^  sin  2îi5  fi  —  cos  2  M  —  2X^;  -f-  2Xsin  w  cos  2 

__£^  <  L     ,       2  J      " 

^    (  -}-—  [sin  2  ;/  sin  îS  -|-  2  X  cos  u  cos  ts] 
Faisons   pour  abréger, 

=  sin2wcostiO  —  \  cos  u  sm-us  zzi^-li,     — sm  w 

j  4- 

,      T-f-CO>^ro  ,      X       .  .  c»>      T     •  ^  •      O  X  .  ,      /> 

-4 cos2t/H —  sini/sm2îiiJzi:îo,  isiri2usin''roH —  coswsin2B3ZVi. 

y  I  i=  X  X  \ 

fî&) V     ^       '^^  —sin 2a cosMsin2^::r:3^,  _cos£MCosîi3+— sini^sinw:ziS, 

^  ^'  ^  4.  4.  2  2  ' 

sin  ^  t«5  .  os  .      .  o  1 

(^1  —  cos  2  11  —  2  A  )  -]-  X  sm  U  cos  2  05  zi:  (y,  i 

sin  ^     .  ,     X  ^  1 

sm  O.U  -\ cos  U  cos  wzz\^,  J 

4  2 

et  suLsliluons  L^  :z=  L  cos  2  w  —  N  sin  2co,  N' ziiN  cos  2co -|- L  sin  2co  (§.    100.); 
cela  posé,    réqualion   précédente  prendra  la  forme 

(E) E  S  ô'  S  a  M  zz:Sio{  5(  L  —  93  N)  cos  2  w  —  '51 N  -f-  93  L^  sin  2  w  } 

-|-  Ô-  £  { (2  H'  +  (S)  L  —  €N)  cos  2  U)  —  (:^  N  -j-  (£  LVsin  2  w  } 

—  ôto  {^-tr— iï(^-L  — ©N)cos2co4---5-K  +  ©L'sin2u}  , 

ce  aui    éfanf  multiplié    par  — • ^  nu  — -,    donnera   le  der- 

nier  terme   de   l'équation   (C)    (§.  99.).  \ 

§.  102.   Pour  donner   plus   de  sjmméirie  à  l'équation   (C),  faisons 

(  ^*i  cos  2  co  —  5B  .si n  2  w  =z  X2'',     51  sin  2  w  -j-  93  cos  2  u  =1 9J'\  "    g  =  E', 

(i5) ^  35   OS2C0  —  €  sinato  :nE'',     !î)sin2  w -|- (Scos  2  wz=E'^,      -5  =  11', 

(  I  %  cos  2  oj  --  ©  sin  2  oj  =z  n",  ,^  S-  sin  2  w  -f  ©  cos  2  u  m  ïl"': 
elle  prendra  alors   cette   forme, 

(F) H  (XI 6  w  -|-  E  J  6  -f  n  S-oj)  =: 

JilA^JL  I  ô-co(a-T~ll"']N)+Ô£(E'H--i-E'a~E'''ri)-5tc(ff  H'~n''L-i-n''N) }  . 

^^(.l-^X  =  )3  " 


H                > 

E'(|H~R)h-E"L  — 

-E"'N 

H 

n'(R_5H)-f.n''K.- 

-n'^'N 
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Puisque  lea  variations   ô"w,  Se,  Sv5,    sont  indépendantes  l'une  de  l'autre,   il 

faut   égaler   séparément    les   coefBciens    qui  multiplient   chacune    d'elles   dans 

les  deux  membres  de  l'équation    (F);  ce  qui  donnera  ces  trois  équations  fon^ 

damèntales  pour  la  rotation   des   corps   céiestes   et  ses  perturbations: 

T       ^            6  g  V  5 1*         il''  L  — .  Jl'"  N 
I.     Il  zn — -  • — 

II.    E=^^'-^ 

III.     n=z:— ^--^  „ 

L'intégration   de  ces  équations  donnera,  pour  un  tems  quelconque  t,  les  trois 

1  •  11  •■•  d  (.0      d  s      à  XiS  r\ 

angles  w,    s,  ^ ,    ou  les   vitesses    de  leurs  variations,     — -,  — ,  — -.     Ur  on  a 

°  à    t      à  t        à  t 

TU  (§.  100.),  que  ro  est  l'angle  qu'on  appelle,  relativement  à  la  terre,  l'obli- 
quité de  l'écliptique,  que  £  est  la  longitude  du  point  équinoxial  de  la  pla- 
nète troublée,"  comptée  des  points  équinoxiaux  de  la  terre,  ou  d'une  ligne 
fixe  quelconque,  et  que  ca  est  la  position  d'un  méridien  donné ,  par  rapport 
aux  points  équinoxiaux.  La  variation  de  vs  est  donc  ce  que  les  astronomes 
désignent  par  le  nom  de  nidation  ^  celle  de  s  est  la  prêcession,  et  la  varia- 
tion de  w  est  le  mouvement  des  méridiens,  et  par  conséquent  la  rotation 
même.     Ainsi  — — ,   ou  si    la   précession  n'est  pas  insensible    par  rapport  à  la 

a  t 

rotation,    = —    sera   la   vitesse   de   la   rotation    de  la  planète;    et    si  l'on 

nomme  /x,  v,  les  valeurs  moyennes  de  —,  -—  ^  }it  et  vt  seront  la  prêces- 
sion  et  la  nutation  moyennes  pour  le  tems  t. 

Comme  nous  ne  considérons  ici  que  les  perturbations  que  la  lune 
éprouve  par  l'action  de  la  terre,  et  celles  que  la  lune  et  le  soleil  exercent 
sur  la  terie,  l'un  des  deux  corps,  M  et  V,  est  le  corps  central  de  l'autre. 
En  désignant  donc  par  V  la  masse  du  corps  central,  divisée  par  celle  de 
la  terre,  par  n  le  sinus  du  moyen  mouvement  de  l'autre  corps  en  une  se- 
conde, par  A  le  demi-diamètre  de  son  orbite  supposée  circulaire,  et  pre- 
nant le  demi  diamètre   de  la  terre  pour  l'unité  des  distances,  on  aura  (§.  59.), 

tll—n\  A  ==  ?'  =  f  y  (1  +  X^;  [S.   j  00.),  partant 
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(.6) -_iiZ_=±"_l. 

ce   qui    donnera  aux   équations   précédentes  cette  forme: 

I      _f?l  —  _l!ll-     '^''T.  — il^^^N  E    _     5n^         E'QH  — K)+E"L— E'^JT 

*    ^  ^2       I  -f  x''  "         H         '       '    o»  f  2  —  rnlTâ  ■  ~"h;  ~»> 

^ ,  j       JL  —    ^^°      n^(K,-  I  H)  ^  n^^  L  —  n^^^  K  .' 

Lorsqu'il  s'agit  des  perturbations  que  la  lune  éprouve  par  la.  terre,,  et  lOi 
terre  par  le  soleil,  le  corps  perturbateur  V  est  le  corps,  central ,,  ainsi  que; 
nous  l'avons  supposé.  Mais  quand  il  s'agit  des  perturbations,  que  la  terre- 
éprouve  par  l'action  de  la.  lune,  la  masse  du  corps  central:  est  celle  du  corps; 
troublé:  il  faut  donc  multiplier  le  second  membre  des  équations,  précéden- 
tes par  la  masse  de,  la,  lunej,  divisée  par.  celle;  de  la.  terre,,  ou  il.  faut  les. 
diviser   par  78,. 

Si    l'on   désigne    par   X',.  Y',   Z^  y    les>  coordonnées:  d'un  élément    8Mj, 
parallèles   et  perpendiculaires  à   l'équateur   du^  corps  troublé  (§1    loo.),   on  a 
:EX'Xfdm  —  Az=z  2r^  aMcos^^P  l±î^:^ ., 2Y'raM=:B=Sr^aMcos^E  I  — cos2_Q^ 
2Z:Z'aM  — Ciz;  -Er^dMsm^Vy  d'où   il  suit  (§:  100,  (12)). 
A^T^K-f-L),,    B=z^(H  — L),,    G— E. 
Faisc|ue    les    deux,   autres»  axes    principaux,    sont  situés,   dans   l'équateur ,,    ons 
peut    les  prendre    pour  les   axes;  des  X'   et  Y':;  celai  posé,  les.  momens  d'iner- 
tie  du    corps    troublé,    par  rapport  aux  trois   axes  principaux,    dont  les,  deux; 
premiers  sont   des  diamètres  de  l'équateur,   le  troisième   étant  perpendiculaire^ 
a  Féquateur,  seront  (§,1  84.) 

Ma^  — BH-Czz:K-f  ?H  — IL,     M^^  =  K  +  ïh+ÎL,     Mc^=:E. 
On  a  de    plus  D  —  IX'Y^aM  =z^  Ir^ôM  cos^  P  sin  2Q  ^^N.     Or  les  axes; 
des  X',  Y',,  étant  des  axes  principaux,,  D   est  nul  (§.  81.)  et  Nmo.  On  a  donc 

HznMcv    K  zz: '^  (a- -4- ô=  —  c=,V    Lz:zM(b^  —  a^),.    N  =:  o., 
Si    ton  substitue'  ces  valeurs  dans,  les  équations  précédentes,  elles  deviendront 

IV.  ^^±^,1iz£^--  Y,  JL^ A!il,  s  -^— ;-^V-^^!i^E-?:; 

dî^        i^X^  c=  '  d  t^-       I+X=    l  2C=»  ^       c^  S^^ 

Ces.  dernières,  équations  sont  exactes,   si  l'on,  suppose,  que  la  planète  a  pri- 


(^7) 
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mitîveraent  tourné    autour    d'un  axe   principal  ,    ce   qui    est  probablement  le 
cas   de  tous  les   corps  célestes. 

§.  io3.  Supposons  que  l'axe  des  Z,  AD  (Fig.  18.)  s'écarte  trës-peu 
de  l'axe  de  rotation  AF,  et  que  par  conséquent  le  plan  des  X',  Y',  coïnci- 
de à  peu  près  avec  Féquateur,  X',  Y',  Z",  étant  les  coordonnées  de  l'élé» 
ment  Z,  relatives  à  léquateur  et  à  Taxe  de  rotation,  ensorte  que  Aa:rr:Z', 
xy  :rz — X',  yZznW  Ce!a  posé,  X',  Y',  Z' ,  seront  les  lignes  qui  ont  été 
désignées  (§.   82,)   par   — j^  x,  z:  on  aura   donc    (§.   82.) 

^X'zn  X  cos  7]  sin  ô  -|-  Y  sin  ?j  sin  Ô  —  Z  cos  ô,  Y'zi  Ycosv)  —  Xsinn, 
C  Z'  zn  X  cos  Y]  cos  ^  -|-  Y  sin  y\  cos  i?  -f-  Z  sin  ô, 
la  position  de  l'axe  de  rotation,  qui  est  supposé  invariable  pendant  le  tems 
dt,  étant  déterminée  par  son  inclinaison  sur  le  plan  des  X,  Y,  EAFzz:^, 
et  par  l'angle  BAEzzt)  que  f:;lt  la  commune  section  AE  avec  l'axe  des 
X,  de  sorte  qu'il  faut  regarder  ies  angles  t],  ô,  comme  constans  pendant  la 
rotation  instantanée.  Soit  maintenant  l'axe  de  rotation  représenté  par  AD, 
les  coordonnées  de  l'élément  j-  étant  AUzziX',  UX'zzY',  X'jzziZ':  cela 
posé,  les  distances  de  l'élément  à  Taxe  et  à  l'équateur,  A  X**  et  Z',  ne  seront 
point  altérées  par  la  rotation.  En  supposant  donc,  que  la  rotation  se  fait 
suivant  BG  avec  la  vitesse  angulaire  y,  l'élément  y  tournera  parallèlement  à 
la  direction  X'Y  ou  PX'  qui  est  perpendiculaire  à  AX',  en  parcourant  en 
une  seconde   la  ligne  «.  AX'zi:e;  on  aura  donc 

X  i:*  AX'  AX' 

d'où   l'on  conclura  ces  trois  équations, 

dlL'  —  —  ^.Tdt,     dY'^^^.X  dt,     dZ'=:o, 
et  en  substituant  les  valeurs  (17), 

5X  cos  7)  sin  ^  -|-  5  Y  sin  v)  sin  ô  —  3Z  ros  i5  iz:  —  a  .Y'  dt^ 
d  Y  cos  f\  —  5  X  sin  73  =1  y .  X'  3  /,  5  X  cos  tj  cos  i3  -|-  r)  Y  sin  >]  cos  ô-}-3Zsinôzzo. 
Si  l'on  ôte  la  première  de  ces  équations,  multipliée  par  cos  f,  de  la  troisième 
multipliée  par  sin  ^,  il  viendra 

(18) ^  =:  «  .  Y'  cos  ^ 

Si  l'on  multiplie  la  troisième  par  cos  v],   et  la  seconde    par  ■— siniicosô,    et 

« 
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qu'on  les  ajoute  ensemble,  on  aura  8Xcosô-|-3Zcos>)sin  ézz  —  «.X^/sinvicos^,. 

et  si  Ton  substitue  au  lieu  de  3Z  sa  valeui'  (i8),  il  viendra 

d  X 
(19) -—  =1:  —  a  (X'  sin  t)  4-  Y'  cos  vj  sin  $). 

a  t 

La  somme  de  la  px-emière  et  de  la  troisième,    multipliées  respectivement  par 
sin  ô    et  par   cos  ô ,    donnera   3X  cos  >] -j- 3Y  sin  >i  m — «.Y'3^sin^,    et    en 

substituant   (19),    on   aura 

3  Y 

(20) -r—  zn  «  (X'  cos  y\  —  Y'  sin  >)  sin  é). 

La  position  de  l'axe  de  rotation,  que  nous  avons  déterminée  par  les 
angles  rt,  $,  peut  aussi  être  donnée  par  les  angles  que  cet  axe  fait  avec  les 
trois  axes  principaux,  savoir  BAFzrza,  CAFr::::[3,  DAFzz7.  En  effet  on 
a  cos  a  ;:=:  cos  Y]  cos  d,  cos  [3  n:  sin  7)  cos  0,  cos  7  m  sin  d,  d'où  il  suit  cos^  a -|- 
eos^  (3 -f- cos^  7  zn  I ,  et  sin^  7  rz  cos"  a -|- cos^  (3.  îsi  l'on  substitue  dans  les 
équations   (18)  (19)  (20)  les  valeurs  (17),  et  qu'on  fasse   pour  abréger, 

(21)  .  .  .  .  .  w  cos  a  zz:^,      «  cos  (3  =z  ç',     «  cos  7  :=  r^ 
on  trouvera 

(G) ^  =  Z7-Y,.,     iï=X.-Zp,     i|=Yp-X7. 

Nommons  a,  h',  c' ,  les  forces  accélératrices  qui  sollicitent  l'élément  3 M  sui- 
vant les  directions  des  X,  Y,  Z,  et  désignons  par  P',  Q',  R',  les  momens 
de  ces  forces,  pour  faire  tourner  l'élément  autour  des  axes  AB,  AC,  AD, 
suivant  CD,  DB,  BG:  cela  posé,  il  est  aisé  de  voir  que  la  force  d  aura 
suivant  les  mêmes  directions  les  momens,  o,  a'Z3M,  —  «'YSM,  que  b' 
aura  les  momens,  — 3'ZaM,o,  Z-'XaM,  et  e'  les  momens  c'YaM, — c'XaM, 
o.     On  a  donc 

(22) F=:(c  Y  — 3'Z)aM,  Q'=(a'Z  — c'X)aM,  R'z=(Z>' X— a'Y)aM. 

En  substituant  les  valeurs  de  a,  b' ,  d,  (§.  99.  (2)},  la  somme  des  momens 
dans  le   corps  entier   sera 

■VD^_  5:(Y3aZ_ZaâY)  ^n'  —  ^iZ33X-X3^Z]3M 

^^- ^Ïâ7= ^^'       ^^-^  Vf,i^ 

S  R'  :=:  -^ T7^ ' ^ 

La  différenliation  des  équations   (G)  donnera 
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-—  zizZdq  —  Ydr^{Xpq  —  ^cf'  —  Xr^  -\-Zpr)dt, 

(23) ^-^1  —Xdr  —  Zdp  4-  {Zgr  —  Y r'^  —  Y p-  -f-  Xpç)  dl, 

—  —  =zYdp-~Xdq-]-iXpr--  Zp^  —  Zg^ -^Y q r)  dt. 

Maintenant,  les  axes  des  X,  Y,  Z,  étant  des  axes  principaux,  il  faut  se  rap- 
peler que,  dans  les  intégrales  2  P',  SQ'',  2R',  tous  les  termes  disparais- 
sent,    qui    ne  sont   pas   multipliés  par   X^  ou  Y^  ou  Z^,     et   qu'on  a   nommé 

^X'^dM  — A,  SY-aM— B,  2Z^3M  — C;  d'où  l'on  conclura  ces  équa- 
tions, 2^.SP'zz(B-|-G)^-f(B-G)vo  2^i:Q'  =  (A4-C)^^-f(C-A)po 
a^SR'zz  (A  4-  B)  ^J"  -|^  (A  —  Bj  ;?  q;     et    en    substituant    A  -f-  B  iz:  Ma% 

A  -f  G  iiz  M/^%     B  4-  G  z3Ma% 

CH) oz3^f^SP'->a;.  +  ^l%ra., 

Si    l'on    met    dans    les    équations   (22) ,     au    lieu    de    a^   h' ^   c' ,   leurs   valeurs 
(§•  99-  (0).    on  aura 
A    —  -^7-  (Ys  "  Zj),     Q  —  -^^  (Z^  — Xs),     R  —  -^j-  (Xy  ~  Y^;^ 

.if^  y-,  z,   étant  les  coordonnées  du  corps  V.     Mais  —  =  -7 — j y-  (X  cos  v  4- 

l  ^  J^3  ^/3  ^/-É     \ 

Ysinv-j-ZX)  (§.  loi.);  et  le  termme  -7^  disparaît  dans  les  intégi'ales  SP', 
SQ',  SR',  parce  qu'il  ne  renferme  que  les  premières  puissances  de  X,  Y,  Z. 
On  aura  donc 

SP'zi:  — ^  (B  z  sin  v  —  CjX),     2Q'=  ^/  (Ca;X  =  A  ^  cos  v), 

3  V  P 
S  R'  =;  -y--  (A  j  cos  -u  —  B  a;  sin  v). 

Or  Air: ,  B  iz: ,  G:=: ,  :c zz ^ cos t;,  yzr^sin  v, 

.z=,oX  (§.  100.  (4)),  i^  =  -^__  (§.  100.),  et  -^^  =^  ^^  (i&). 
d'où    il    viendra 

-M  -  -  r^-  (^  -  ^^)  S^«  ^'     -^-  =  —y^n  («^  "  -')  COS  V, 
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—y^ —  —  — -^  (3  ~  a^)  sm  u  cos  v. 
Au  mojeii  de  ces  valeurs- les  équations  (H)  deviendront 

VIL    0  =  ^4-   ^-1=.^-!   (nr  -  l!il^"J^^ 

TV-  ^      i      &* — a^    /  Sn^sinvcosv 


§.  104.  Si  la  planète  M  n'est  sollicitée  par  aucune  action  étrangère, 
les  forces  a,  b' ,  d ,  sont  nulles,  et  leurs  momens  P',  Q',  R^  le  sont  aussi: 
\ts  équations  (H)  prendront  donc,  si   le  solide  est  libre,  la  forme  suivante: 

^^^ J7-~~^'*'     J7--T^~P^'     Tt--T^—P9' 

Pour  que  la  rotation  soit  uniforme  autour  d'un  axe  invariable,  les  quanti- 
tés p,  q,  r,  (§.  io3.  (21))  doivent  être  constantes,  ou  dp,  dq,  dr,  nuls,  d'oii 
l'on   conclura  ces  trois  équations  de  condition, 

(d).....[c^ — b-)qr:=zo,     (a^  —  d)prz=z  o,      {P  —  a^)pqzilo. 
Ces  conditions  sont  satisfaites  d'abord,    si  az^b^zic,   c'est-à-dire  si  tous  les 
momens  d'inertie  sont  égaux,    et    que  par  conséquent  tous  les  diamètres  de 
la    planète    sont    des    axes    principaux    (§.    85,):    le    cas  le   plus    simple    est 
celui  d'une  sphère  homogène.    Elles  sont  encore  satisfaites,  si  deux  des  quan- 
tités p,  q,  7-,  sont   nulles,    ce  qui   arrive   dans   le  cas  où  le  corps  tourne  sur 
«n  axe  principal.     En   effet,    si  c'est  l'axe  AD,    on  a  (§.   io3.)   a  =  (3  =  90*, 
et  7ZZO,    d'où  il   suit   (21)  pzno,    ^  =:  o,    et  r  zz:  ».     La  rotation  est  donc 
uniforme  et  invariable,  si  le  solide  tourne  autour  d'un  axe  principal^  et  l'in- 
verse de  cette  proposition    est  également  vraie:    la  rotation  uniforme  ne  peut 
avoir  lieu  qu'autour  d'un  axe  principal.   En  effet  il  ne  peut  exister  qu'un  des 
trois   cas  suivans:    i)  tous  les  trois  momens  d'inertie,    a,  b,  c,    sont  inégaux; 
2)  deux  momens,  a,  b,  sont  égaux,  mais  différens  du  troisième  c;    3)  tous  les 
trois   momens  égaux,    a^—bj—c.     Dans  le   premier  cas,    pq,  pr,  qr,  et  par 
conséquent  deux  des  quantités  p,  q,  r,  doivent  être  nulles,  ou  ce  qui  revient 
au  même,   deux  des  angles   a,  p,  7,  doivent  être  des  angles  droits,  et  le  troi- 
sième   nul,  afin  que  la  rotation  soit  uniforme  j    d'où  il  suit  que  l'axe   de  ro- 
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i'alion  est  un  axe  principal.  Dans  le  second  cas  on  a  prziZ(/rrz:o,  donc 
B  zz^  rz  o,  ou  bien  rzno:  ia  première  supposition  donne  a  zn  (3  :zz  90°  et 
T^  zz  o,  à  cause  de  cos^  a  -\-  cos^  (3  -\-  cos^  7  zir  i,  d'où  il  suit  que  Taxe  de  ro- 
tation est  un  axe  principal  3  la  seconde  supposition  rzz:o  donne  7^190'*, 
t'axe  de  rotation  coïncide  donc  avec  le  plan  des  X,  Y,  dans  lequel  tous  les 
diamètres  sont  des  axes  principaux,  parce  que  les  deux  momens ,  a,  6,  sont 
égaux  (§.  85.).  Dans  le  troisième  cas,  a-:zzh-zz.c,  les  quantités  /j,  q,  r,  sont 
indéterminées  3  mais  tous  les  diamètres  qui  passent  par  le  centre  de  gravité 
A,  étant  dans  ce  cas  des  axes  principaux,  l'axe  de  rotation  le  sera  aussi. 

§.  io5.  Dans  tous  les  cas,  où  l'axe  de  rotation  n'est  pas  un  axe  prin- 
cipal, soit  que  le  solide  soit  libre  ou  qu'il  soit  sollicité  par  des  forces  étran- 
gères, la  vitesse  de  la  rotation,  aussi  bien  que  la  position  de  l'axe,  sera  as- 
sujettie à  des  changemens  qui  dépendront  et  de  la  conformation  du  solide, 
©u  ce  qui  revient  au  même,  àQs>  quantités  a,  h,  c,  et  de  la  position  de  l'axe 
de  rotation  relativement  aux  trois  axes  principaux,  ou  des  quantités  p,  q,  ?\ 
Ee  cas  où  l'axe  de  rotation  s'écarte  très-peu  d'un  axe  principal,  sans  coïncider 
en^tièrement  avec  lui ,  mérite  une  attention  particulière»  Si  cet  axe  est  celui 
des  Z,  les  quantités  p,  q,  sont  à  peu  près  nulles,  ensorte  qu'on  peut  négli- 
ger leur  produit.  Il  résulte  donc  des  équations  (J),  que  'èr  est  nul,  et  r  une 
constante  iz:  ^;  ce  qui  donnera  aux  deux  autres  équations  la  forme,  ozz:8;;-(- 

-~  hqdt,     o:zzdq-\- — — — hpdt.     Il    est   visible,    que    l'intégrale    doit 

a;Voir  la  forme,. 

pinm  sin  («/-}-  s),       ç  z=  irt  ces  (nt-\-  i), 

m^    m',    n,    e,   étant    des    constantes.    On    en    tirera    o:n.mn-\ ^  lim' , 

Q  z=  —  m'ji-\ — —  h  m,    d'où  il  suit 

nzr  A  y  («^  _  e^)  (^^  -  c')    et    m'  zz^mV  f^ 


ab        ^  ^    ^  ^  b  h^  —  c^ 

L'expression  de  n  donne  lieu  à  des  réflexions  importantes. 

Si  (a"  —  c")  ijr  —  c^)  est  une  quantité  positive,  c'est-à-dire,  si  le  mo- 
ment d'inertie  par  rapport  à  l'axe  de  rotation,  M,c^,  est  plus  ou  moins  grand 
que  Ma^  et  M 3^,  et  par  conséquent  le  plus  grand  ou  le  plus  petit  de  tous 
Ifes..  momens   (§.  84.)»    n,  m,  m',   sont  des  quantités  réelles,    et  p,  q,  sont  des 
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sinus ^  les  variations  de  la  rotation  seront  donc  périodiques,  et  renfermées 
entre  dés  limites  étroites;  l'axe  de  rotation  fera  de  petites  oscillations  au- 
tour de  son  état  primitif  qui  est  donné  par  les  équations  p  zn  m  sin  s, 
^=im'cosÊ.  Gomme  p,  q,  ont  primitivement  été  à  peu  près  nuls,  par  hy- 
pothèse, m,  m' ,  sont  des  quantités  très-petites,  et  p,  q,  seront  constamment 
peu  différens  de  zéro.  L'état  du  mouvement  de  rotation  est  donc  stable, 
si  le  solide  a  primitivement  tourné  autour  d'un  axe,  très-peu  éloigné  d'un 
des  deux  axes  principaux  dont  les  momens  d'inertie  sont  le  plus  grand  et 
le  plus  petit:  alors  la  vitesse  n'éprouvera  que  des  changemens  insensibles  et 
périodiques,  l'axe  de  rotation  fera  des  oscillations  très- petites  autour  de 
l'axe  principal,  et  la  rotation  reviendra  toujours  à  son  état  primitif.  Mais 
si  le  solide  tourne  à  peu  près  autour  de  l'axe  principal,  dont  le  moment 
d'inertie  Me*  est  entre  les  momens  des  deux  autres,  Ma^,  Mb'^,  la  rotation 
sera  assujettie  à  des  changemens  qui,  au  lieu  d'être  périodiques,  pourront 
augmenter  indéfiniment.  Car  alors  n  étant  imaginaire,  les  sinus  et  cosinus 
de  n^-f-Ê  se  changeront  en  exponentielles  qui  peuvent  croître  ou  décroître 
sans  cesse.  Dans  ce  cas  il  n'y  aura  point  de  stabilité  dans  le  mouvement 
de  rotation ,  et  la  cause  la  plus  légère  peut  lui  faire  éprouver  des  change- 
mens illimités.  Comme  la  rotation  du  soleil ,  des  planètes  et  des  satellites 
que  nous  pouvons  observer,  est  évidemment  dans  un  état  stable,  il  paraît 
certain  ,  que  tous  les  corps  célestes  tournent  à  peu  près  autour  d'un  axe 
principal ,  par  rapport  auquel  le  moment  d'inertie  est  le  plus  grand  ou  le 
plus  petit;  et  il  est  vraisemblable  que  le  premier  cas  a  lieu,  parce  qu'à  cause 
de  l'aplatissement  dii  à  la  rotation,  l'axe  est  plus  petit  que  les  diamètres  de 
Féquateur,  et  par  conséquent  son  moment  d'inertie  plus  grand. 
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CHAPITRE      V, 
Lihration    de    la   Lune, 


§.  106.  JLJa  terre  est  le  seul  corps  célesle,  qui  soil  assés  près  de  îa 
lune,  pour  exercer  une  action  sensible  sur  sa  rotation^-  et  Ton  a  vu,  que  la 
lune  tourne  clans  un  mois  une  fois  autour  d'un  axe  qui  est  à  peu  près  per« 
pendiculalre  à  son  orbite:  le  corps  pertuibafeur,  la  terre,  se  trouve  donc  con- 
stamment à  très-peu  près  dans  le  plan  de  i'équateur  lunaire.  La  manière 
dont  on  envisage  ordinairement  ce  mouvement,  c'est  de  supposer  que  la  vi- 
tesse de  rotation  de  la  lune  est  exactement  égale  à  son  moyen  mouvement 
autour  de  la  terre,  oU  que  les  moyennes  révolutions  de  la  lune  autour  de 
son  axe  et  autour  de  la  terre  son  précisément  de  la  même  durée,  et  que  par 
conséquent  les  librations ,  qui  Font  que  la  lune  dirige  de  tems  en  iems  d'au- 
tres parties  vers  la  terre,  sont  purement  1  effet  de  l'inégalité  de  son  vrai  mou- 
vement, qui  est  tantôt  en  avant  tantôt  en  arrière  de  la  rotation  constamment 
uniforme.  Il  est  vrai  que  cette  hypothèse  satisfait  aux  observations,  en  ex- 
pliquant assés  bien  les  diverses  phases  de  la  lune  relativement  à  ses  taches^ 
mais  elle  est  par  sa  nature  très-peu  vraisemblable,  et  la  parfaite  égalité  des 
deux  mouveiiiens  de  la  lune  serait  une  énigme  d'autant  plus  inconcevable^ 
qu'elle  a  également  lieu  chès  les  autres  satellites.  S'il  y  avait  la  moindre  dif- 
férence entre  les  mouvemens  de  translation  et  de  rotation  de  la  lune,  son 
disque  visible  changerait  sans  cesse,  et  l'accumulation  de  ce  mouvement  des 
taches  de  la  lune  aurait  été  aperçue  depuis  longtems^  d'un  autre  côté  il  est 
infiniment  peu  probable,  que  le  seul  de  tous  les  cas  possibles  soit  arrivé,  oii 
ia  lune  aurait  reçu  une  rotation  parfaitement  égale  à  sa  révolution  autour  de 
la  terre.     Mais   en  supposant  même   que   ce  cas   improbable  ait   eu  lieu,    la 
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conformité  des  deux  mouvemens  ne  durerait  pas  longtems,  si  la  lune  n'était 
pas  une  sphère  parfaitement  homogène,  parce  que  rattraclion  de  la  terre  dé- 
rangerait sa  rotation,  et  que  le  moyen  mouvement  de  la  lune,  auquel  sa  ro- 
tation est  supposée  avoir  été  égale,  n'est  pas  tout-à-fait  invariable  (II.  §.  190.). 
Les  perturbations  du  mouvement  de  translation  dépendent  uniquement  de  l'ac- 
tion que  le  soleil,  ou  d'autres  corps  exercent  sur  le  centre  de  gravité  de  la 
lune,  au  lieu  que  les  perturbations  de  la  rotation  résultent  de  l'action  des 
corps  étrangers,  principalement  de  la  terre,  sur  la  figure  non-sphérique  de  la 
lunej  et  il  est  impossible,  que  ces  deux  actions,  dues  à  difïerens  corps,  et 
ayant  différens  argumens,  soient  constamment  égales  entre  elles. 

Si  l'on  suppose  au  contraire,  que  l'attraction  de  la  terre  influe  sur 
la  rotation  de  la  lune,  on  expliquera  d'une  manière  fort  simple  le  phéno- 
mène,  que  la  lune  tourne  constamment  le  même  côté  vers  la  terre,  malgré 
la  petite  différence  qui  peut  exister  entre  ses  mouvemens  de  translation 
et  de  rotation.  Alors  il  suit  de  ce  qui  précède,  que  la  lune  fera  des  oscilla- 
tions des  deux  côtés,  qui  auraient  lieu,  quand  même  son  vrai  mouvement 
serait  uniforme j  mais  ces  oscillations  seront  renfermées  entre  des  limites  tiès- 
etroites,  de  sorte  que  le  même  hémisphère  de  la  lune  se  présentera  toujours 
à  la  terre.  Les  librations  de  la  lune,  indiquées  par  les  observations,  seront 
clors  dues  non-seulement  aux  inégalités  de  son  mouvement ,  mais  aussi  à  l'at- 
traction de  la  terre  :  la  première  cause  donnera  la  libration  apparente  ou 
optique^  la  seconde  produira  la  libration  réelle  ou  mécanique, 

§.  107.  Les  phénomènes  singuliers  qui  ont  lieu  dans  la  rotation  de  la 
lune,  sont  les  suivans.  i)  En  faisant  abstraction  des  petites  oscillations  qui^ 
suivant  les  observations  exposées  plus  haut,  diffèrent  insensiblement  des  iné- 
galités de  la  lune  connues,  ce  satellite  présente  constamment  le  même  côté  à 
la  terre,  ensorte  que  sa  rotation  est  à  peu  près  égale  à  son  moyen  mouve- 
ment autour  de  la  terre.  2)  Le  noeud  descendant  de  son  équateur  coïncide 
à  tres-peu  près  avec  le  noeud  ascendant  de  son  orbite,  d'où  il  suit,  que  ce& 
deux  noeuds  ont  le  même  mouvement.  3)  L'inclinaison  de  l'équateur  lunaire 
relativement  à  l'écliptique  est  constamment  au  dessous  de  i"4^'  (II.  §.  219.).. 
On  doit  donc,  dans  l'application  des  formules  précédentes  (§.  102.)  à  la  lune^ 
©bsfirver  ce  q^ui  suit. 
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1.  — -  est  à  peu  près  égal   au  moyen   mouvement   de  la   lune  n,  et  la  li- 
bration  mécanique  est  insensible. 

2.  l'angle  t  ne  difFère    pas  sensiblement  de  la  longitude    du  noeud   ascen- 

dant  de  l'orbe  lunaire,  que  nous  désignerons  par  ^,  et  —  ==::  — ^  à  trës- 
peu  près. 

3.  ro  est  un  très -petit   angle    dont  les  puissances    au  delà    de  la  première 
pourront  être  négligées  par  rapport  à  celles  des  autre»  angles. 

4'    -TT  6st  insensible    par  rapport   a   la  vitesse   de   relation  -—  et    du  mou- 

yement  des  noeuds  — . 
àt 

5.    —    est  260    fois    plus  petit  que    — . 

O  t  0  t 

Voilà  les    conditions    sur  lesquelles   sera    fondée  l'analyse,    contenue  dans  le 
chapitre  présent. 

Le  premier  méridien  de  la  luae  est  arbitraire  dans  les  formules  pré- 
cédentes: nous  suivrons  donc  l'usage  des  astronomes  (II.  §.  220.),  en  pre- 
nant pour  premier  méridien  celui  qui  est  dirigé  vers  la  terre,  ou  qui 
passe  par  le  centre  du  disque  lunaire,  lorsque  le  vrai  lieu  de  la  lune  est 
égal  au  lieu  moyen.  En  nommant  donc  ô  et  \p  la  longitude  et  la  latitude 
géographiques  et  séiénucentriques  du  point  qui ,  vu  de  la  terre  à  une  épo- 
que quelconque  i,  paraît  au  centre  du  disque  lunaire,  $  et  \{/,  étant  les  li- 
brations  en  longitude  et  en  latitude,  seront  toujours  au  dessous  de  8  degrés; 
et  P,  Q  (§.  100),  se  changeront  en  4-,  ^,  si  l'on  met  à  la  place  de  r  le 
demi-diamètre  de  la  lune,  lequel,  étant  dirigé  vers  le  centre  de  la  terre, 
passe  par  le  point  du  disque  lunaire,  dont  la  distance  R  au  corps  pertur- 
bateur V  est  un  minimum.  On  a  donc  3Rzz:o,  et  ce  rayon  sera  trouvé, 
si  l'on  différentie  R  par  rapport  à  P  et  Q,  et  qu'on  égale  cette  différentiel- 
le à  zéro,  ou  ce  qui  revient  au  même,  si  l'on  différentie  l'équation  (A) 
(§.  99),  en  faisant  R3Rn:o,  et  substituant  4»  et  ^  au  lieu  de  P  et  Q ,  ou 
â'zzô-j-w  au  lieu  de  Q\  les  différentielles  étant  prises  par  rapport  à  P  et  Q 
ou  à  4  eid,  ce  qui  donne  dX^:(—-]d\]j-\-f—j3ù,  dZzzzf —rjdy\j -{-(-— jB  9' 
En  différentiant  donc   les  équations  {6)  [^.   100.),  on   trouvera 


t9to  A  S  T  R  O  N  O  M  I  E     P  H  Y  S  I  Q  U  E 

(  —  iz:34'(sin  £  cosrosin\|/sinâ^ —  cos  tsinv^ycos  ô'  —  sin£sincScos\|/)) 
(24)  ..,..<         —  dû  COS  \|/  (cos  £  sin  è^  -\-  sin  t  cos  w  cos  ù')  , 

( —  zz54'(cosTOcos4'-j-sinri3sin\]^sin  ô'} — 30sintsJcosv};  cos^'; 

ôX  se  change   en  3X-|-3Y,   si   Ton  met  sine  —  cos?  à  la  place  de  sine,    et 

,                      ...                    ^  X,9X    ,     .      ,       XâX  +  Y^Y  , 

sin  f -4- cos  £    au  lieu    de  cos£ ,    et deviendra    ,    si   ion    tait 

sin  £  cos  £  zi:  O ,    et  sin^  Êrzcos^  £11:1   (§.    100.),    ce  qui  donne  X^X-|-Y^Y-f- 

Z8Zn:o,   tous  les  termes  se  détruisant  mutuellement.     Cela  posé,  si   l'on  se 

rappelle     que   dxziidyzzdzzz.o    (§.    99.)    et  dRizzo,    la  différentiation    de 

l'équation   (A)  donnera  — 'KdKzzoziLxd^ -\-ydY -\- z'ôTà.    En    substituant 

les  valeurs  (4)   (§•   loo.)»  il  viendra 

o  zz:  5  X  cos  v  -{-  ^  Y  sin  v  -|-  ^  ^  Z* 

On    changera    BXcosv    en    3  X  cos  v -]- 3  Y  sin  u,     si    l'on   fait  cos  £  cos  v  zi:. 

eos  (y  —  g   rzz  cos  u  ,     et  sin  e  cos  v  zz:  —  sin  u.     Ayant    substitué   cela    et    les; 

valeurs  (24),   la    dernière  équation,  étant  divisée   per    — rcos\|/,   deviendra 

ozz3\]y  {  cos  wtg\}/Cosi}''+sinucosti(5  tgvî/sinô^^ — sinz^sinte^ — Xcosw — Xsinc5tg\}/siia^' J 

-f-  o'ô  {  cos  «sin  ô'  —  sinz/cosîiijcosô'-!- VsinTOcos^'  }  , 

à'où  l'on  tirera,  en  égalant  chaque  terme  à  zéro,  les  deux  équations  suivantes», 

sin  7^  yin  tïï  +  X  cos  TO 

tang  vp  zz: ^ — -. — —. — r — -. r — -,^. 

cos  Ti  cos  0   -f- sin  a  cos  î«  si.n  ^' — A  sin  îi5  sin  p^ 
(25) 

.          Sin  n  cos  x^  —  A  sm  tjj 
tango   zz: . 

cos  Xi 

ruisque  tans:  ^  =^  — -,,   on  conclura   de  la  dernière    euationv 

sin  u  cos  w  cos  jjs  —  cos  u  sin  co  —  X  cos  co  sin  XsS 

tang  ô  zz:  r : r — -. : . 

cos  u  cos  O)  -f-  sin  u  sm  uj  cos  îo  —  A  sin  CJ  sm  ic. 

En  faisant  donc  pour  abréger,   i  —  sin'usin^îS  —  Xsin  usin2îO-|-X^sin^TOzz:y> 
®n  aura 

r     ,  sin  u  cos  co  cos  î(f  —  cos  u  sin  o)  —  X  cos  w  sin  x3 

V  sin  6  zz: — — — ,, 

\      '^ )  cos  u  cos  co  +  sin  «  sin  co  cî)S  ro  —  X  sin  co  sin  to 

/  cos  ^  ZZ. . 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs,  et  ô' zz  Ô  +  co,  dans  l'équation  (sS),  elle  deviens 

T         .  .  sin  U  sin  m  H-X  COS  tÂ3         ,,    ^     i,  i- 

dra  tang  <^  zz;  — -— - — ,  d  ou  1  on  tirera» 
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,      s  •       .  sin  îi  sin  tJB^  +  X  C05  t5  ,  ^ 

(27) sm  vp  = _——--_ ,     cos  v^  " 


An  moyen  de  ces  valeurs  on  trouvera 

(i  -|-  X')  cos^  \j;  cos  2O  zn  v'^  cos^  ô  —  v^  sin^  $  rz 
eos  2.  cu( sin   to  -] cos  2  ?i  -j-  X  sin  2î53  sin  u  j- 

-)-  sin  2  to  (cos  îS5  sin  2 1^  — -  2  X  sin  V5  cos  w) 

zr  295  cos  2C0 -|- 2$X  sin  2w  rr  aX^'"  (§.   loi.  102.); 

I  -I-  X= 


2 


cos^  \p  sin  2  ô  =:  v^  sin  0  cos  0  zz 


cos  2  w  f?  cos  TO  sin  2  w  —  X  sin  XfS  cos  m) 

/!■ 2  X°      .     ,  .     I+COS^QJ  ,      X       .  _^     .  \ 

■—  sm  2  w  f ^ —  sin   V3  -4 cos  2  w  H sin  2  W  sin  w  1 

V      4-  ^4-  2  / 

zzStcosaco  —  ^  sin  2  ù)  zz  il''; 

cos  w  sin  to  sin  4'  V  (i  -]-  X")  zz ^  sin  2  zz  sin^  t3 -j — -  cos  z^  sin  2 TiS  zz  Cin E'f 

^  {  COS ts cos^4' sin q.$ -|-sin^sin\pcos\pcos (or—  ô)  }  zz ÎD cos 2w  —  (ïsin 2w zzE'' f 

— - —  {  cos  TOcos^vpcos2^-|-sintiJsin\|;cosvpsin(w  — ô)  }  zz©"sin2w-|-(ïi:os2wrz:E''|; 

sin:  2  4^  sin  (w  -|-  ô)  zz  Jl'f       — , —  sin  2  4"  sin  (co  —  ô)  zz —  Wy 

a-  ^  4 

— - —  sin  2  v|/  cos  (w  —  ô)  zz:  II''".- 

4 

tas  substitution    de  ces  valeurs   transformera  les  équations  I.  II.  Hl-  (§•   ro2./ 
^ans.  leS'  suivantes  ; 

I.     — -  ZZ cos"  vP  (L  sin  2Ù  —  N  cos  2  ô),. 

àt^  2  H 

II.     -— -  zz ^—^ —J-  sin  TÂî  cos  w  sin  \^' 

àt""         H.YCi-hX^") 

-|-  - —  cos^  v}y  cos  w  {h  sin  1$  ■ —  N  cos  25) 

4 sin  V5  sin  -^^  cos  4  {  L  cos  (w  — ■  ô)  —  N  sin  (w  —  f)  }  ,. 

^     2  H 

III..   ^— -— sinx|/cosw{(2K  — H)sin^o)4-9)  — Lsin(tu— ô)— Ncos(w  —  ô)}. 
^  f  *        2  H 

SI  la  lune  est  supposée  tourner  sur  un  axe  principal,   les  dernières  éq^uations, 

<•  -                           1     f           b^  —  a'  _ 

iu  §j>.  102.  donneront  J    en  faisant,  poiar   abréger,   -—  zzl  m  ,, 

IV.     — =  :z-  1  m^  /i^  cos*  vb  sin  2  ^„ 
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V.    — -   zz;  ^^; — ■ — - — -  sm  ro  cos  m  sm  4» 

-}-  I  m*  /z*  cos  4"  {  cos  tS  cos  4»  sin  2  ô  -[~  ^'^^  ^  ^^*^  4*  cos  (co  —  ô)  }  , 
VI.    — ^  =r  —  I  n*  sin  4  cos  4  5  ^^        g      —  sin  (^to  -)-  0  +  ^^  ^in  (w  —  $)  V  , 
§.    iû8.  Les  équations  (26)    (27)   donneront 

.     -     ,      1     N         cos®  sin  tt — X  sin  œ  .  ,       i     ^n  cos  u  ^ 

Gos4sin(w-f0zz-- 77— 7^-iT ,  cos4/cos(co-}-0=: -— TYï^»  «ou  l'on  jtire 

y  {^i -t- A  j  y^i-tA   } 

.  .  ,  X  sin  TSî 

tang  (w  -f-  ^)  zi:  cos  cî  tang  u — . 

Si   l'on  fait  sinîiiJzzzo,  cos^zzi,    on  aura 

co  -|-  ^  iz:  «,  ou  w  zz  V  —  e  —  ô. 
Cela  posé   il  viendra  8w-|-8£cosîozz:3c«j-)-^  e  :z:  d  u  —  d$,  donc   (§.  100.  (11)) 

azr^av  —  aa^. 

On  a  de  plus  3 co  cos  î*^ -{- 5  s  zz:  (3  u  — do  costo-4~^^(^  — cos  to)  ,  parlant 
(§.  100.  (ïi))  Ezz:i2cosio  —  [èv — dôjdwsiuT^-\-d£dws\nvS'-\-iddi(sm-zûy  ^ 
où  le  dernier  terme  est  insensible  par  rapport  aux  autres.     On  a   donc 

E  zz:  12  cos  to  —  d^d'<j5  sin  "OJ. 
La  petitesse   des  angles   «0,    $,  4»  <^onne  encore  lieu   avx   approximations  sui- 
yantes:  v  zz  i ,  co  —  0  :zzu^   cos*  4  sin  2  5  zz  2  0,  d'oià  il  vient 

sin  js  sin  £  u  -f-  2  X  cos  ^  cos  u 


cos  4  *ilï  4  COS  (co  -+-  g)  13 

cos  4  sin  4  sin  (co  ~^'  g)  izz 


sin  w  (sin  xS  sin  ti  -f-  X  cos  ^g] 


I  -+-  X^ 
Au  moyen   de  ces   valeurs  les  équations  précédentes  prendront  la   forme 

IV.     1 Z3  J  m^n°  S, 

5  fi*l  o.c^ a° è^l 

V,  ozzricosro  —  diûd^sinZfS -r-z r-;;^ — sintc('sinîÂJsin2î/4-2XcosîJî^cosi<;')di^ 

4-  C^(  i  ■+  X^)  ^  ^ 

' —  3  m^  /r  (2  é  cos  V3  -\-  -  sin^  tâJ  sin  2m  -j-  X  siîi  ^  cos  to  cosz/)  dt^ ^ 

VI.  ozz  aato  -^  a  co  as  sin  te  -|-  3  m^  n"^  {sinîJi3(i  —  cos2u)  -|-  2  Xcosto  sin  u}  d  t*. 

§.  109.  Si  l'on  désigne  par  e  l'époque  de  la  longitude,  par  ce  une 
équation  quelconque  de  la  lune,  sa  vraie  longitude  sera  C  zi:  e -|- « / -]- âr, 
donc  la  longitude  sélénocentrique  de  la  terre,  v ziz  180° +  (C':zz  180'^+ e+nt~+- ce, 
d'où  il  suit  ddvzi:dndi-\-dd œ-,  nous  négligerons  ici  le  terme  dndi  qui  dé- 
pend  de   l'équation  séculaire   de  la  lune,    ensorte  que   3avzzâ3^^    ce   qui 
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étant  subsiitué  dans  l'équalion  IV.  àonxiPi  —r -\- "à  m^  ir^  ^  zzi  ■——■  ^  dont 
l'intégrale  doit  avoir  la  forme,  ^  zmQ  %\\\  knt -\-^œ,  G  étant  l'une  des  con- 
stantes arbitraires,  et  l'autre  ou  l'époque  étant  déterminée  ensorte  que  œ  et  ê 
sont  nuls  à  l'origine  du  tems  i,  comme  cela  doit  être  (§.  i07.\  Or  toute 
équation   de  longitude  ayant  la   forme,   œ  zzz a  sin  cet,    on  aura  zz: — a^ce, 

et  et  différentiant  la  valeur  supposée  de  ù, — j-=:  —  G A^/i^sin  An^-j — -y- zr: 

*,    ,      1    T./          A*n*\  ddce       ^,  ^f        ^       ,  ,,,        ,.       'tir 

■—A^n^d^Bli ^j  -jT"-     ^^  comparant  cela  avec   l'equation  Iv,  on 

/                         «'^ 
trouvera  Anr^TîK  3,  B  zz  — -— ,  d'où  il  vient 

a^  —  5  m'  n' 

x-,,v  ^,    .  -.  /  .^    .  1         3  m^  n^  ae 

(K) 0  zz:  G  sm  m  ntV  5 -{-  œ -\-  - 


—  3  m^  «.^  * 
«    étant    la  vitesse    avec    laquelle   l'argument   de   l'inégalité    œ   augmente,     et 

—  le  rapport  des  variations  moyennes  de  cet  argument  et  de  la  longitude  de 
la  lune.  L'angle  ô  est  proprement  la  libration  le  long  de  l'équateur  lunaire 
(§.  icj.^;  mais  comme  l'inclinaison  de  féquateur  sur  l'écliptique  n'est  que 
de  1*  ^3\  on  peut  regarder  ô  camme  \a  libration  en  longitude,  laquelle  sera  donc 
donnée  par  l'équation  (K),  dans  laquelle  œ  est  la  libration  optique  (§.  io6.). 
Le  dernier  terme  est  de  nature  mixte,  tant  optique  que  mécanique,  vu  qu'il 
dépend  de  l'équation  œ  et  de  la  figure  de  la  lune,  m.  Le  premier  terme, 
étant  indépendant  des  inégalités  de  la  lune  œ,  renferme  la  libration  purement 
mécanique;  et  l'on  voit  qu'étant  exprimé  par  un  sinus,  cette  libration  sera 
périodique,   si  G  ei  m  sont  des   quantités  réelles.     En  nommant  donc 

3  m*  n'as  .         „     .  .-1/3 y 

a^  —  ù  vi^  Tir 
$ — ■œiiz(p-{-^  sera  la  libration  réelle,  et  (p  aura  la  même  période  que  l'iné- 
galité ce,  de  sorte  que  la  libration  entière  est  périodique;  mais  en  même 
tems  elle  participe  de  l'équation  séculaire,  en  vertu  du  terme  dndt  que  nous 
avons  négligé^  eî  c'est  précisément  ce  terme  qui  entretient  constamment  l'é- 
galité entre  les  mouvemens  de  translation  et  de  rotation  de  la  lune,  malgré 
la  variation  séculaire  du  premier. 

La   libration  purement  mécanique  ^  a  pour   période  le  tems  T ,    pen- 

dant    lequel   l'angle  mniV 3    augmente    de  860*  ou   stt,    donc   T  zz: -,. 

Or  n  étant  le  moyen  mouvement  en  une  seconde,  —  est  la  durée  d'un  mois- 
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.s 
sidéral  m  S,   d'où  il  vient  Tzz -,  m   étant  une  quantité  inconnue,  déoeTi- 

771  -j/o  '         r 

dant  de  la  figure  de  la  lune.  Si  les  observations  suffisaient  pour  déterminer 
}a    libration    (p    qui    dépend    de    cliaque  inégalité    de    la   lune    œ,    on    aurait 

a^  (h 

m^  izz  z. — TT- :r-r.     Cette  formule  servira  du  moins  à  renfermer  m  entre  des 

limites,  en  donnant  a  œ  et  (p  leurs  plus  grandes  valeurs.  Celle  de  (p  dépend 
de  la  précision  ,  avec  laquelle  on  peut  observer  la  libration  des  îaclies  de  la 
lune.  Quoiqu'il  en  soit,  il  est  certain,  que  les  observations  auraient  fait  re- 
connaître la  libration  ,  si  elle  montait  à  3  degrés,  ce  qui  fait  à  peu  près  la 
moitié  des  inégalités  de  la  lune.  En  effet,  un  angle  sélénocentrique  de  3* 
répond  à  un  angle  géocentriquo  de  49^  ^^  centre  du  disque  lunaire  ,  et  à 
3^',  3  au  bord.  En  faisant  donc  (p  n:  3° ,  et  prenant  pour  œ  la  plus  grande 
inégalité  de  la  lune,  qui  est  l'équation  du  centre,  on  aura  (IL  §.204.)  œ  zz 
zz6g2^^  ,  sa  période  étant  le  mois  anomalistique ,  et  son  argument  l'anomalie 
de  la  lune  ,  d'où  il  suit  que  a  est  à  /j  comme  le  mois  sidéral  est  au  mois 
anomalistique,     donc     (IL    §.    188.    194.)    ~  z=  ~7^j-^^^^   =0,    99164815 

-^  zz:  o,  9831672  ,    et  jn^  HZ  o,  3 2'jji^^Y  .  — ;— ^  m  o,  io568,.     Mais    ce  résultat 

est    peu  sûr,  parce  que    le   rapport    des   deux  mois  est   presqu'égal    à    l'unité. 

L'équation    annuelle  de  la   lune  donne  une  limite  beaucoup    plus  exacte.      Sa 

période  est  l'année,  sa  plus  grande  valeur  ce-mSj  2^' ,    et  a  est  le  mouvement 

anomalistique    du    soleil    (IL    §.    2o4-);    partant    —  zz   -^^7- — 7- rz:  o,  0748026, 

a*  10800"      ^  3  0  5,20 

~  iz  o,  oo55q54.4,   et  m^  :zz  o,  ooiS65i5. r- zz  o,  001-7^0  ;    d'où   il  résulte, 

que  la  libration  devrait  surpasser  3  degrés  ,  si  m'^  était  plus  grand  que 
0,  001756.. 

Celte  limite  peut  encore  être  resserrée  par  des  observations  plus  exac- 
tes. M.  Bouvard  a  entrepris  pour  cet  effet  une  longue  suite  d'observations 
de  la  tache  lunaire  Manîlius  qui,  à  cause  de  sa  petitesse  et  de  sa  situation 
près  du  centre  de  la  lune,  est  singulièrement  propre  à  faire  reconnaître  la 
moindre  libration,  par  des  mesures  micrométriques  de  ses  distances  aux  bords 
de  la  lune.  C'est  la  même  tache  dont  s'est  servi  Ma^er,  pour  déterminer  la 
position  de  l'équateur  lunaire;  et  les  observations  de  M.  Bouvard  donnent 
l'inclinaison  de  l'équateur  de  5",  84  seulement  plus  petite  que  celles  de 
Majer;  ce  qui  prouve  la  grande  précision  de  ces  observations.  M.  de  Laplac© 
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qui  a  engagé  M.  Bouvard  à  entreprendre  cette  suite  d'observations ,  en. 
conclut ,  que  la  libration  mécanique  est  au  dessous  de  6000  secondes  dé- 
cimales ,  ou  de  32' 24'  (*).  Cet  angle  sélénocentrique  répond  à  un  angle 
géocentrique  de  9''  au  centre  de  la  lune.  Eu  faisant  donc  dans  la  dernière 
équation  cp  zir  61'  24"  ,  on  aura  in^  zzi  o,  00 1 865 1 5  .  y—f^^  =^  o,  001 386  ,  ce 
qui  ne  diffère  guère  du  résultat  précédent:  car  il  est  aisé  de  voir  que  l'angle 
(p    ne   peut  influer  considérablement    sur    la   valeur   de  772*,  s'il  est   beaucoup 

CL         f  JG  (mP"  \ 

plus  grand  que  œ  ou  11',  parce  que  rn^zn- — -fi — x~l-xi — ..•).  Il  y  a 
donc  peu  d'apparence,  qu'on  parviendra  à  déterminer  m  par  observation;  il 
paraît  cependant  par  ce  qui  précède,  que  772' ou — ^— est  plus  petit  que  0,002, 
§.  iio.  Si  la  lune  ne  tourne  pas  autour  d'un  axe  principal,  il  faut 
s'en  tenir  aux  équations  I,  II,  III  (§.  107,),  dont  la  première  donne  à  très- 
peu  près, 

L'intégrale  doit  avoir  la  forme,  ^  rr:  G  sin  A/2^ -f- G  (i  — cos  A72^) -|- Ba;^ 
l'époque  étant  déterminée  comme  précédemment  (§.  109.).  On  en  tirera 
-——^=—î^^n^^-{-A.'^n'^C-\-{A^n'^ — a^jBœ.  Si  l'on  compare  celaavec  l'équa- 
tion I,  et  qu'on  se  rappelle  que  ddvzzidd œnz — a?œdl^  (§.  109),  on  trouvera 
A~y  ^,Bzz:^,^_3^^,-,G--,  dou  il  vient 

3L,      N/  t/3L\,  a^M  gg 


(L) ù=:GsmntV  ^4-—  (i  — cos72iy— )  4- - 


a*  H  —  3  /t»  j. 

Pour  trouver  le  maximum  de    la    partie  mécanique   de   la   libration,     on  fera 

— -zz:o,    ce    qui    donne    tangw^K  —  m G,    et  la  plus   grande   libra- 

^^  N-i-y(N2^4L2G2)  ^  '^ 

tion  ^  HZ :    les    deux    oscillations    à   l'orient  et  à   1  occident 

sont  donc  inégales,  si  N  n'est  pas  nul,  leurs  limites  étant  "^^ et 

^—^ ; .     Si  l'on  nomme  T   le  tems  écoulé  d'une  limite  à  l'autre, 

ou  la  demi-durée  d'une  oscillation,   on  aura- tan  g  72  (;?-{- TjV — :zztang72^V— -^ 

d'oiî  l'on  tiie  72T  K  — -  m:  i^o'^zz-tt,  et  la  durée   d'une  oscillation   entière 

il 

-a  y  5  L  3  L     ^-^  ^  ^ 

(l;  L'auteur    de  cet  ouvrage    ne  connaît    les  observalions    de  M.   Bouvard    que  par   les  nouveilss 
que  M.  de  Laplace  a  bien  voulu  lui  en  donner  par  une  lettre. 

24 
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La  période  d'une  oscillalion  devient  donc  impossible,  si  l/  rj  eat 
imaginaire,  c'est-à-dire,  la  libration,  au  lieu  d'être  périodique,  augmente  iiji- 
définiment,  si  -  est  une  quantité  négative.  Comme  cette  augmentation  in- 
définie  est  contraire  aux  observations,  il  est  certain  que  —  est  une  quantité 
positive  j  d'où  il  suit  que  b  est  plus  grand  que  a  (§.  102.),  c'est-à-dire  que 
le  moment  d'inertie  par  rapport  au  diamètre  de  l'équateur,  qui  passe  par  l^es 
bords  du  disque  de  la  lune,  Mb^,  est  plus  grand  qne  le  moment  relatif  au 
diamètre  tourné  vers  la  terre,  Ma^,  et  que  par  conséquent  ce  dernier  dia- 
ipèlre  est  plus  grand  que  tous  les  autres  :  effet  naturel  de  l'attraction  que 
la  jterre  exerce  sur   la  portion  de  la  lune  la  plus  proche. 

La  rotation  de  la  lune  est  donnée  par  l'angle  wmzv— £  —  â  (§.  108.)^ 
ou  plutôt,  parce  que  l'angle  w  est  compté  du  noeud  qui  est  aussi  en  moij' 
Tement,  par  l'angle  w -f-  a  m  i?  —  Ô  r=  i8o°-|-  C-\-œ  — d:=:i8o°-f-£  —  cp  _  ^, 
(§.  109.).  Comme  $  ei  œ  deviennent  nuls  en  même  tems  (g.  107.),  si  l'on 
fait  abstraction  de  la  libration  mécanique;  la  rotation  mojeme  es.t,  exacte- 
ment égale  au  moyen  mouvement  de  la  lune  autour  de  la  terre,  w-|-£:^i8o?-f- Ç,| 
mais  il  n'en  suit  pas^  que  cette  rotation  ait  été  primitivement,  imprimée  à 
la  îune,  ce  qui  serait  très -peu  probable.  La  lune  a  reçu  sa  prgîe  rotation, 
et  non   la  moyenne,    ei  raction  de  la  terre   peut  avoir  altéré  la  rotation  pri- 

mitive.     La  véritable  vitesse  de  rotation  de  la  lune  est — — — :=^« ~ — iiz:: 

^"   -.'^  -,/-  3m*naa  ^,    ,^        '  **/      .     .  ^^ 

n  (î -^  ijmV  û  .cosinnlV  6 — ■  ^  ^      ^     -    ,  00s  et t)  (Ç.   loq.):  ainsi,  en  ne  con- 

lidérant  que  la  libration  mécanique,  la  plus  grande  vitesse  est  zz  «(i-j-G/n^S), 

la  plus  petite  zzin{^i  —  Gm'V'à),  et  l'on  trourera,  en  faisant  t,zz.q^  la  vitessje 

primitive  zn  n  i  i  ^-^  G?nV à —- r— s    >    d  ou    il    resuite,     1)    que  la    vi- 

^.  r  '        •     î   \  ■    o*— 3m*/iV  ^       ...        ,»        /     -1  ,.  , 

lesse  primitive  n'a  pas  été  nulle,  c'est-à-dire  que  la  rotation  de  la  lune  n'est, 
pas  due  uniquement  à  l'aitraction  de  la  terre,  comme  ai  une  aiguille  de  fer 
était  promenée  autour  d'un  aimant^  mais  qu'une  rotation  rëellq  a  é^é  imprij- 
mée  à  la  lune,  2)  que  cette  rotation  pTJmitive  ne  différait  pas -beaucoup 
de  aon  moyen  mouvement  n,  sans  cependant  lui  être  exactement  égale.  La 
différence  primitive  entre  ces  deux  mouvemens,  qui  dépend  du  terme  GmnVS, 
ne  peut  pas  être  déterminée,  parce  que  G  est  une  quantité  inconnue;  cepen» 
dant  le   maximum  de   g  étant  G  (§.  ïog.)^    et  la  libration  ^  ne  devant  pa& 
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être  supposée  plus  grande  que  3"  (§.  109.),  G  est  moindre  que  o,o5236,  et 
m^  <^  0,002  (^§.  lO^.y,  d'où  il  suit  que  GmV^  est  plus  petit  que  o,go4;  ce 
qui  donne  pour  la  rotation  primitive  les  limites  n  et  n, 0,996. 

§.  III.  Si  Ton  nomme  i  la  tangente  de  Tinclinaison  de  l'orbe  lunaire  (S^g'), 
€t  ^  la  longitude  de  son  noeud  ascendant,  la  tangente  de  la  latitude  de  la  lune 
sera  î  sin  (c' — 0»  t^t^nc  la  tangente  de  la  latitude  sélénocentrique  de  la  terre, 
Xzrz  —  i  sin  (C^ —  0  ^^  —  ^  sin  (v  =—  180®-=^)  z:^-\-  i  sm  (y  —  ^).  Désignon$ 
par  jun^  et  vnt  la  rétrogradation  des  noeuds  de  î'équateur  de  la  lune,  et  de 
ceux  de  son  orbite,  pendant  le  tewiS  t,  de  sorte  que  BizzZ'^^iindi,  d^zn  —  ^ndl: 
cela  posé  on  aura  80):=:  3  (f  —  ô)  —  3e  (§.  i®8.),  et  à  peu  près  3  (f  —  ô)  rz 
ndt  (§.  109.),  donc  3w  zz/î  (i -f- F-)  ^6  et  3  (^  —  f) -—(>,«, -^  v)  n 3 ^.  On  a  d» 
plus   (§.   108.  (27)),  en   faisant  i  -i-X'zzr,  cosvf/zzi,  et  jjj-^  Qz^u, 

sin  Y  cos  4»  sia  (oj  -^^  ê)  :zi  sin  u  (.sin  î«J  sia  a  -j"  -^  ^^^  ^)  > 
d'où  ''1  vient 

sin\|/cosvpsin(w^0)r=:|sinïc(r™-cos2îi)-|-  — cosro  {  cosC^ — e)  —cos  (2V — ^ — t)y^ 
ain4'cos^|/cos(a):t:0^^  îsin  tsjsin  iu  A —  cosTO  {sin  (2  v  —i  —  s)  — sin(^  —  ê)  }. . 
Ainsi,  en  faisant  pour  abréger, zz  ce,  Téquaiion  îlï  (§.  107.)^  deviendra 

-s d  â  XM 

[i-k-}j.)nàt  sin  vi 

' —    —. r   ^  I  —  C0S2U  -A : Ccos  (^  —  e)  — ■  cos  (a v,  —  ^  —  e)]  > 

—  77-7 ]    sm  2  M  -J [sm  (2V  —  ^'  —  ê)  —  sm  (i  —  e)J  >  • 

4H  (i  -f-  p.)   c  '     sin  w    ^      ^  ^       ^  ^^'^       ^^  y 

Dans  l'intégration  de  cette  équation,  vS  peut  être  regardé  comme  constant, 
parce  que  dw  est  insensible  par  rapport  à  3w  et  3  e  (§.  107,.  n.  4*)'  Si  l'on, 
fait  abstraction  des  inégalités  du  mouvement  lunaire,   on  a,  par  ce  qui  précède, 

3M  =  (i+p.)n3^,  d{iv-^-£)-d(2u-(^-i))z{^  +  }J^+v)ndl,  3(^-£)r(M'-v)n3^ 
Ainsi  dans  l'intégrale,  les  angles  ^u,  av — ^  —  e,  ^  —  e,  auront  les  divi- 
seurs 2  (i  -|-  /x)  72,  (2  -|-  /x  -|~  v)  n,  (fA  —  v)  72  ;  d'où  l'on  voit ,  que  les  seul» 
termes  qui  renferment  l'angle  { —  e,  deviennent  considérables  à  cause  du 
petit  diviseur  (p,  —  v)  ??  (§.  107.  n.  2.).  En  faisant  donc  3î0zzo,  N  =  o, 
ï-f-M-=:i,  coswzzi,  l'équa^tioij  précédente  deviendra 
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1         ^     /       I      z  cf)s  C<f  —  e)\         ,       ,    ,,.    ,  f        1 
dezz: — ^a;zdMiH ^ ~],     dont   i  uitesrale  est 

(M) £  —  e  — la    5«i  -4-  , ^——Z-C 

e  étant  une  constante  arbitraire.  Suivant  les  observations  /x  est  égal  à  v 
(§.  107.  n.  2.);  la  différence  ja  —  v  est  donc  inconnue,  et  le  dernier  terme 
est  indéterminé.  Mais  si  l'on  nomme  e',  ^\  îo',  les  valeurs  primitives  que 
les  angles  l%  ^,  v5,  avaient  à  l'origine  du  tems  t,  l'équation  (M)  donnera 

s'  m  e  —  — ^^- '-, ,    partant  ezz:  b'  -\-  — f- '-  . 

En  substituant  cette  valeur   de  e  dans  l'équation   (M),    elle  deviendra 

,_,^  3   .,   ^,^.    1      ?[sin(^-£)-sin(^--£^)]^ 

4       c  ( /^  — ■  V  j  sin  îij  ) 

Or  ^zi:^'  —  ^nt,     zzm'  —  \}.nt,    d'où  l'on  tire 

(sin  (^  —  e)  z=  sin  (^'  —  e')  -f  (p.  -~  v)  « ^  cos  (^'  —  e'), 
^"^  -^  '  °  "  *    (cos  (^—  0  —  CCS  (^'—  £')  —  (f^  —  v)«^sin  (^'  —  £'), 
ce  qui  donne 

/  -?  C        ,      i  cos  (<•'  —  e')  7 

£=Z  £'  —  I  a/2^  ^  I  H -!^^ ^f    . 

4  (         '  sin  ro  ) 

La   rétrogradation    des    noeuds     de    Téquateur    lunaire,    ou    la   précession    des 

/  i  cos  {^^ £'1\ 

équinoxes    est    donc   ~aui(i-\ -i^ ~-Lj.      Or  / m  tg  ô^'g' m  o,  0901^^73, 

sin  tP  z::  sin  i°43' :^  o,  029957  :  donc  -: z=:3,oo8555   et  la   précession 

Ô£zz:|  a«M  ï  -t  3,oo8555  cos(^'— £')}. 
Suivant  les  observations  les  plus  exactes  la  précession  est  égalé  à  la  rétro- 
gradation des  noeuds  de  l'orbe  lunaire  vni  (§.  107.  n.  2.),  ce  qui  donne 
l'équation  a  {  i -|- 3,oo8555  cos  (^' —  e')}  m  1  v.  Or  les  moyens  mouvemens 
des  noeuds  et  de  la  longitude  de  la  lune,  v/z  et  jï^  sont  entre  eux  comme 
le  mois  et    la    durée    d'une   révolution    des   noeuds,     donc    (ÎI.   §.    188.   2o5.) 

l'où   il   résulte 

OjOo53624-7^ 


27,32166 

V —  - — m  o,  00402 186:    d'où   il   résulte 

0793,291  '      ^  ' 

(20) a 

^  ^'  i-f- 3,ooÔ555cos(^'--£') 

S'       11                       T_      l't                1                   1                            .,11^                                                                                                 O    005362476 
1  Ion  substitue  la  valeur  actuelle  de  <^ — £  zz:  o,  on  aura  a  zn -^- ^ .    ;     rz 

0,001337758.     C'est     la    valeur    que   a    doit    avoir,    pour    que    les    és-juations 

v^Zfi  et  ^'z:^  £  soient  exactes;    mais  il  faut  faire  ici   la  même  réflexion   que 
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nous  avons  faite  relaïivement  à  la  rotation  de  la  lune:  en  effet  il  est  très- 
peu  probable,  que  primitivement  les  noeuds  de  l'orbite  et  de  l'équateur  de 
la  lune  aient  exactement  coïncidé,  et  que  leurs  mouvemens  aient  été  par- 
faitement égaux.  Supposons  donc  que  ^(.  et  v  aient  d'abord  été  inégaux,  et 
que  l'angle  ^ — e  ait  varié,  jusqu'à  ce  que  /x  soit  devenu  égal  à  v.  Cela 
posé,    cos  (^  —  0   peut  avoir   varié   depuis   -\-  1  jusqu'à  — i.  Au  moment  où 

p.  devient   égal  à  v,  l'équation  (28)   a  lieu,   d"où  il   vient 

.          o,oo53  62/l3 — a 
COS  (^  ~  6)  ZZ    -i- — f, . 

On  a  donc  cos(^— 0  — 0  si  az:o,  oo536248,  et  cos(^  — £)i:i  si  a~o,ooi33'j'j6^ 
d'où  il  suit  que,  si  a  est  renfermé  entre  les  limites  0,001 34  et  o,oo536,  la 
distance  entre  les  noeuds  de  l'orbite  et  de  l'équateur  parviendra  à  une  va- 
leur ^  —  e  entre  o  et  90°,  OÙ  les  mouvemens  des  deux  noeuds  deviendront 
spontanément  égaux:  cet  angle  sera  d'autant  plus  petit,  que  la  valeur  de  a 
est  plus  près  de  o,ooi34j  il  sera  plus  grand,  à  mesure  que  a  approche  de 
o,oo536.  Or  les  observations  indiquant  la  coïncidence  des  noeuds  ,  ^  est 
égal  à  e,  ou  ^ — a  .ir  o  :  la  valeur  de  a  doit  donc  être  fort  peu  différente 
de  o,ooi3.  Ainsi  l'on  voit,  que  la  théorie  explique  parfaitement  le  second 
phénomène  que  présente  la  rotation  de  la  lune ,  savoir  la  coïncidence  des 
noeuds  de  l'orbite  et  de  l'équateur  de  la  lune,  et  l'égalité  de  leurs  mouve- 
mens, qui  est  exacte  dans  le  lems  présent.  On  a  vu  que,  pour  l'expliquer, 
il  n'est  pas  nécessaire  que  cette  égalité  ait  primitivement  eu  lieu,  mais  seu- 
lement que  a  ne  soit  pas   beaucoup    plus    grand  que   o,ooi3. 

§.   112.  Opérons  de  la  même  manière  sur  l'équation  II  (§.107.).    Si  l'on 
y  substitue  EzXlcosro  — 3w3ccsini«5   (§.108.),  X2z— =v  t;os^4'(Lsin29 -Ncos20)3z^ 
{^.   icj.  L),  dionzjidi',   l'équation   II,   divisée  par  ndi  smx>5j   deviendra 
IL  oz:3w+  ~sin\|^  <  (,?H-K)  cos  w  +  ÎLcos4'COs(w  — 5)— ÏNcos4'sin(w  — (?)  >  3/. 

1111.  .  sii 

Substituons  dans  les  deux   derniers   termes   les  valeurs  de   sinvl'COS\l'        (w — s) 

COS  ^  ^ 

(g.     III.),     et    négligeons    tous     les    termes    qui    ne    renferment     pas    l'angle 
(T^  —  i):  cela  posé    la  dernière  équation  deviendra 

II.     3îcr=f/z  9;  < /acosrosin  (^^ — e)-\-  ■ — •  coscrcos(^— a) -f-  --  sintsJV 
dont  l'intégrale    est  i^§.    m.) 
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(N) ^=p  -  4ûr-r7) r  '=°'  (<r - 0  -  g  -n  (^ -  =)  ^+  -^g-  «f, 

V  étant   une    constante   arbitraire.     En    employant    les   désignalions  précédent 
tes  (§•   iiï«))  et  faisant  costiî::::!,  on  aura 

P  =  ^' +  4F^  ^  ^"^  (^' -  ^')  -  I ''°  «'-'')  ^ 
doncTSr-to^4-7-^ — '—^  $  a[cos(^'-60-cos(^-6)]-[-  -  [sin(^-£)-sin(^'-£')]  \ 
-j —— — ni,    et   par    les   équations  (28)  (§.   m.), 

Cette  équation  nous  apprend,  que  l'inclinaison  to  n'éprouve  point  de  cîian» 
gemens  périodiques^  parce  que  ^\  e',  sont  des  angles  constans,  et  que  le 
dernier  terme  — — —  est  tout-à-fait  insensible,  d'autant  plus  que  N  est  appa- 
remment nul.  L'axe  de  la  lune  n'est  donc  pas  assujetti  à  une  véritable 
nutation,  et  l'accroissement  progressif  ou  séculier  de  l'obliquité  de  l'éclipti- 
que  dans  la  lune  est  |/aw/sin(^  — ■£'),  ce  qui  est  à  peu  près  nul,  à  cau- 
se de  ^  ziz  £.  Ainsi  l'analyse  explique  aussi  le  troisième  phénomène,  savoir 
l'invariabilité  de  l'angle  que  l'équateur  lunaire  fait  avec  l'écliptique.  Il  eu 
suit  en  même  tems,  que  la  Vibration  en  latitude  est  purement  optique  ou 
apparente,  et  que  sa  plus  grande  valeur  au  nord  et  au  sud  est  z-j-ioiziô^Sa'. 
Comme  cet  angle  sélénocentrique  répond  à  un  angle  géocentrique  de  l'^g' , 
la  plus  grande  libration  du  nord  au  sud  est  de  3'i8",  ce  qui  fait  un  dixiè- 
me du  diamètre  de  la  lune. 

Une  explication  des  librations  de  la  lune,  fondée  sur  les  principes 
dont  nous  sommes  partis  ici,  fut  déjà  donnée  par  Newton  qui  trouva,  que 
l'attraction  de  la  terre  devait  allonger  de  186  pieds  le  diamètre  de  la 
lune,  dirigé  vers  la  terre,  et  par  là  forcer  la  lune  de  tourner  constamment 
le,  même  , côté,  vers  la  teirre,  en  faisant  en  même  tems  des  oscillations  irès- 
petites  et  lentes  (^).  La  théorie  de  la  libration  de  la  lune  a  été  traitée 
de  différentes  manières  par  les  plus  grands  géomètres,  principalement  par 
Euler,  Lagrange,  et  Laplace  (^). 

(Xl^hiL  Nat..  ^rinc.  Maih.^  Lib.III.  Prop.  38. 

(a)/Voy.   The.or.    motus  corporum    rigld.  Cap.   XVI    Ri'cheiches  sur  la  Uhr-  de  la  lune,    dan»  le 
recueil  dis  pièces  tjui  ont  rempvrté  les  pris,   T^  IJL.  Mécan.  céleste,  Lie.  V%  Ch.  II. 
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f.  ii3.  Nous  ayons  supposé ^(§.  8^.^,  que  la  lune,  est  un  sphéroïcle  ellip- 
tique, et  homogène,  et  quefSonréquateurie&t  aussi  une  ellipse  dont  le^ -grand 
axe,  2/i  passe,  par  le  premier  méridien  qui  est.  dirigé  (V6i}Si  la  terre  y  ensocte 
qjie  tous  les  parallèles  sont  des  ellipses  semblablies  à  l'éq^aateur.  Ciest  du 
moins  riiypolhèse  la  plus  naturelle,  et?  la  seule  qui  ise  fonde  sut  i la,  tliéoisie 
et  -  les  observations.  En  désignant  donç,rle;,pe{it  axe<»de^ré(|uateuE  ipar  ah, 
l'axe  de  rotation  par  2^^  on  a  par  cequi.  pr-éeède' (Si-KS-^.), . 

d'oià  l'on  conclura. (§.10?.). 

t  =  M  (J«  —  «')  =  lîî^j=^'' M,     N  =  o., 

On  verra  plus  bas  (§.  i46.))  quey — ^^  est  à  peu  près  - — j  .  — ,  T,  M,  étant 

4-  ?       "^ 
les  masses  de  la  terre  et  de  la  lune,  et  2  1^  moyenne  distance  entre  ces  deux 

M  I 

corps.     Or  --  zr  — ,  f  zi:6of,  et  k  ouyzz/' .  0,27293,  y  étant  le  demi-dia- 

mètre    de   la  terre  j    l'aplatissement  de  l'équateur    lunaire   sera   donc"^^ m 

fo  '27203'^'' 

-  '  ■  -  78  zm  o,  00002753  zz:  (3,  de  sorte  que  les  deux  diamètres  de  Téqua- 
teur  sont  entre  eux  comme  i  et  0,99997247.  Si  l'on  faity=i  20000000 
pieds,  on  aura yzz/'. 0,27293^1:5458600  pieds,  ce  qui  étant  multiplié  par2p, 
donnera  la  différence  entre  les  deux  diamètres  de  l'équateur  rz:  3oo  pieds.  Fai- 
sons k-zzf{i  — 7),  71=: — —  étant  l'aplatissement  de  la  lune,  dû  à  sa  rota- 
tion: cela  posé  on  aura 

h—f—  ^Jc  =/(i  —  (3  -i-  |37)  =i/(ï  —  p)> 
parce  que  ^  et  7  sont  de  très-p&tites  fractions.     Il  en  résulte 

L  / — h     (3        0^00002753 

B  "ih  —  a/         I  —  3  p  o     99991741  ^ 

et  la  période  d'une  oscillation  mécanique  (§.  110.) 

2  1  zz  S .  y — —  zz  1 10  mois  sider.  :r:  3oo5  lour». 

o^oooooaôg  ' 

On  a  d'ailleurs  (g.  m.) 

H.^.R4.]L„(.fo-./)i/«-fe'l_a7i,^.p)_ 
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On  verra  (§.  i4^.)  5  que  7  est  à  peu  près  0,0000367  ij  d'où  il  vient  a  in 
o,  0000734Î!.  La  coïncidence  des  noeuds  ,  qui  est  prouvée  par  les  observa- 
tions, nous  a  donné  le  résultat  (§.  m.),  que  a  est  plus  grand  que  o,  ooi3, 
ce  qui  est  presque  cent  fois  plus  grand  que  la  valeur  que  nous  venons  de 
trouver.  Il  faut  en  conclure,  que  l'hypothèse,  sur  laquelle  est  fondé  le  der- 
nier calcul  et  la  valeur  azz  0,000078,  n'est  pas  admissible  pour  la  lune. 
Cette  hypothèse  suppose,  1)  que  la  lune  est  un  sphéroïde  elliptique,  2)  que 
sa  densité  est  constante  ou  uniformément  croissante  vers  le  centre  ,  3)  que 
la  lune  a  été  un  corps  fluide  ou  kiou  ,  pour  pouvoir  prendre  la  figure  que 
sa  rotation  et  l'attraction  de  la  terre  tendaient  à  lui  imprimer.  Il  en  suit, 
que  la  lune  a  été,  dès  son  origine,  un  corps  dur  et  irrégulier,  ce  qui  paraît 
être  conforme  aux  observations  de  ses  taches  (II.  §.  221.). 
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CHAPITRE      VI. 


Perturbations   de   la   rotation   de   la   terre. 


1_JC 


§.  114.  !LJes  distances  des  planëtes  à  la  terre  sont  si  grandes^  par  rap- 
port à  la  distance  de  la  lune,  et  leurs  masses  sont  si  petites  par  rapport  à 
celle  du  soleil,  qu'il  est  aisé  de  prévoir,  que  leurs  actions  sur  la  terre,  qui 
dépendent  de  sa  figure,  seront  tout-à-fait  insensibles.  Nous  ne  considérerons  donc 
que  l'attraction  du  soleil  et  de  la  lune,  la  proximité  de  la  dernière  compen- 
sant la  petitesse  de  sa  masse,  attendu  que  la  différence  entre  les  divers  diamè- 
tres de  la  terre  doit  être  fort  sensible  à  la  distance  de  la  lune. 

Comme  il  ne  s'agit  pas  ici  du  mouvement  de  translation,  on  peut  re- 
garder l'écliptique  comme  un  plan  invariable  qui  servira  à  déterminer  le  dé- 
placement de  l'équateur.  Soit  donc  {Fig.  25.)  E  le  pôle  de  l'écliptique  INL, 
C  le  pôle  de  l'équateur  AB  à  une  époque  quelconque,  soient  A,  B,  deux 
points  dislans  entre  eux  de  90'',  et  O  le  point  de  la  splière,  vers  lequel  l'axe 
de  rotation  est  dirigé  à  la  même  époque.  En  nommant  donc  Ma%M3*,  Mc^, 
les  niomens  d'inertie  par  rapport  aux  trois  axes  principaux  A,  B,  G,  on  aura 
h-^za,  eï  c'^a,  parce  que  tous  les  diamètres  de  l'équateur  sont  des  axes 
principaux  qui  ont  les  mêmes  momens  d'inertie  (§.  87.).    Si  l'on  fait 

—  Ta  -Jf 


h^  a 

les  équations  fondamentales  (§.   io3.)  deviendront: 

Or  les  coordonnées  x,  y,  z,  et  X,  v,  se  rapportent  ici  aux  trois  axes  princi- 
paux, ou  à  l'équateur  (§.  io3.):  par  conséquent  v  est  l'ascension  droite,  com- 
ptée de  l'axe  des  x,  et  X  la  tangente  de  la  déclinaison  (§.  100.).  En  nommant 

25 
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donc  5"  la  déclinaisoii  du  corps  perturbateur ,  les  équations  précédentes  de- 
viendront 

VIÏ.      —  n:  —f<]r  -{-  3y)i^  sln  o'  cos  6  sin  r, 

VIIÏ'.      -^  :::zfpr  —  3//i^  sin  ô"  cos  ^  c.os  v^         IX.  r  zi:  e^ 

d  t 

e  étant  une  constante  arbitraire.  Déterminons  maintenant  les  positions  des- 
Irois  axes  principaux  relativement  au  plan  de  récliplique  INL  et  à  un  point 
fixe  I  dans  ce  plan  ,  et  la  position  de  Taxe  de  rotation  O  par  rapport  auK 
axes  principaux,  et  faisons  pour  cela 

lEAmv,     EAz=i?i%     IEB=z/j-,     EBz=m',     IEC  =  X, 
ECz^i,     A0  =  «,     B0=z{3,     C0  =  7, 
/  étar^t   Tobllquité    de  récliplique.     Pour  élimimer  les  quatre  premiers    angles, 
faisons  encore 

E  C  A  —  cp,  E  O  G  =  \p. 
Cela  posé,  la  position  de  l'axe  principal  G,  qui  est  très -peu  éloigné  de  Taxe 
Tde  rotation  O,  sera  donnée  par  les  angles  X,  4  et  servira  à  déterminer  la  posi- 
tion de  l'axe  principal  A  par  (p  et  GAzzgo*,  et  celle  de  B  par  G AB  11:90* 
st  ABzi:9û''.  Pendant  la  rotation  instantanée  autour  de  0,  qui  est  suppo- 
sée se  faire  suivant  ABC  avec  la  vitesse  «,  les  angles  a,  p,  7,  EO,  lEO^- 
ne  changent  point,   et  Ton  a   d-^zz^di.^   Le  triangle  GEO  fournit  les  équa^- 

lions  suivantes , 

,   .  ,  cos  /  —  C05  7COS  EO        .   .  r^-nf-y         cos7  —  cosJcosEO 

(î;>  . .  < .  eos  ^  zz ——3   ("^j  •  •  •  •  'CCS  GEO  =; : — -— — ---- — * 

^  ''  ^  sin7smEO  '    ^    ''  sinisinEO         ^ 

(J) cos  E  G  0  =1:  — ^  — 1 • 

Mais  ECOzzECB -l-BCO,  EGBzr:  270' —  $  ,   donc   cos  EGB  m  — sin  $, 

sinECBzz:  — cosq:.;    et  les-  triangles   BCO,  ACO,   donnent  eosBG  Onz  — —  ^ 

smBçOzzrcGS  A  COn  - — -- ,  d  ou   il  vient   cosEGOzi: 


in  7  '  "  sin  y 

ee   qui  étant  substitué  en   (3)   donne 

(4) cos  E  O  —  cos  7  cos  /  zz  ain  /  (cos  a  cos  (p  —  cos  (3  sin  (p). 

Si  l'on  dillérenlie  l'équation   (i),   on  trouvera 

(5) vdi  sin  \['  sin  7  sin  E  0  zz  ôZ  sin  /;■ 

et  la  même-  équation   donne    (sin7  sinEO  sin\I^^*zzsin^7  —  co&'EO — cos^^Z-x 
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2  cos  y  cos  /  cos  E  0  zi:  sin^  7  sin'  /  ™  (cos  E  O  —  cos  7  cos  /y".  En  substituant 
donc   (4),   et  sin^  7  =:  cos' a -f- cos*  (3  ($.  îo3.),  on  aura 

(6) sin  7  sin  \f.'  sin  E  O  =:  it  sin  /  (cos  a  sin  <5)  -f-  cos  (3  cos  ^), 

ce  qui  étant  substitué  en   (5),   donnera 

(j)  .  j.  . .  'àdt  (cos  a  sin  0  -y-  cos  [3  cos  '^)  zzz-^dL 

c  O  S  ex  cos  3 

Les  valeurs  précédentes  cos  ACO  zz  - — -  et  cos  BGO  zz:  sinACO  zzz  — ^- 
donnent  cos  a  sin  (J)  -]-■  cos  [3  cos  ô  zz  sin  7  sin  ((p  -f-  A  GO):  il  faut  donc 
prendre  l'équation  (7)  avec  le  signe  ^— ,  parce  que  a  est  positif,  et 
cp-f-ACO  ^  180°.  En  introduisant  donc  les  valeurs  nQQS^.zzp ,  ucos^zzig 
(§.    io3.  (21)),    la   dernière  équation  donnera 

X.    —  zz  —  p  Sin  1j  —  g  cos  <$. 

^  f  .  -r  /  -s 

On  a  dans  le  triangle  CEO,  sin  /  sin  CE  O  zz:  sin  7  sin  vp  ,  d'où.  Ton 
tirera  en  vertu  de  l'équation  (6)5  sin/sin  CEOsinEOii~:J:isin /(cos  asinCp-j- 
cos  [3  cos  Cp).  Or  CEO  — lEO—X,  donc  a.CEOzz:  — 5X.  Ainsi  la  diffé- 
rentielle   de  (2)   donne   9 X  sin /sin  EO  sin  CEO -|- 9/ cos /sin  EO  cos  CEO  =1: 

dl  sin  /  cos  E  O,    d'où    Ton    tire    -;;^  d  X  sin  /  (cos  a  sin  cp  -\-  cos  8  cos  cp)  zi: 

3  7 

d/(sin/cosEO  —  cos/sinEO  cosCEO)  zz:  - — •  {cosEO — cos /[cos/ cos  E  O -|- 
sin /sin  EO  COS  CEO]  }  zz:-^ —  (cosEO  — cos/cos7)  (2)::z:9/(cosa  coscp  — cospsincp) 
(4).  Si  l'on  substitue  (7)  è/zz  —  «9/ (cos  a  sin  Cp -|- cos  [3  cos  Cp)  ,  la  dernière 
équation  deviendra  ^::  8X  sin /zz:  a3^  (cos  p  sin  (p  —  cos  a  cos  (p).  Mais  cos  (p 
est  négatif,  et  X  décroît  par  la  rotation,  parce  que  C  décrit  l'arc  Ce-  il 
faut  donc  prendre   le  signe  —  ;   ce  qui   donnera 

XL    -— -  sin  /  zz;  p  cos  (p)  —  q  sin  (p. 

Enfin  on  a  cp -{- O  C  A -|- OCE  — z  36o°,  et  la  rotation  n'altère  point 
l'angle  OCAj  d'où  il  vient  3(pzz:  —  9.0GE.  Ainsi  la  différentiation  de  l'é- 
quation (3)  donnera  9cpsin/sin7sinECOzz:3/(sin/cos7  —  cos/sin7cosECO;:z: 
9/sin/cos7  —  8/ cos  /  (cos  a  cos  Cp  —  cos  (3  sin  cp)    (3)   (4).   L'équation    (3)   don- 

•    -  T.   ^  ^  sin=7  sm=Z— (cosEO— cos7cosr.»  .    , 

ne    aussi    sui^  7  sin"  E  C  O  =zz  — -i '-    zzz  sin    7  — 

sin^  l 

(cos  a  cos  (p—  cos  p  sin  Cp)^  (^4)  —  cos^  a  sin^  (p  +-  cos^  p  cos*  (p  +  2  cos  a  cos  (3  sin  Cp  cos  Cp, 

à    cause    de     sin*  7  zz  cos^  a  -|-  cos*  P;     d'où    il    vient 

sin  7  sin  E  G  O  =z  3^  (cos  a  sin  Cp  -f-  cos  p  cos  (p)  zzzZ^  — -  (7); 

ce  qui  étant    substitué  dans  la    dernière    équation,    tjpnnera 

# 
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d(P  sln  Izzil^vdt  {s'm  /cos7  -f-  cos/(cos  p  sin  (p  —  cos  a  cos  ($)  }  . 
Or   cos  cp  est  négatif,    et   cp  croît  par  la  rotalion:    il   faut   donc    prendre  le 
signe  -j-  5  ce  qui  donne 

XII.     — ^  =1  r  -j-  cot  /  (<7  sin  (J)  —  p  cos  (p)  zz:  e —  cos  /. 

§.  Il 5.  Nommons  a'  la  longitude  du  corps  perturbateur  V,  comptée 
du  point  I,  et  p  sa  latitude  sur  l'écliptique,  de  sorte  que  lEVzz  a', 
EV^iQo*  —  P,  la  longitude  du  pôle  de  l'équateur  étant  lECnzX,  et  la 
longitude  du  point  vernal  m  X  —  go®;  d'où  l'on  conclura  la  longitude  du 
corps  V,  comptée  du  point  vernal,  azra' —  X-|-90°.  En  faisant  donc,  pour 
abréger,  a'  —  Xzrv),  on  aura  sinaz=cosYi,  cos  a  zn  — sin  t].  Ainsi  les  équa- 
tions (II.  §.  25.  I.  VII.  II.)  donneront,  en  nommant  ?  l'ascension  droite  de 
V,  comptée  du  point  vernal, 

sin  ô'  zz=  cos  /  sin  p  -]-  sin  /  cos  p  cos  t],     cos  ô"  cos  ?  zr  —  cos  p  sin  v), 
tang  f  cos  ô"  cos  ç  ziz  cos  ô  sin  ^  zn  cos  /  cos  p  cos  v)  —  sin  /  sin  p. 
Si  l'on  nomme  7'  l'ascension   droite    de  l'axe  des,  x^    ou   de  A,    comptée  du 
point    vernal,    v   étant    l'ascension    droite    de    V,    comptée    du  même    axe 
(§.  114.),  on  a  V  m?  — 7',    (p  zz  E  C  A  zz:  90*» -[- 7' ,    donc  v  zi:  p  —  cp -(- 90°,, 
d'où  il  vient 

cos  ô"  sin  V  :zz  cos  ô"  (cos  (p  cos  ?  -4-  sin  cp  sin  f)  zr 
sin  (p  (cos  /  cos  p  cos  t]  —  sin  /  sin  p)  —  cos  Cp  cos  p  sin  y], 

cos  ô  cos  V  zz  cos  ô"  (sin  Cp  cos  §  —  cos  (p  sin  ^)  iz: 
cos  <P  (sin  /  sin  p  — •  cos  /  cos  p  cos  y])  —  sin  cp  cos  p  sin  yi. 
Puisque  la  latitude  du  soleil  est  nulle,    et   celle    de  la   lune   ne  surpasse  ja- 
mais six  degrés,   on  peut  faire  sin^  p  zz  o  et  cos"  p  zz  1:  cela  posé  les  valeurs 
précédentes   donneront 

sin  ô"  cos  ô  sin  V  zr  -  sin  ^  sin  a  (sin  2  p  cos^  /  4-  sin  2  /  sin  a  —  sin  2  p  sin^  /) 

~\-  -  cos  cp  cos  a  (sin  2  p  cos  l-\-  a  s'm  l  sin  a), 

sin  S^  cos  5  cos  i'  zz  î  sin  cp  cos  a  (sin  2  p  cos  /-{-  2  sin  /sin  a) 

-j-î  cos  cp  sin  a  (sin  2  p  sin*  / —  sin  2  p  cos^  / —  sin  2 /sin  «). 

Si  Von  fait  sin  2pzz:2  tang  pz=2ïsin  (a  — Q),    i  étant  la  tangente  de  l'ineli- 

eaison,  et  Q  la  longitude  du  noeud  ascendant  de  l'orbite  lunaire,   et  qu'on 
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développe  les  produits  des  angles  variables   a,  [3,  cp,  par  leurs  sommes  ou  dif- 


férences, on   trouvera 
2 


sin  ô'  cos  ô"  sin  f  zz  —  (cos  /  -f  ^'^^  ^  ^)  {  sin  (2  a  —  cp  —  Q)  -4-  sin  (cp  —  Q)  } 
-f-  —  (cos  /  —  cos  2  /)  {  sin  (2  a  -j-  (P  —  Q)  —  sin  (Cp  -f-  Q)} 


-]-  |sin  /{  2  cos  /sin  cp  -|-  (1  —  cos/)  sin  (2  a -|-  cp)  -}-  (i  -f-  cos  /)  sin  (2  a  —  Cp)  }• , 

î 

sinô  cosôcos'Uzz  —  (cos /-4- cos 2/)  {  cos (2 a  —  cp  —  Q,)  —  cos(cp-=-Q)  } 

4- 

—  -  (cos  /  —  cos  2  /j  {  cos  (2  a  -f-  cp  —  Q)  —  cos  (cp  -{-  Q)  } 
• — -sin/i  2  cos /cos  cp -4- (  I  — cos/jcos(2a  -j-(p)  —  (1  -|-cos/)cQs(2a  — cp)  }  . 
En  faisant  pour  abréger, 

2a-}-(p=:/^,  2a— Cpiz:/?:',  2a  +  Cp  — Q— ^,  2a  —  (p  — Ç^--^',  cp-f  Q=^,  <^—Q—i\ 
les  équations   VII,  Vllî   (§.    1 14-)>  deviendront 

VII.  —  Z - e/y +3 Ifn^  {  (cos /+  cos  2/)(sin  $"  +  sin  /)  -f-  (cos  /-  cos  2/)(sin  ^  -sin  ô)  } 

4- 1/«^  sin  /  {  2  cos  /  sin  (p  -1-  (i  —  cos  /)  sin  X:  -f  (  '  -f-  cos  /)  sin  k' }  , 

VIII.  j/Z-e/p-ViftP-  {(cos/+cos2/j(cos^'~cose')-(cos/-cos2/)(cos^-cosOî') 
-}-|  A^sin  /{  2  cos /cos  Cp  -{-  (r  —  cos/)  cos  /^  —  (i  -|- cos /)  cos  ^'  >  . 

§.   116.   Il  est  aisé  de   voir,  que  les  intégrales  des  équations  précéden* 
tes  auront  cette  forme: 

(P) p-=.h  sin  eft 

--|'/«^(<^os/-|-cos2/)  ^^  +-^J  -f  (cos /—cos  2/)  ^--^  +-|j-J^ 

r.^,:      ,Ci-f-cosZ  ,         1. —  cosZ  ,,     2cosZ  ) 

■^  ^//r-  Sin  L  l  — — —  cos  k  -| —  cos  k  -\ — ■  cos  cp  >  ^ 

(9) (j  :=.  —  h  cos  eft 

■^4^/'^^  (cos  /-f  cos  2/)  [—^ ~j  —  (cos  /—  cos  2/)  f--^  4-  ~^]^ 

•^  n  f    •      ,CiH-cosI     .      ,,          1  — cosZ     ,      ,          acosZ     .      ^5 
—  4/«  sm  /^  — — —  sin  A-  — sin  k —  sincp?-. 

Puisqu'on  peut  prendre  ici ,    sans  erreur  sensible ,    les  valeurs  moyennes  des 
différentielles,  on  aura 

j^^—n,    -ff—^  (XII),    ^jzz  —  )in  ($.  m.},    ce  qui  donne  (§.  ii5.) 
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Si  loB  subsiitue  maintenant  les  valeurs  (8)  (9)  et  leurs  différentielles  dans 
les  équalions  VU,  VIII,  et  qu'on  égale  séparément  les  coefficiens  de  chaque 
angle  ,  l'argument  ^'  donnera  4  ifii^  (cos  /  -|-  cos  2  /)  ■^— — ■ — ^^^  sin  ^'  zz 
I //«^  (cos /-|- cos  2/)  1  — - -j- I  j  sin  ^^  En  opérant  de  la  même  manière  sur 
les  autres  angles,  on  trouvera 

D=ivn  — (i  -t-/)e,  E=i2n-(i-[-/)e,  F  =  2/z-f  (i-h/)e,  G=:(i-f/)e. 
Tous  les  fermes  de  p  et  q ,  qui  sont  multipliés  par  n^ ,  résultent  de  l'action 
du  corps  V,  parce  que  n^  est  entré  dans  les  formules  précédentes  par  la  sub- 
«titution  de  /i*  n: — ^  (§.  102.):  on  aura  donc  (8)  (9).  p  ^z  h  sln  ej't  et 
(jfzz:  —  h  cos  eft,  si  la  rotation  n'est  troublée  par  aucune  force  étrangère.  Or 
p  et  q  sont  nuls,  si  la  terre  tourne  autour  d'un  axe  principal,  parce  qu'alors 
G  et  G  coïncident,  d'où  il  suit  7iz;o,  «zzpzziQo'",  donc  p-znqzno  et  Amo, 
Ainsi,  la  terre  tournant  du  moins  à  très-peu  près  sur  un  axe  principal,  h 
est  une  très-petite  quantité,  qu'on  pourra  négliger,  quand  il  s'agit  de  détermi- 
ner les  perturbations  de  la  rotation,  dues  à  des  forces  étrangères.  Cela  posé, 
si  l'on  substitue  les  valeurs  (8)  (9)  dans  les  équations  X,  XI,  XII  (§.  ii4-)> 
on  aura 

X.  a/=:  1  ifn*  ^t\co^l(^  '—^-\'  t'os  2  /  C^  4-  ^)  ?  sin  (2  a  —  Q) 


-h|  ^>^  dt\cos  ^(^  -  5)  4-  cos  2/(^  4-  5y  ^  sin  Çl 

,                            <i-j-cGsI          î  —  COS  7, 7     , 
■\-\fn^sxnldtl y — \  smia, 


4  ^  /        E 


— 3iy«^d^^cot/(-  4-  KH-~r(;^  —^  i^°^^ 

3  ^  2  -^    <i  Pi  +  cosI  i  —  cosZn  ,     2  cos  7^ 

-Ifn'  ^^^  |_— E"  +  — F  — J   ^°«  ^«  +  -^G-  S^ 

X IL  3 c^  zz  e 3 ^  —  3 X  cos  /. 
L'intégration  de  ces  équations  donnera 
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XIII.    /  =  L-|.i-^^^cos/(i-|)+cos./(l+i)^cos(.c<-Q) 


—    >  cos 


COS  2  CCI- 


XIV.    X  =  A  -  I  .  i/-^|cot  /  (x  +  s)  +  --  U  -  ij^">(^''-«^ 
+  .  .  L^_ii S cot  /  fi  4- -^)  +  °-^  (^  -  5)  ^in  a 

i     4         V     C  VC  Dy  sm  Z     V C  U/  > 

XV.  (p=:*-{-e^^Xcos7. 

§,  11^.  Les  équations  précédentes  donnent  l'obliquilé  de  recliplique 
i,  la  longitude  du  pole  boréal  ou  du  point  solslitiai  du  cancer  X  ,  comptée 
du  point  I  (§.  ii5.),  et  la  position  <p  du  premier  méridien  A,  à  une  époque 
quelconque  t;  les  constantes,  introduites  par  l'intégration,  L,  A,  4>,  donnant 
les  mêmes  quantités  à  l'époque  d'où  Ton  part.  Or  la  longitude  du  point  sol- 
stitiaîj  comptée  du  point  équinoxial,  étant  constamment  de  90°,  on  aura,  en. 
nommant  k  la  longitude  du  point  I,  comptée  du  point  vernal ,  h  -|-  X  z:::  tjo* 
ou  3i  zz  90*^  —  A.     On.  a  de  plus 

v=zo,  oc4o2i.86  (g.   m.),  et/=i-^    (§.   ii4),; 

mais  Mc*=  -^  «4  p^  Ma^zz  ^  a-(3(a^-f  (3^)  (§.  87),  aa  et  2(3  étant  les  dia- 

meires    de  l'équateur    et  l'axer    d'où    il  suit   /zz  — — —  —  i  zr  -— ,     et 

en  faisant 

P  229  i„  0,99132 . 

—  zz  -:r-    ZZ  O,  QQjDD,         /  ZZ ZZ  O,  OCA  =^  V. 

a         2JO  >  Ji»        5       o'  j^  99132  '        "^ 

On  peut  donc  faire,  sans  erreur  sensible,   1  -]- v  iz:  1  -}-yzz  i,  ce  qui  donne 

ï  I  2 (?  I    I    ï  4-^  î         ï  ^^ 

Ij__î_  2V7X  I  I    2e  1,1    4-^  ^     ^' 

G      '     û  f^— v«;i*'      Ë  F  4  jiS  J7^5      Ë     '     F  ^rt»^?^'       G  «  *' 

En  faisant    de  plus  /  zi  28*  271' 5o' ,    /zztang5^9',    exprimant    le  tems   i  en 

jours,   et  désignant  par  n,  n  ^  les,  raojens  mouveniens.  diurnes    de  la  lune  et 

du  soleil,  on  aura; 
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?"o,ogoiîî73;  ;z=i 47435^03^  7/  =  3548'',  33;  e  =  360*^59' 8''— 1299548'', 5 j 

cos /=ro,9i73ii2;     sin /=:  o,  398171;     cot /zz:  2,  3o38i2 ; 

cos  2/ rz  o,  6829196;  zz:  I)  7i5i4?-; 

et  I  est  nul  relativement  au  soleil.     Maintenant  il  faut  se  rappeler,   que  tous 

les  termes,  relatifs  à  l'action  de  la  lune,  doivent  être  multipliés  par    —  ,    ou 

'^       78 
que  tous  les   termes  qui  ont  le  facteur  n,  doivent  être  divisés  par  78  (§.102.). 

En  mettant  donc  k  à  la  place  de  90"  —  X,  K  au  lieu  de  90°' — A,   et  <î>zz:o, 

les  équations  précédentes  deviendront 

XIII.  /=zL-f  6'^33i  ./cos(2C— Q)+■3o^92./cos2C 
+  169'',  o33  ./cos  2  O  +  2975'',  96  ./cos  Q; 
XIV.  K.  zi:  K  —  12  '^  33o  ./sin  (2  C  —  Q)  —  72",  076  .fsïn  2  <C 
—  389'',  785  ./sin  2  O  —  5563",  81  ./sin  Q  -f-  (3o'',  5435  -4-  i3",  33i }/.  /; 
XV.  (p  zz:e/ -^- K  .  o,  917  J112  ; 
le  terme  3o''',  5435  ./.  /  dépendant  de  l'action  de  la  lune,  et  i3'',  33i  ./.  /  de 
celle  du  soleil. 

§.  118.  Dans  les  équations  précédentes  L  est  la  moyenne  valeur  de 
l'obliquité,  K  est  la  longitude  moyenne  d'une  étoile  ou  d'un  autre  point  fixe, 
comptée  du  point  équinoxial  mobile;  / — L  et  y.' — K  sont  les  variations  de 
l'obliquité  et  de  la  longitude  des  étoiles  dans  le  tems  t,  ou  la  nidation  et  la 
rétrogradation  des  points  équinoxiaux.  Leurs  termes  les  plus  considérables 
2976". /cosQ  et  — 5  564''. /sin  Q,  sont  la  nidation  proprement  dite  et  Véqua- 
iion  du  point  équinoxial  (IL  §.  ^1.  I.  IL);  le  terme  43^,875  .  ft  est  la  préces- 
sion moyenne.  Or  on  a  trouvé  par  observation  (II.  §.  4'^0  ^^  nutation 
1=9",  63cos  Q:  en  égalant  cela  à  2975'',96  ./cos  Qj  on  trouvera /zz:o,  oo323; 
d'oii  il  vient  l'équation  du  point  équinoxial,  — 3x  zz:  5563',  81  ./sin  Q  ziz 
î7'',97i.sinQ,  la  précession  diurne  43 ',  875/z=o", ^4^75  et  la  précession  annuelle 
zziSi",  72.  La  première  est  exactement  égale  à  celle  qui  suit  de  l'hypotîièse 
adoptée  par  les  astronomes,  i8"^023sinQ  (IL  §.  4'^-  I^O?  ^t  la  dernière  est 
peu  différente  de  la  précession  qui  résulte  des  observations  (II.  §.  3o.).  Si 
l'on  multiplie  ks  termes  i69"cos20  et  — 389",8sin20  par /:zz  o,oo323; 
il  viendra  o",  5  cos  2  O  et  — i",  26sin20j  à  peu  près  comme  ci  -  dessus 
(II.  §.  42.)    La  plus  grande  obliquité  arrive  dans  les  nouvelles  lunes  du  prin- 
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tems  et  dans  les  pleines  lunes  de  l'automne,  la  lune  étant  en  même  tems 
dans  le  noeud  ascendant,  ou  dans  les  pleines  lunes  du  printems  et  les  nou- 
velles lunes  de  l'automne,  la  lune  étant  dans  le  noeud  descendant:  alors  on 
a  cos(2C  —  Q)  =  cos  2C  =  cos  2O  =cos  Q  rz  I  et  /ir:  L -f- 3î82",244-J^ 
ta  plus  petite  obliquité  a  lieu  dans  le  premier  ou  le  dernier  quartier  au 
commencement  de  l'été  ou  de  l'hiver,  la  lune  étant  en  même  tems  à  90°  des 
noeuds:  alors  on  a  cos Qzzcosa  O  =^cos2 (^m — i,  et  cos(2(^ — Q)zz:-j-i, 
donc  /zzL  — 3i69",583  .j^  La  plus  grande  différence  est  donc  SiSi'^S'î.ô  .f, 
et  suivant  les  observations  19'',  26;  d'où  il  résulte  y=i:  o,  oo3o3.  On  trouvera 
une  valeur  plus  exacte  de  /,  par  le  moyen  du  terme  4^',  8'^5./'qui,  suivant 
les  observations,  est  777-^-7  =:  o'',  i37'^4;  d'où  il  vient  /n:o,oo3i325  ,  ce 
qui  diffère  peu  de  la  valeur  précédente.  Si  l'on  veut  déterminer  la  massi3  de 
la  lune  rz  m^  par  la  comparaison  des  équations  précédentes  avec  les  observa- 
tions, il  faut  se  rappeler  que  tous  les  termes  qui  dépendent  de  l'action  de 
la  lune,  ont  été  divisés  par  ^yS.  En  les  multipliant  donc  par  78/??^  on  aura  par 
le  terme  de  /  qui  a  le  facteur  cosj?,  et  par  celui  de  x  qui  est  multiplié  par 
t,  ces  équations:  232i24''^9. m .^/"zi:9'', 63,  et  f(8'joi'jo'\m-\-/'^S6g^,i6)^z5o'\z. 

La  première  donne  77?/:z=o,oooo4i4-S6,  ce  qui  étant  substitué  dans  la  seconde, 

,  .         ^         5o''  2  —  36'',î  „    ^„         ,  0,000041486  I 

donnera  /  zi:  ■ 77— „—  zrz  o,  ooaooDb  ,  donc  m  zzz.  ~ ^— ^^ —  zz ' 

4S59'',  10  ^  0,0028958  69,8^ 

ce  qui  est  à  peu  près  la  masse  lunaire  que  M.  de  Laplace  a  conclue  du 
flux  et  reflux  de  la  mer  (§.  63.). 

Si  la  terre  a  été  une  splière  homogène  et  molle,  la  rotation  doit  lui 
avoir  donné  la  ligure  d'un  sphéroïde  elliptique,  dont  les  deux  diamètres 
sont  entre  eux  comme  23o  et  229,  d'où  il  suit  jTzzz  o,oo4  (§.117.).  Comme 
c'est  d'un  tiers  plus  grand  que  la  valeur  que  nous  venons  de  trouver,  et 
qui  est  confoi'me  aux  observations,  il  paraît  que  la  terre  est  moins  aplatie 
qu'elle  ne  devrait  l'être  suivant  cette  hypothèse,  ce  qui  est  confirmé  par  la 
mesure  des  degrés  (I.   §.   192.), 

Si  l'on  fait  m  zz  --  et  /"  zz  o,xio3236 ,  les  équations  précédentes 
deviendront 

Xin.  /zzL-f-9",63.cosQ4-o"5247-cos2,0-t-o'V'Cos2C-]-o'',o2i.cos(2C  —  Q), 
XIV.  >'^zzK^-o",i42.^-i8''.sinQ-i'',26i.sin20-o'',233sin2£-o'',o4.sin(2C-S^), 

XY.  (pzz  1299548'',  45  .îf-j-jc  .  0,91731, 

26 
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Le  terme  g\  63  ces  Q  est  la  nutation,  les  termes  suivans  donnent  sa  correc- 
tioDj  le  plus  considérable  o", 547COS2O  est  appelé  la  nutation  solaire:  on 
la  trouve  dans  la  XXX.  des  Tables  du  soleil  par  M.  Delamhre,  où  elle  a 
été  supposée  de  o',4345  cos  aQ*  Le  terme  o",  142  est  la  moyenne  préces- 
sion pour  un  jour,  les  autres  termes  donnent  sa  correction  ou  l'équation  du 
point  équinoxial,  qui  est  le  double  de  la  nutation.  Le  terme  1',  aôsinaQ 
a  été  supposé  de  i'''.sin2Q  dans  les  Tables  du  Soleil  par  M.  Delambre 
{Suite   de  la  Tab,.  XIIl.)^ 

§.  119.  L'équation  XV  donne  l'angle  <$=:EGA  {Fig.  25.),  qui  est 
l'ascension  droite  du  premier  méridien  A,  comptée  du  point  mobile  du  sol- 
stice d'hiver.  Le  premier  terme  de  cp  est  la  rotation  moyenne ,  le  second 
H  cos  /  renferme  sa  correction,  ensorie  qu'il  paraît  que  la  rotation  n'est  pas 
uniforme^  mais  ce  n'est  qu'une  illusion.  11  est  visible,  que  l'ascension  droite 
(p,  comptée  du  solstice  mobile,  ne  peut  pas  être  uniforme,  parce  que  le 
mouvement  des  points  solstitiaux  ne  l'est  pas,,  en  vertu  de  l'équation  XIV, 
qui  donne  raugmentalion  de  la  longitude  des  étoiles  x,  ou  la  rétrogradation 
des  points  équinoxiaux  et  solstitiaux.  Cette  rétrogradation,  réduite  à  l'équa- 
leur,  est  v.cosl  (IL  §.  3i.  IL):  ainsi  la  correction  de  cp,  kcos/^  n'exprime 
que  l'accroissement  de  l'ascension  droite  ,  qui  résulte  de  la  rétrogradation 
^es  points  équinoxiaux,  et  elle  n'a  rien  de  commun  avec  la  rotation,  parce 
qu'elle  aurait  également  lieu,  si  la  rotation  était  nulle.  Celle-ci  est  donc 
donnée  par  un  seul  terme,  proportionnel  à  if;  d'où  il  suit  que,  malgré  l'at- 
traction, du  soleil  et  de  la  lune,  la  rotation  de  la  terre  est  parfaitement 
uniforme,  si  elle  tourne  autour  d'un  axe  principal.  Dans  le  cas  contraire 
les  termes  A  sine^/^  hcoseft,  que  nous  avons  négligés  (§.  116.),  influeront 
sur  la  rotation,.  Pour  déterminer  cette  action  ^  reprenons  les  équations 
(8)  (9)  (S.  ii6:)„ 

P  zn  «  cos  a  zr  h  sin  efl^       q  zn  m  cos  (3  =i  ■=—  A  cos  eft, 
d'où  l'on  tire  p^-\-q^z:z  «*  (cos'^  a  -j-  cos^  pj  z=  a^«in*7  zi:  A%  donc  hzziv  sin  7. 
En  substituant  cela.  dans,  les  équations  X,  XI,  XII  (§.   ii4-)>    on  aura 
a/zzaaA.sin7cos(cp4-e//),    ax :=:  ^— sin7sin(cp-l-e/)f),  dcpni — 3Xco5/; 

sin  l 

d'où  l'on  tirera,  en  mettant  e  à  la  place  de  «,  et  ei  au   lieu  de  Cp, 
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dI:zzedt.s\nycos{i-\-y)ei,   dXzz:  ~~  sinys'in(^i-{-f)etj,  8cp=: — dXcosI, 
dont  les  intégrales   sont  à  très -peu  près 

sin'V 

/z=  sjn  7  sin  ((^ -|- e/^)^      y-'ziz  - —  eos  ((^ -]- e  fi) ,     (^  zz  k  cos  L 

sin   c 

Ainsi  dans  le  cas  même,  où  l'axe  de  rotation  de  la  terre  ne  serait  pas  un 
axe  principal  ,  les  actions  du  soleil  et  de  la  lune  n'altéreraient  point  son 
uniformité,  parce  que  le  terme  k  cos  /  n'est  qu'une  inégalité  apparente,  ainsi 
qu'on  l'a  vu.  Mais  dans  ce  cas  la  rotation  ne  pourrait  pas  être  uniforme, 
à  cause  des  forces  centrifuges  (§.  88.).  Or  les  observations  d'une  longue 
suite  de  siècles  n'ayant  indiqué  aucune  irrégularité  dans  la  rotation  de  la 
terre,  il  faut  en  conclure,  que  la  terre  tourne  sur  un  axe  principal^  ce  qui 
sera  encore  plus  évident  par  les  variations  de  l'obliquité  et  de  la  précession, 

....  T  •  1  •      -  •  sin'V 

qui  en  résulteraient.     Le    maximum  de   ces   variations   est  sin  7  et  -: — ,    ou 

■*  sin  l 

en  degrés,  5^"*  i'j'45"' ^ii^  "^  et  1 4^* 53'' 5 1'''.  sin  7,  ensorte  que  ces  variations 
iraient  de  — 5';7'*.sin7  à  67°.  sin  7,  et  de  -=-  i44*-sin7  à  i4i^.sin7, 
dans  le  tems  que  l'angle  cp  4-  ^J^^  emploie  à  prendre  l'accroissement  de  36o*, 
c'est-à-dire  dans  3o8  Jours.  Il  en  résulte  que,  si  l'axe  de  rotation  s'écartait 
seulement  d'une  seconde  de  l'axe  principal,  l'obliquité  et  la  précession,  c'est- 
à-dire  les  latitudes  et  les  longitudes  des  étoiles  éprouveraient,  dans  l'espace  de 
dix  mois,  des  variations  de  2''  et  de  5',  que  les  observations  auraient  fait 
reconnaître.  Cest  donc  une  preuve  incontestable,  que  la  terre  tourne  autour 
d'un  axe  principal. 

On  peut  prouver  l'uniformité  de  la  rotation  de  la  terre  encore  d'une 
autre  manière.  Si  elle  était  dérangée  par  les  actions  du  soleil  et  de  la 
lune,  les  forces  centrifuges  qui  dépendent  de  la  rotation,  éprouveraient,  dans 
l'espace  d'un  an  ou  d'un  mois ,  des  variations  dues  aux  diverses  situations 
du  soleil  ou  de  la  lune:  la  pesanteur,  qui  est  diminuée  par  la  force  cen« 
trifuge,  et  par  conséquent  la  longueur  du  pendule  à  secondes,  serait  assujettie 
à  des  variations  analogues.  Mais  il  est  prouvé  par  les  observations  les  plus 
exactes,  que  la  longueur  du  pendule  à  secondes,  sous  chaque  latitude,  est 
invariable. 
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CHAPITRE      Y  IL 
Flgurede    la     Terre. 

§.  120.   M-JSL  terre  présente  au  premier  coup  d'oeil  une  régularité  frap- 
pante, et  les  observations  des  astronomes,  des   géographes,  et  des  navigateurs 
prouvent,  que  sa  figure  ne  s'écarte  pas  sensiblement  de  la  sphère  (I.  §.  186.  192.). 
Il   était    donc  naturel  de   chercher  la   cause   qui    peut   avoir    donné   à    notre 
globe  une  figure  aussi  régulière,  et  ces  recherches  donnèrent  lieu  à   une  des 
plus  belles   découvertes  de  Newton,  celle  de  la  figure  elliptique  de  la  terre, 
et  aux   expéditions  astronomiques    vers  le  pôle  et  l'équateur,    qui  ont  singu- 
lièrement contribué    aux  progrès   des  sciences.     Quand  nous    voyons,  que   la 
figure  de  la  terre  et    de  tous  les  corps  célestes   est   la   seule,    parmi  une  in- 
finité d'^autres  figures  également  possibles,  qui  soit  parfaitement  régulière,  nous 
aie   pouvons   pas  croire   que  c'est    l'effet  d'un  pur  hasard 5    nous    ne   pouvons 
douter  qu^il  n'y  a  eu  des  causes  physiques  ou  mécaniques ,    qui   ont  produit 
cette  figure,   en  la   changeant  et  modifiant  jusqu'au  moment  où  toutes   les  for- 
ses  agissantes  étaient  en   équilibre.     C'est    au  moins  le  seul  principe^  duquel 
doit  partir  toute  recherche  théorique  sur  la  figure  de  la  terre.     Quand  même 
la  terre    aurait   reçu,    dès   son  origine,    la   figure  qu'elle  a  conservée   depuis 
tant  de  siècles,  il  serait   infiniment  probable,  que  c'était  celle  que  l'équilibre 
suppose.     Deux  tiers  de   la  surface  de  la  terre  sont  encore  aujourd'hui  flui- 
êes,    et    ces    mers  immenses  qui  recouvrent  la   terre,    sont   en   repos  ou  e» 
équilibre^  ce  qui  serait  impossible,  si  la   figure  de   la    terre   n'était  pas  cell© 
s[ui   conyisnt  à  l'équilibre.     D'un  autre  côté,    le  continent  s'élevant  très -peu 
au   dessus   de  la  mer,    et   la    profondeur    des  eaux  étant   inconsidérable,    on 
ë&it  ea  conylure,  qug  la  figure  du  §lobe  terrestre  entieï  est  à  très-peu  pris 
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celle  qui  établirait  l'équilibre,  si  la  terre  était  un  corps  fluide.  On  est  donc 
non  spulejnent  autorisé,  mais  nécessité,  de  supposer  la  ierre /hiîde.  Cela  posé 
il  résulte  des  premiers  élémens  de  IVi^ dro statique ^  que  Téquilibre  ne  peut 
avoir  lieu,  et  que  la  figure  de  la  terre  ne  peut  être  stable,  et  sa  surface 
en  repos,  que  dans  le  cas  où  les  deux  conditions  suivantes  seront  satisfaites, 
i)  Tous  les  canaux,  remplis  de  ce  fluide,  et  ayant  la  même  base,  doivent 
exercer,  dans  leur  commune  section,  les  mêmes  efforts  ou  pressions:  en 
concevant  donc  dans  chaque  point  de  la  surface  de  la  terre,  un  cylindre 
ereux  infiniment  mince  qui  s'étend  jusqu'au  centre  de  la  terre,  tous  ces  ca- 
naux doivent  avoir  le  même  poids  j  autrement  celui  qui  pèse  moins,  céderait  à 
la  plus  forte  pression,  en  s'élevant  sur  la  surface  de  la  terre,  et  sa  figure 
serait  altérée  jusqu'au  rétablissement  de  l'équilibre.  2)  La  figure  doit  •  être 
telle,  que  la  direction  de  la  pesanteur  soit  partout  perpendiculaire  à  la  swjxice: 
proposition  aussi  évidente  par  l'expérience  que  par  la  théorie.  C'est  le  seul 
cas,  où  la  pesanteur  contribue  à  la  stabilité  et  solidité  de  la  terre.  Dans 
tout  autre  cas,  elle  peut  être  décomposée  suivant  deux  directions,  l'une  per- 
pendiculaire à  la  surface,  l'autre  en  étant  la  tangente:  la  pi^emière  soutient 
la  figure  de  la  terre,  la  seconde  tend  à  l'altérer,  en  imprimant  à  la  surface 
fluide  un  mouvement  suivant  la  tangente,  auquel  rien  ne  s'oppose:  ainsi  l'o- 
eéan  ne  serait  pas  en  repos,  et  la  figure  de  la  terre  éprouverait  des  chaii- 
gemens  continuels. 

Ces  deux  principes  serviront  à  déterminer  la  figure  de  îa  terre  par 
la  théorie.  Le  premier  suppose  que,  la  position  et  la  longueur  d'un  canal 
depuis  le  centre  jusqu'à  la  surface  étant  données,  on  peut  trouver  son  poids, 
pour  voir  si  tous  les  poids  sont  égaux j  ce  qui,  rigoureusement  parlant, 
n'est  possible  à  moins  qu'on  ne  connaisse  la  densité  de  la  terre,  ou  plutôt 
la  loi  tuivant  laquelle  la  densité  dépend  de  la  distance  au  centre.  Mais 
c'est  ici  que  la  théorie  est  dépourvue  de  données,  parce  que  les  observations 
devraient  être  faites  dans  l'intérieur  de  la  terre.  Il  est  donc  naturel  d'a- 
dopter l'hypothèse  la  plus  simple,  c'est-à-dire  une  densité  homogène.  îl  est 
vrai  que  la  connaissance  superficielle  même,  que  nous  avons  de  la  lerre^ 
suffit  pour   prouver  que   cette  hypothèse  n'est   pas  exacte  ^    aussi  le  rappert 
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,des  axes  qui  en  résulte .  n'est  pas  entièrement  conforme  aux  observations. 
Mais  notre  bût  n'est  pas  de  déterminer  par  la  théorie  les  dimensions  exactes 
de  la  terre,  ce  qui  ne  peut  se  faire  que  par  des  observations,  nous  nous  propo- 
sons, d'examiner  en  général  les  changemens  que  la  figure  sphérique  éprouvera 
par  la  rotation,  et  d'expliquer  par  des  principes  physiques  l'aplatissement  delà 
terre.  L'hypotlièse  précédente  suffit  pour  ce  but,  et  la  comparaison  de  ses 
résultats  avec  les  observations  nous  apprendra ,  si  elle  est  conforme  à  la 
nature  ou  non. 

La  densité  homogène  de  la  terre  sera  donc  la  base  des  recherches  sui- 
vantes. Il  en  suit,  que  la  terre,  si  elle  ne  tournait  pas  autour  d'un  axe, 
prendrait  spontanément  la  figure  sphérique;  mais  que  les  forces  centrifuges, 
dues  à  la  rotation,  changeront  sa  figure  de  manière,  que  la  distance  de  tous 
les  points,  ayant  la  même  force  cenliifuge,  à  l'axe  de  rotation,  éprouvera 
des  changemens  égaux |  d'où  il  résulte,  que  l'équateur  et  tous  les  parallèles 
sont  des  cercles ,  et  que  la  terre  est  un  solide  de  réi-'ohition  autour  de  l'axe 
de  rotation,  ensorte  que  tous  les  méridiens  sont  des  courbes  semblables.  Il  en 
suit  encore,  qu'un  plan  de  méridien  passant  par  l'axe  et  un  point  quelcon- 
que M  de  la  terre,  la  partagera  en  deux  portions  égales  et  semblables  qui, 
par  conséquent,  attireront  également  le  point  M,  de  sorte  que  la  direction 
moyenne  de  la  pesanteur  coïncide  constamment  avec  le  méridien,  étant,  en 
vertu  de  la  condition  2},  perpendiculaire  à  la  tangente  du  méridien.  Ce 
sont  les  principes  qui  serviront  à  démontrer  les  théorèmes  suivans.  Une 
théorie  générale  qui  ne  suppose  aucune  hypothèse,  et  qui  a  donné  lieu  aux 
recherches  savantes  de  D'Alembert  ('),  Clairaut  (^),  Laplace  (^),  et  d'autres 
géomètres,  appartient  plutôt  à  la  physique  qu'à  l'astronomie. 

§.  121.  Parmi  ceux  qui  ont  examiné  avant  Newton  la  nature  des  for- 
ces centrifuges,  et  l'altération  de  la  figure  de  la  terre  qui  en  résulte  ,  Huy- 
ghens   mérite   une   attention  particulière.  Newton  fonda  une  nouvelle  théorie 


(1)  Recherches    iur   d'iffirens   points    imporlans    du    Sjst.  du  Monde  ;    X>V.  JJI.  f^I.    ti    Opusc, 
Math  dm.   Tom.   VI. 

(2)  Théorie  de  la  figure  d«  la    Terre, 

(3)  Mécanique  céleste. 


LIVRE    ÏV,    C  H  A  P.    VII.  207 

sur  sa  découverte  de  l'altraclion  universelle  de  toutes  les  molécules;  au  lieu 
que  Huyghens  eut  supposé,  que  la  i'orce  attractive  était  une  propriété  parti- 
culière do  centre  de  la  terre,  que  par  conséquent  la  direction  de  la  pesan- 
teur, en  faisant  abstraction  des  forces  centrifuges,  passait  par  le  centre  de 
la  terrCj  quelle  que  fut  sa  figure,  et  que  la  pesanteur,  dans  toute  l'étendue 
de  la  terre,  était  proportionnelle  à  une  puissance  constante  X  de  la  distance 
;•  au  centre.  Celte  hypothèse  simplifie  singulièrement  les  recherches.  Soit 
{Fig.  a6.)  C  le  centre  de  la  terre,  P  le  pôle,  A  un  point  de  Téquateur, 
CA=iw,  C^zmn,  CM:=zr,  ACMzz(3,  et  nommons  A  et  F  la  pesanteur 
et  la  force  centrifuge  sous  l'équateur:  cela  posé  la  pesanteur  en  M  suivant 
M  C  sera  zr -y  A.     Ayant  abaissé  sur  CP   la  perpendiculaire  NMQ,    la  force 

centrifuge  y  en    M    suivant   MN    est  proportionnelle  à^  la   distance    de    l'axe 

M  Q               r  cos  (3 
(%.  6a)  ,    parlant  f:iz  ~-   F  zz: F)    elle'   sera    donc    suivant    Mw  zn 

rcos^S  CA       ^  m 

/cospzi: F,  d'où   il  résulte  la   pesanteur,,  diminuée  par  la  force  cen» 

""^  A  r^  Fr  cos*  3 

trifuge,  suivant  MC  =z  — ^^ —  ,  et  la  pesanteur  de  l'élément  Mjx  zz: 

Ar^âr         Fr,5rcos=j3        '"■,..  ™ 

T^ r  en  faisant  1  épaisseur  de  tous  les»  canaux  M  G  égale  à  l'u- 

nité:  l'intégration  donnera  la  pesanteur  du  canal  entier  CM  zz: .- -^ _i: 

^  ^  (À4-i)mX  2  m      • 

En  faisant   p  zz:  0,-   r-zz-my  et  ensuite  p  :=  90°,    r  :z:  «^  on   aura  la  pesanteur 
,               1    ^  *          A  m          Fm         ,        ,,        ,      r-.T>  Arî^-^^  ^ 

du   canal  CAzr— ■ -,    et   celle    de    CP=:  ^.     Comme    elles 

doivent  être  égales,  par  hj^pothèse,   on  aura  l'équation 

2Am^"^'  — (^X-j- i)F'"^~^'  — -  A"^"^^ 

d'où   il  suit  le  rapport  des  axes, 


} 


^  /g  A  —  (X  +  1}  F\  X  +  i 

m         V  2"Â  y 

On  verra  plus  bas,  que  la  rotation  de  la  terre  donne  —  zz:  -^     d'où  il  suit 

A         289 
ï'  3 


,772  :  n  :  :  578  >^  -+-  î  :  (678  —  (X  -|-  i))  >^+  ^« 
La    supposition    que  la  pesanteur  soit   proportionnelle    à  7-''^,    est  à  la  vérité 
contraire  à  l'attraction  universelle^  en  vertu   de   laquelle  ce  rapport  n'a   Heu 
que  dans  le  cas  où  le  solide  e&ï  une  sphère  homogène.    Cependant  la  figure 
de  la  terre  ne Vécartant  pas  beaucoup  de  la  sphère,  l'erreur  qui  en  résulte 
ne  peut  pas  être  sensible:  en  effetj  si  l'on  fait  X  zz  o,  ensorte  que  la  pesan- 
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îeur  est  constante  sur  toute  la  terre,  on  aura  m  :  n  :  :  5^8  tS-^-j,  ce  qui  est  le 
rapport  adopté  par  Huyghens;  si  l'on  fait  Xzn  —  2,  on  aura  m  :  ^  t  :  L'^gtSyS, 
€6  qui  ne  difTère  pas  sensiblement  du  rapport  précédent.  Mais  Fautre  sup« 
position,  que  la  direction  de  la  pesanteur  passe  connsîamment  par  le  centre, 
ce  qui  ne  peut  arriver  que  dans  la  sphère,  est  la  source  de  la  différence 
considérable  qui  existe  entre  ce  rapport  et  celui  qui  résulte  de  ia  tliéori* 
de  Newton  ou  des    observations, 

Quand  ta  théorie  de  la  gravîtation  universelle  eut  été  confirmée  par  une 
foale    d'observations    et  de  découvertes  .  astronomiques  ,    rh3^potlièse    de  Huy^ 
ghens    n'était    plus   admissible,    et  l'on    fut  forcé    de    prendre   pour   principe, 
que   les  corps   sur  la  terre    ne  pèsent^  pas   simplement    vers    le  centre,    mais 
qu'ils   sont  attirés    par   chaque  élément   de   la  masse   terrestre,    en   raison   di» 
recte   de  ia  masse   de  l'élément,  et  en  raison  inverse  du  carré  de  sa  distance» 
Ainsi  la    pesanteur   d'un  corps   est  la  force   résultante    des  attractions    innom- 
brables   de    tous    les  élémens.     Celle    gravitation    universelle   imprimera   à  la 
terre    la  figure   sphérique,    si   elle    n'a    point   de  rotation.     Mais   àhs    que   le 
mouvement   diurne  de  la   terre  commence,   tous   ses  points  Kors   de   Taxe  re- 
cevront des  forces  centrifuges,  qui  seront   d'autant  plus  fortes,   et  plus   direc- 
tement opposées  à  la  pesanteur,   que   ces  points  sont  plus  près  de  l'équafeur. 
Ainsi   la  pesanteur  diminue   depuis  le  pôle  jusqu'à    l'équateur;  la  niasse  fluide 
de  la  terre   s'élèvera   vers  l'équateur ,    la  figure    de   la   terre    sera  aplatie  vers 
les  pôles,  et  les   méridiens  ne   seront  plus  circulaires.    Or  comme  ils  ne  s'é- 
cartent que  très-peu    du  cercle ,    il   est  naturel   d'essayer    d'abord   Vellipse  qui, 
de  toutes  les   courbes,  approche  le  plus  du  cercle:   il  s'agit  donc  d'examàner, 
si    des   méridiens    elliptiques    sont   susceptibles    de   l'équilibre  ,    et    quel   doit 
être  îe  rapport  entre  les  axes   de   ces  ellipses.     La  solution  de  ce  problème, 
suivant   la  théorie   de    Nevs^ton,  est  l'objet  du  Chapitre  présent. 

§.    122.   Le  M  ME.     La    section    du  sphéroïde    elliptique  par   un   plan   quel- 
-  conque  est  une  ellipse.  Soit  LRNO  cette  section  [Lig.  2^.),  PQ  l'axe  du  sphé- 
roïde; abaissons  sur  le  plan  LRO  la  perpendiculaire  Vp,  et  menons  par  Pp 
'et  Taxe  le   plan  du  méridien  PAQ,    qui   coupe  perpendiculairement    le  plan 
.     LRO    en   MN  et   l'équafeur    en  A.     La    position    du    plan  générateur    étant 


LIVRE    IV,    G  H  A  P.    VIL  aog 

donnée,  on  connaît  PK  et  PKMirra,  ce  qui  donne  dans  le  méridien  ellip- 
tique le  point  M,  et  par  la  nature  de  l'ellipse,  les  coordonnée»  P/n  =  c, 
Mmrrre.  Que  d'un  point  quelconque  R  de  la  courbe,  on  abaisse  les  per- 
pendiculaires RS  sur  MN,  et  RT,  ST,  sur  PQ,  RS  étant  perpendiculaire 
au  plan  PAQ.  En  nommant  MSn:^;  SRzzm,  on  aura  mT  zzSszzit  cos  <t, 
M5=i:^sina,  donc  PT  =  c-f-?cosa,  ST=:e^ — isina.  Or  le  point  R  étant 
aussi  dans  le  méridien  elliptique  PRQ,  la  figure  du  sphéroïde  donnera,  en 
faisant  le  diamètre  de  Féquateur  znim,  et  l'axe  -niin,  l'équation  suivante 
entre  PT  et  TR: 

TR*  — —  (an.PT  — PT*),  d'où  l'on  tirera  ^^»-z:  TR*  —  ST*,  ou 
n'a* ZL'i.m^nc- in^c^ - /i*e*  +  2 ^  /n^ (n - c) cos a  +  «*e sin a  }  - i* (m* cos^a  +  it^ sin* a). 
Mais  on  a,  pour  le  point  M  dans  l'ellipse  PAQ,  n^ e^znm^i^nc  —  c^)^   d'où 
il  vient,   en   faisant,  pour  abréger, 

m^  cos^  a  -|-  n"  sin^  a  zz:  IVP,  m*  {n  '—  c)  eos  a  -f-  «^  e  sin  a  :=:  N, 
n*i.*z=2N^  — M^^^ 
Si  l'on  fait  w  =  o,  on  a  ^1=0  et  ^zzMN,  partant  Mcz=?MN  =:/=:  — . 
En  nommant  donc  cSz=.x,  il  viendra  t-zif' — Xy  donc  u^  m  — -  {f^ — x^"). 
Cette  équation  nous  apprend,  que  MRN  est  une  elllpsey  dont  le  centre 
est  c,  et  les  deux  axes  M'^ziz'i.f,  Q.cazz:  —  M,  qui  sont  entre  eux  comme 
n  à  M.  L'ellipse  se  changera  en  cercle,  si  ce  rz  90" ,  le  plan  générateur 
étant  perpendiculaire  à  l'axe.  Dans  tout  autre  cas-;  le  diamètre  MN  qui  est 
dans  le  plan  de  l'axe  PQ,  sera  le  petit  ou  le  grand  axe,  selon  que  le  sphé- 
roïde est  aplati  ou  alongé,  parce  que  /i^  —  M^  zz:  (n^  —  m*)  cos^  a.  Nous 
allons   en  tirer  deux  conclusions  importantes. 

1.  Si  le  plan  générateur  ou  MN   est  parallèle  à  l'axe  PQ,  on  a 

a  =  o.  Min  m,  /:i=  n  ^clziCm,  et  u^zzz^    {  (/z  —  c)^  —  x^}  . 

L'ellipse  MRN  est  dans  ce  cas  semblable  aux  méridiens  ,  le  petit  axe 
MNrz2(«  —  c)  est  parallèle  à  l'axe  ou  perpendiculaire  à  l'équateur,  et  le 
grand  axe  zz:  —  («  —  c)   est  situé   dans  le  plan  de  l'équateur, 

a.  Concevons  que  le  plan   générateur  ou  MN  avance   parallèlement,  ensor- 
te  que  a  soit  invariable,   pendant  que  c  et  e  changent:    cela  posé,  M  et  le 
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rapport  des  deux  axes  est  constant,  mais  f  ou  ia  grandeur  absolue  des  axes 
change.  Il  s'en  suit,  que  tous  les  plans  parallèles  qui  couperont  le  sphéroïde, 
donneront  des  ellipses  semblables:  si  donc  deux  sphéroïdes  semblables  et 
concentriques,  dont  les  axes  ont  même  situation,  sont  coupés  par  un  plan,. 
les  deux  sections  seront   des  ellipses  semblables. 

§.  123.  Théorème^  Deux  points  matériaux  qui,  à  la  surface  de  deux 
corps  semblables,  ont  des  situations  analogues ,  seront  attirés  par  les  corps  avec 
des  Jbrces  qui  sont  entre  elles  comme  les  distances  au  centre,  ou  comme  les  dia- 
mètres de  ces  corps.  Soient  {Fig.  28.)  M,  m,  les  deux  pointa,  et  M  NO,  mna^ 
les  deux  corps,  auxquels  on  a  donné  une  situation  semblable  autour  d'un 
commun  centre  C:  cela  posé  M,  m,  se  trouveront  sur  le  même  rayon  G  M» 
Ayant  mené  deux  cordes  parallèles  MN^  mn,  on  aura,,  à  cause  de  la  ressem" 
blance  des  solides,  MN  :  m/^  :  :  CM  :  Cwz.  Concevons  que  M,  m,  soient  les 
sommets  de  deux  pyramides  ou  côn«s  évanouissans  et  semblables  NMO, 
nmo,  dont  les  bases  NO  ou  NL  et  ni  seront  entre  eux  comme  les  carrés 
de  MN  et  mn:  prenons  dans  la  première  pyramide  un  point  quelconque  X, 
et  faisons  M'Kzzzx,  XorzzDa;,  et  la  surface  XYzzrX  qui  est  parallèle  à  la 
base  NL:  cela  posé,  l'élément  Xj-z:X-3rc  exercera  sur  le  point  M  l'attraction 
'— — — ,  d'où  Ton  conclura  raltractidn  de  la  pyramide  M  X  iz:  /  — —,. 
Soit  aizrAa  la  base  des  deux  pyramides  MN,  tnn,  a  la  distance  MAzzii; 
alors  la  base  à  une  autre  distance  x  sera.  Xzzao;^,  d'où  l'on  tire  l'attrac- 
iion  de  la  pyramide  MX-=zfadxz:zax,_  ceÀïe  de  îa  pyramide  MN:=a  MN, 
si  àe  la  pyran>ide  mnzna  .  mn.  l\  en  suit  en  général,  que  les  attractions 
qu^dxerceni    des  pyramides    semblables    sur  des  points   dans    leurs  sommets,,   sont 

comme  les   hauteurs, ^  ou  décilitres  lignes  homologues ,    de  ces  pyramides,    c'est -à- 

^   .  X"  N  L 

dire  comjnia    leurs   racmes    cubiques.     Puisque    a  z~:  —  —  îÏî'ns'    ^^    peut    aussi 

X        rit  L 
exprimer  Fatiraclion  de  la  pyramide  par    —  zr:  r— » 

Ainsi   lès  points  M,  m,   sont   attirés  par  ïes  pyramides  ou  les  élémens 

semblablement  situés  de  leurs  corps,  M  NO,,   mno,  arec  des  forces  qui  sont 

entre   elles   comme    MN  :  mra  :  :  CM  :  Cm;    et   ces  forces   étant   décomposées 

suivant  une   direction  quelconque  M  G,   wzC,  seront  comme  MNcosCMN  et 

m.  n  cos  G  m  n,  donc  comme  M  N  :  m  t?  :  ;  G  M  :  G  :«.    Puisque  tes  pyramides .  sont 
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supposées  être  semblables,  elles  seront  dans  le  rapport  de  GM^  et  Cm^_,  ou 
dans  celui  des  solides  entiers:  d'où  il  suit  que  les  deux  solides  renferment  le 
mênie  nombre  de  pyramides  semblables.  L'attraction  des  solides  entiers  sera 
donc  aussi  dans  le  rapport  de  CM:  Cm.  Puisque  le  point  G  est  arbitraire, 
MC  peut  représenter  la  direction  moyenne  de  toutes  les  attractioiiâ  élémen- 
taires^ et  alors  on  aura  le  théorème  qu'il  fallait  prouver. 

§.  124.  Théorèm'e.  Les  attractions  que  deux  points  matériaux  qui  se 
tfoui^ent  sur  le  même  diamètre  du  sphéroïde  elliptique,  éprouvent  par  l'action  dic 
sphéroïde  entier,  sont  comme  les  distances  de  ces  points  au  centre.  Soit  {Fig.  29.) 
AFED  une  section  du  sphéroïde,  P  un  point  matériel  dans  le  plan  de  cette 
section,  et  concevons  un  sphéroïde  semblable,  mené  par  P  dans  la  même 
situation  que  AFE,  dont  la  section  soit  VQed:  cela  posé,  AFED,  FQed, 
seront  des  ellipses  semblables  (Ç.  122.  u.  2.).  Ayant  mené  par  P  deux 
droites  infiniment  proches  l'une  de  l'autre,  DP  F,  EPG,  elles  formeront  les 
pyramides  semblables  PGF,  PDE,  Vde,  si  le  plan  AFE  tourne  autour  de 
P,  en  décrivant  un  angle  infiniment  petit 5  et  les  attractions  U,  V,  v,  que. 
les  pyramides  PGF,  PDE,  F  de,  exerceront  sur  P,  seront  comme  les  distan- 
ces PF,  PD,  Vd  (§.  128.).  Si  G  est  le  centre  des  deux  ellipses  dans  cette 
situation,  et  y' le  milieu  des  cordes  FD,  P^,  on  aura  PF=iDc?,  d'où  il 
suit  V  —  'u  :U:  :D</:PF:  :  I  :  ij  l'attraction  du  segment  DEed  est  donc  égale 
à  celle  de  la  pyramide  PFG.  Or  ces  attractions  étant  opposées  l'une  à 
l'autre,  le  point  P  sera  attiré  seulement  par  la  pyramide  Vde^  Il  en  est  de 
même  de  toute  autre  ligne  dans  le  plan  AFE,  d'où  il  suit,  que  le  point 
P  est  attiré  par  Télément  sphéroïdal  AFE  G  qui  est  renfermé  entre  deux 
plans  passant  par  P ,  précisément  comme  s'il  était  attiré  seulement  par  l'é- 
lément du  sphéroïde  intéiieur  PQeC.  Concevons  maintenant,  que  le  plan 
AFEP,  en  tournant  autour  de  P,  traverse  le  sphéroïde  entier:  alors  ce 
qui  précède,  aura  lieu  dans  chaque  position  de  ce  plan,  ou  pour  chaque 
élément  du  sphéroïde,  et  par  conséquent  dans  toute  l'étendue  du  sphéroïde: 
le  point  P  éprouvera  par  l'action  du  sphéroïde  entier  la  même  attraction, 
que  par  l'action  seule  du  sphéroïde  semblable  PQeG,  à  la  surface  duquel 
P  se  trouve. 

« 
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Soit  maintenant  C  le  centre  du  sphéroïde,  et  p  un  autre  point  sur 
le  rayon  C  P,  lequel  éprouvera,  par  ce  qui  précède,  l'attraction  seule  du  sphé- 
roïde semblable  passant  par  p;  les  attractions  des  deux  points  P,  p,  seront 
donc   comme  CP,   Cp  (§.   laS.),   ou   comme  leurs  distances  au  centre   C. 

Le  rapport  précédent  a  encore  lieu ,  si  le  sphéroïde  tourne  autour 
d'un  axe  RCr;  car  la  diminution  de  la  pesanteur  des  points  P,  p,  due  aux 
forces  centrifuges,  suivant  SP,  sp,  est  dans  le  rapport  de  SV  :  sp  ::CV  :  Cp 
(§.  69.).  Or  la  pesanteur  étant,  par  ce  qui  précède,  dans  le  même  rapport, 
et  les  forces  centrifuges  ayant  la  même  situation  par  rapport  à  la  pesanteur^ 
parce  que  les  deux  points  sont  sur  le  même  rayon;  la  pesanteur,  diminuée 
par  la  rotation,  suivra  aussi  le  même  rapport. 

§.  laS.  Th Éo RÈME.  L'équilibre  ne  peut  avoir  lieu  dans  le  sphéroïde 
elliptique ,  que  lorsque  tous  les  points  à  la  surface  sont  attirés  vei's  le  centre, 
en  raison  Inverse  des  distances  au  centre  ou  des  rayons  du  sphéroïde.  Soit 
{Flg.  3o.)  AMP  le  méridien  elliptique,  P  le  pôle,  A  un  point  dans  l'équa- 
teur,  M  un  point  quelconque,  CAzrw^  CPzinw,  CMzzr^  et  désignons  par 
A,  P,  M,  la  pesanteur  vers  le  centre  ,  qui  aurait  lieu  sous  l'équateur  ,  au 
pôle,  et  dans  le  parallèle  M,  si  la  terre  ne  tournait  pas  sur  un  axe.  Con- 
cevons de  petits  cylindres  de  même  épaisseur,  qui  s'étendent  de  ces  points 
jusqu'au  centre;    alors  chaque  point  dans  les  sections  perpendiculaires  de  ces 

canaux,    ab,  pq,  mn ,    éprouvera   1  attraction  —  A,    —^1,    M,    vers   C 

(§.  ii^.).     En  faisant  donc  Cazzix,  Cp-Hy,  Cmzzzz,  on  aura  la  pesanteur 

OC  ^  X  "V   ^  V  2  d  ^ 

des  élémens  cylindriques  ba-zz A,   ^-tt  m P,    np.zz: M  ,    d'où 

il  résulte,  si  l'on  fait  après  l'intégration  xinnif  ymn ,  zzzir,  la  pesanteur 
des  canaux  entiers,  CAzzîwA,  CPinî/iP,  CMzzî/^M.  Comme  tous  ces 
canaux  doivent  se  faire  équilibre  en  C  (§.  120.  n.  1.),  on  a  w  AzunP  JurM,. 
©u  A:P::«:/n  et  A:M::r:m.  L'équilibre  a  donc  lieu  dans  la  sphère,  si  elle 
n'a  point  de  rotation,  parce  que  m  zz:  »  =  r  et  A  iz:  P  ziz  M. 

Si  le  solide  tourne  autour  d'un  axe,  la  proposition  précédente  a  égale- 
ment lieu.     Dans    ce  cas   chaque  point    m   sera    sollicité    suivant    CA   par  la 

force  centrifuge  V  zz: Z  (§.  69.) ,   u  étant  la  distance  du  point  m  à  l'axe, 

h  l'accélération  de  la  pesanteur  en  m,,  et  Z  le  poids  du  point  matériel  iii.   Or 
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les  masses  des  êlémens  m  étant  supposées  égales ,  leurs  poids  seront  propor- 
tionnels à  h:  en  faisant  donc  Z  tu  2  p.  A  ,  il  viendra  V  nz  /x  7^  u ,  et 
ur^sînPCM,  donc  Vrjx'V'^sinPCM,  2  étant— Cm.  Il  en  résulte  une  pression 
suivant  mM=:VsinPCM=r/x7»2sin''PCMzi:V'.  Mais  Z=z-  M  (§.  124.); 
la  pesanteur  de  l'élément  tjjx  suivant  mC,  diminuée  par  la  force  centrifuge, 
sera  donc  (Z  —  V)  9s  =  ^55  f- — /J.'V^sin^  PGMj,  dont  l'intégrale  donnera 


la  pesanteur  diminuée  du  canal  entier  CMzz:I(Mr  -  H.7^r^sin^PCM)z:=  V". 
Si  l'on  met  dans  l'expression  de  V,  r  à  la  place  de  z,  on  aura  la  force  cen- 
trifuge du  point  M  suivant  CM  =:  fx7^  r sin^  PCM  1=  M',  et  sa  pesanteur  di- 
minuée =  M''=iM  — M':=M  — fx7Vsin^PCM,  partant  V"i=:^M'V.  Si  Ton 
nomme  A",  P'',  la  pesanteur  des  points  A,  P,  modifiée  par  la  force  centrifuge, 
on  trouvera  de  la  même  manière  la  pesanteur  modifiée  du  canal  CAiziôA'/n, 
et  du  canal  CPznîP'n.  Or  tous  ces  canaux  devant  exercer  la  même  pres- 
sion dans  le  cas  de  l'équilibre,  il  s'en  suit  M'O- zz:  A" /n  zz:  P'" /i;  ce  qui  nous 
apprend,  que  la  pesanteur,  diminuée  par  la  rotation,  vers  le  centre,  est  aussi 
réciproque  aux  dislances  du  centre.  Mais  il  sera  bon  d'observer,  que  cette 
pression  vers  le  centre  n'est  équivalente  à  la  pesanteur  des  corps  grayes,  per- 
pendiculaire à  la  surface,  que  dans  l'axe  et  dans  l'équateur. 

§.  126.  P ROBLÈM E.  Etant  donné  dans  l'ellipse  APB  {Fig>  3i.)  un 
point  Z,  d'où  l'on  a  mené  ZT  parallèlement  à  l'un  des  deux  axes  AB,  et  deux 
cordes  ZM,  TLm,  qui  font  avec  ZT  des  angles  égaux  TZMzzTZmzzzcf);  ayant 
de  plus  abaissé  des  trois  points  Z,  M,  m^  les  perpendiculaires  ZD,  LMH, 
mlhf    sur  AB:  trouver  la  somme  des  deux  lignes  Zh,  Z/. 

Solution.  Soit  C  le  centre  de  l'ellipse,  et  nommons  CAzzCBzza, 
CP=zC/)Z=i,  Kh-ziLt,  limznu:  le  point  Z  étant  donné  par  les  coordon- 
nées ADizic^  DZzze^  la  nature  de  l'ellipse  donnera  pour  les  points  Z  et  m 
les  équations: 

o^  e^  znb^  c{'i.a  —  c)     et     u^  u^  znh^  t  (2 a  —  t). 
En  faisant  donc  Zlzizx,  Imzizy,  on  aura  j:z:z^— c^  jzz«  —  e,   d'otJ    l'on  tire 
«^  —  e^zzj(j-|-2e).  Or  les  deux  équations  précédentes  donnent  n^(u^  —  e^)zz 
b'^  [t — c){ia — c  —  /),   d'où    l'on    tirera    d^' y  {j -\- 1  e)  ziz  b"^  x  {^ a — 2c  —  x). 

01  ion  y  subsitue  y  zz  a;  fans;  (î) ,    on  aura  Llzzzxzm ^  ,, 

et  en  mettant  LZM  zz:  —  Cp  au  lieu  de  IZm  zz  -j-(p, 
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Z  L  =  x'  =:  "°^°~'lf  "ir"^  >  d'où  il  résulte  :.  +  :.'=:  4^!i^nl\ 

Si    lang  (p   est  plus  grand  que — ^ -^    x  devient  négatif.     En  effet, 

la  droile  qui  touche  la  courbe  dan^  un  point  quelconque,  fait  avec  une  ligne, 

parallèle    aux    abscisses  tj    comme    ZT,    un    angle  \p   dont    la    tangente    e.'&t 

dn         h^(a  —  f)                     -            ,           ,            .        „            .           b^'ia  —  c)        ^      ., 
-— :  =  — — •    on    a  donc   dans   le   point   Z,  te  \l»  rz:  — — .     Or   il  est 

visible  que,    si  l'on   fait   cp  >  vp ,    Zm  ou  Zv   rencontrera    l'ellipse   de   Fautre 

coté  dans   un  point  n,    ce  qui  donnera  Zo  nz  —  xziz  - 


et  x'  —  xziz  -- — ~— — —  ,  comme  précédemment.     La  somme   algébrique  des 

a»fg2(p-Hi2'                     l                            Ab*ia-c] 
deux  abscisses  ZL,  Z/,    est  donc  constamment    -~ — ^^ , 

Soit  maintenant  D  le  sommet,  C  le  centre  d'une  ellipse  DFEG,  sem- 
blable à  AZBP,  et  faisons  ED  Qz^EDq—:(p;   cela  posé,   les  cordes  DQ  et 
ZM,  Dq  et  Zm,  seront  parallèles  entre  elles,   et  la  nature  de  l'ellipse  don- 
nera l'équation 
RQ^  —  Rq^  —  I)R^lg'(p—~lj)R{^CD^-DK),  et  CDzna—c,  d'où  il  suit 

DR—    g&'(a— c)    _  fM-^ 
—    a=*  1^2  cp  -f-  6»  —       2     • 

Comme  AB  pourra  être,  dans  les  formules  précédentes,  le  grand  ou  le  petit 
axe,  on  en  conclura  ce  théorème  général:  Ayant  mené  d'un  point  quelcon- 
que Z  d'une  ellipse,  deux  cordes,  inclinées  sur  l'un  des  axes  de  l'ellipse 
AB  sous  des  angles  égaux,  ZM,  Zm^  ou  ZN,  Zn;  ayant  ensuite  abaissé 
sur  le  même  axe  AB  les  perpendiculaires  ZD,  LMH,  m  Ih,  et  décrit  par 
le  point  D,  sur  Taxe  AB,  une  ellipse  semblable  à  la  grande;  ayant  enfin 
tiré  de  D  deux  cordes,  parallèles  aux  cordes  ZM,  Zm,  ou  ZN,  Zv;  on 
aura  ZL -f- Z/  ou  ZO  — Zo  =  aDR. 

§.  1117.  Soit  Z  un  point  à  la  surface  du  sphéroïde  elliptique,  G  le 
centre,  P^  l'axe,  A  B  un  diamètre  de  féquateur:  cela  posé  il  suit  de  ce  qui 
précède,  que  l'attraction  moyenne  sur  Z  doit  passer  par  l'axe,  parce  que  le 
plan  ZAPB  partage  le  sphéroïde  en  deux  portions  égales  et  semblables 
(§  120.):  l'attraction  qu'éprouve  Z,  pourra  donc  être  décomposée  suivant 
deii.^i  directions,  dont  l'une  est  perpendiculaire,  et  l'autre  parallèle  à  l'axe. 
Supposons  que  la  ligne  ZY,  qui  est  parallèle  à  l'axe,  rencontre  le  plan  de 
i'équateur  en  D,    qu'il  soit  décrit   par  D    un  sphéroïde  semblable  sur  les  mê- 


L  I  V  R  E     IV,     C  H  A  p.    VII.  itrS. 

mes  axes,  et  que  le  plan  AZBP  tourne  autour  de  ZY:  cela  posé,  quelle 
que  soit  la  position  de  ce  plan,  ses  intersections  avec  les  deux  sphéroïdes 
formeront  deux  ellipses  semblables  AB,  DE,  dont  les  axes  sont  AB,  P/?> 
et  DE,  F  G,  D  étant  le  sommet  commun  à  toutes  les  ellipses  intérieures', 
et  le  plan  générateur  par  ZY  étant  constamment  parallèle  à  l'axe  (§,  122.). 
L'attraction  de  l'espace  sphéroïdal,  renfermé  par  deux  ellipses  qui  se  coupent 
sur  ZY  sous  un  angle  infiniment  petit  dans  une  position  quelconque  du 
plan  AZB,  est  la  différentielle  de  l'attraetion  que  le  sphéroïde  entier  exerce 
sur  Z.  Soit  donc  ZL  parallèle  au  grand  axe  des  deux  ellipses  ou  à  i'équa- 
teur  (§.  122,  n.  i.),  et  tout  le  reste  de  la  figure  tracé  comme  dans  ie  §. 
précédent:  supposons  que  les  cordes  ZM,  Zm,  DQ,  Di^^  s'éloignent  des 
deux  côtés-  de  ZL  et  DE,  avec  la  même  vitesse  angulaire,  easorte  que  les 
angles  LZM,  LZw,  EDQ,  ED^^  soient  constamment  égaux  entre  eux 3  et 
concevons  que,  dans  chaque  position  instantanée.  M,  m,  Q,  q,  soient  les 
bases  infiniment  petites  de  pyramides  semblables,  dont  les  sommets  sont  en 
Z  et  D.  Cela  posé,  leS  attractions  que  les  points  Z,  D,  éprouveront  par  les 
actions  des  pyramides,  seront  comme  les  cordes  ZM,  7im,  DQ,  D^  (§,  i23.), 
d'où  résulteront  les  attractions,  parallèles  à  l'équateur,  suivant  ZL  et  DE, 
qui  seront  comme  les  abscisses  ZL,  Z/,  DR,  DR.  Ainsi  la  somme  des  deux 
attractions  ZL,  Zl,  est  à  la  somme  des  deux  pressions  DR,  comme  ZL-]^Z/ 
est  à  2  DR:  elles  sont  donc  égales  (§.  126.).  Pendant  que  les  angles 
LZM,  LZm,  EDQ,  ED^,  ont  augmenté  de  zéro  à  90°,  le  rayon  vec- 
teur ZM  a  traversé  la  surface  elliptique  TBPYZT,  Zw  a  décrit  les 
segmens  TmZT  et  ZAYZ^  les  deux  rayons  ZM,  Zw,  ont  donc  parcouru 
l'ellipse  entière  AB,  pendant  que  DQ,  ^q ,  ont  décrit  l'ellipse  entière 
DE  5  et  dans  chaque  position  l'égalité  précédente  a  eu  lieu.  Ainsi  l'at- 
traction totale  que  l'élément  sphéroïdal  AZBP  A  exerce  sur  Z  suivant  ZT, 
est  égale  à  celle  que  l'ellipse  DFEGD  exerce  sur  D  suivant  DE,  quelle 
que  soit  la  position  du  plan  ZYB.  Pendant  que  ce  plan^  en  tournant  sur 
ZY,  traverse  le  sphéroïde  entier,  le  point  Z  éprouvera  constamment  une  at* 
traction,  parallèle  à  l'équateur,  suivant  ZT,  qui  est  égale  à  l'attraction  de  0 
par  l'action  de  DFEGt  d'où  il  suit  que  la  résultante^  ou  l'attraction  moyenn;e' 
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de  Z,  parallèle  à  Téquateur,  est  aussi  égale  et  parnllèle  à  l'attraction  moyenne 
que  D  éprouve  par  l'action  du  sphéroïde  intérieur  DE.  Or  celte  dernière 
passant  nécessairement  par  le  centre  du  sphéroïde  DE  ou  par  l'axe,  et  les 
points  Z,  D,  étant  situés  dans  le  plan  d'un  méridien,  l'attraction  moyenne  de 
Z,  parallèle  à  l'équateur,  coupera  l'axe  perpendiculairement  (ce  qui  a  déjà  été 
prouvé  plus  haut),  et  sera  égale  à  l'attraction  que  le  sphéroïde  entier  DE 
exerce  sur  D. 

Puisque  les  mêmes  raisonnemens  sont  applicables  au  cas,  oii  AB  est 
l'axe  et  Vp  l'équateur  (§.  126.),  il  en  suit  de  même,  que  l'attraction  totale  de 
Z,  parallèle  à  l'axe,  est  égale  à  l'attraction  de  D  par  le  sphéroïde  DE;  mais 
dans  ce  cas  le  sommet  D  du  sphéroïde  est  situé  dans  l'axe. 

§.  128.  Soit  {Fig.  32.)  M  un  point  du  méridien  PA,  P  le  pôle, 
CAzzw^  CV  zz:  n,  la  pesanteur  sous  Téquateur  zzlA,  au  pôle  rzP,  MK  pa- 
rallèle, et  ML  perpendiculaire  à  l'axe,  et  concevons  deux  sphéroïdes  KN, 
LO,  semblables  au  sphéroïde  terrestre,  décrits  par  K  et  L  sur  les  mêmes 
axes:  cela  posé,  toutes  les  forces  qui  sollicitent  M,  pourront  être  décomposées 
suivant  MK  et  ML.  En  nommant  donc  K,  L,  les  attractions  des  points  K, 
L,  par  l'action  des  sphéroïdes  KN,  LO,  l'attraction  que  M  éprouve  suivant 
MK,  sera  =:  L,    et  l'attraction  suivant  ML  ou  KG  — K  (§.  127.).     Or  on  a, 

C  K  CI 

dans   le   cas   de   la  rotation  même  (§.   124.),    K=z A,    Lu:  -^  P,  et  l'é- 
quilibre suppose  A  :  P  ::  n  :  m  (§.  i25.);    d'où  il  suit 

K  :  L  :  :  «^  G  K  :  m=^  G  L. 
Si  l'on  nomme   CK  zizx,  KM:=iGLi=:j,    on  trouvera  la  direction  moyenne 
de  la  pesanteur  en  M,  ME,  en  faisant  L:K  ::  MK:  KE,  d'où  l'on  tire 

m*       C  L  m* 

Soit  Me  perpendiculaire  à  l'arc  elliptique  en  M,  ensorte  que  Ke  soit  la  sous- 
normale  m——  ,  d'où,  à  cause  de  y^=:\{m^  —  x^),  l'on  tirera  Kez=:--.T=:KE: 
ainsi  les  points  E,  e,  coïncident,  et  ME  est  perpendiculaire  à  l'arc  du  mé- 
ridien; d'où  il  résulte  que,  dans  le  sphéroïde  elliptique,  1)  la  direcdon  moyenne 
de  la  pesanteur  est  partout  perpendiculaire  à  la  surface,  si  le  rapport  des  axes 
mxn  est  égal  à  P:A.  Ainsi  l'une  des  conditions  que  suppose  l'équilibre 
(§.  120.  n.  2.),  est  remplie  dans  le  sphéroïde  elliptique. 


LIVRE    IV,     C  H  A  P.    VIT.  va*) 

La    pesanteur   en    M   est  M  =  V  (K=-1- L=~l  =:  A  V    -j  +  — ^- j  = 

Ay(n'x^+my),  ou  en  faisant  ,„•-„==/%  M=^^ïi=l— "-^.     £n  no^.na'nl  p 

la    hauteur    du    pôle    ou    l'angle   AeM,    on    aura    tang  p  zr  — —  _  ^-- ,  d  ou 

m*  -  A       7      -»  m'*  n*  , , A  m 

il  suit  :ï;"zr  — - — — -—  ,  donc  ni^ —  Px^zn  — ; -,  ,    »  ■  20  '  ^^  '■^^  — 


Puisque  /  est  une  quantité  très-petite  par  rapport  à  m,    l'extraciion  de  la  la- 
cine  donnera 

M  ^  A  (  I  -f  -~^  -f  —--^    ,    et  -—  m  -— ,-     r  +  — — ^~], 


:2  m=       '  8m*/"  A  £  m^      V  4  wi^     / 

.  ou  à  peu  près :=:  -^  :=:  — —, — i ;  d  ou  il  resuite  que  2)  la  pc 

'■A  2.  m  q.  m 

sauteur   croît   sur   le    sphéroïde    elliptique,     de   ïéquateur   au  pôle,     à  peu  près  en 
raison   du   carré    du  sinus    de   la    latitude ,     ou   en  raison  du   sinus  verse  de  deux 
Jois  la  latitude. 

L'équation  lang  (3  m -^  donne  aussi  tang  MEK  n:  -^  isng  MCK. 
Or  puisque  tous  les  points  m  sur  le  rayon  CM  ne  ^ont  attirés  que  par  le 
sphéroïde  semblable  \imO  (§.  i24-)j  ^^  ^^  P^^  conséquent—  et  MCK  ont 
la  même  valeur  pour  tous  les  points  m,  l'angle  MEK  qui  détermine  la  di- 
rection de  la  pesanteur,  sera  aussi  constant;  d'où  W  suit  que  3)  dans  tous  les 
points  sur  le  même  rajon  les  directions  de  la  pesanteur  sont  parallèles  entre  elles, 
et  la  pesanteur  vers  le  centre,  ou  perpendiculairement  à  la  surface,  est  en  M 
et  m,  comme  CM  à  Qni,  ou  comme  la  distance  au  centre  (§.   11^.). 

§.  159  Si  l'on  nomme  maintenant  CM  =  r,  Cmzz:z,  la  pesanteur  en 
M  et  en  m,  suivant  ME,  M  et  Z,  vers  le  centre,  M'  et  Z',  et  qu'on  abaisse 

sur  MC  la  perpendiculaire  EG,  on  aura  Zrr-  M,  Z'ziz-  M'  (§.  128.  n.  3.), 

M  G  ,  ^        -,?   ,        ^ 

et  M' zz  —  -  M,    d'où  il  resuite  la  pesanteur  de  l'élément  du  canal  Cm  vers 

fll  c     jM 

C=i:Z'35Zz  — — r — zd z,  M,  r,  ME,   MG,    ayant  une  valeur  constante  dans 

toute    la   longueur    du    canal.     Ainsi    la   pesanteur    du   canal    Cm   vers    C  est 

M  G .  M .  2*  -  M  C     M 

— '  ,'      — •  ,    et  celle  du  canal   entier  C  M  zz ^—  ?\     Or  les  triangles  sem- 

blables   CKM,  CGE,   donnent  CGzz  -  CE,    M  G  zz  ^^^ îir_  ,    K  E  iz: 

r  r 

—^x  (§.  128.),  partant  UG  .r— x^ -^  y^ —x- -^  ^  x-  zi:  y-  -h  —  x^  =z  ?r. 
On  a  de  plus  UE-V (y'+'~A  =  -Vi^^'-K^    ,t  M=  M."L*:=!!f!2 

28    ' 
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(g.  128.),  donc  ---—  izz  —'—■.     Cela  donne    la  pression    du  canal   CM  vers  le 

lu  H.  ?i 

centre  CzziÏA./t?^  ce  qui  est  une  quantité  indépendante  de  la  latitude  de  M, 
et  égale  aux  poids  des  canaux  CA,  CP  ($.  i25.).  Ainsi  tous  les  canaux  CM 
depuis  un  point  quelconque  de  la  surface  jusqu'au  centre  exercent  en  G  le  ihênie 
effort;  ce  qui  est  la  seconde  condition  de  Téquilibre  (§.   120.  n.   i.). 

On  a  donc  vu  que  toutes  les  conditions  que  l'équilibre  suppose,  son' 
remplies  par  le  sphéroïde  elliptique  (§.  128.);  d'où  il  suit,  que  VelUpse  est 
la  Jîgure  des  méridiens,  qui  comncnt  à  l'équilihj'e,  ce  qui  était  le  premier  objet" 
du  Chapitre  présent  (§.  121.).  Il  nous  reste  encore  à  déterminer  le  rapport 
qui  doit  exister  entre  les  deux  axes  du  méridien  elliptique,  conformément 
à  la  rotation  connue  de  la  terre.  Or  ce  rapport  étant  le  rapport  inverse 
de  la  pesanteur  dans  l'équateur  et  au  pôle  (§.  i25.),  il  s'agit  de  déterminer 
ce  dernier  rapport., 

§.  i3o.  Si  l'on  conçoit  le  sphéroïde  partagé  parallèlement  à  l'équateur 
en  disques  d'une  épaisseur  infiniment  petite,  le  pôle  de  rotation  sera  en  même 
tems  le  poïe  de  tous  ces  disques,  et  l'attraction  qu'un  disque  quelconque 
exerce  sur  le  pôle,  sera  la  différentielle  de  la  pesanteur  au  pôle.  Soit  {Hg.  ^^^^ 
AB  un  de  ces  cylindres  évanouissans,  CAi^ia  le  rayon  de  sa  base  ou  du 
parallèle,  CVzur  la  hauteur  du  pôle  au-dessus  de  la  base,  donc  l'épaisseur 
du  cylindre  =:3r:  ayant  décrit  du  centre  de  la  base  deux  cercles  infini- 
ment peu  éloignés  l'un  de  l'autre  MN,  mn,  et  nommant  CM:=z.x,  M-nfzz:dx-, 
la  surface  M/wwN  sera  zz:  2  n^xdx,  et  l'anneau  cylindrique  MmnN  zz_ 
^nrxdxdr,  ce  qui  est  en  même  tems  sa  masse  M,  si  l'on  suppose  la  densité 

zz  I.     Chaque    élément   3  M  de  l'anneau   attire   P   suivant  PM  avec   la  force 

<î  M  r  à  M. 

— -— ,  et  suivant  PC  avec  la  force- :   l'attraction    totale  de  l'anneau  sui- 


^     ]\ï  Z  TT  '^  X  d  r  3  X  \ 

Tant    p  C    sera   donc  - — ~  =  — .     En    intégrant    par   rapport    à  x, 

[r^  -+,  X    J  "2  2.7^  r  è  T 

on  aura  l'attraction   du   cylindre  MCN  suivant    C  =;  const. ,1  %  ,~^\ — ■ 

%'Kdr  1  1  — r    ,    la  constante    étant   déterminée   ensorte    que  i  integra- 

\  V^r^-^x^)J' 

le  soit  nulle,  si  x  çsi  nul.     En  faisant  xina,    on  aura  ràttractibn  du   disque 
entier  AB=:27rdr  (1 ~ — rr")  i:z27rôr(i  —  cosAPC)=:4'^âr  (sinJAPC>''^ 
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ce  qui  est  la  moyenne  direction  et  grandeur  de  l'attraction,   les  forces  laté- 
rales suivant  CA,   CB,    etc.  se  détruisant  mutuellement. 

§.  i3r.  Soit  (JFig.  34.)  APB  le  demi -sphéroïde,  P  le  pôle,  AB  l'é- 
quateur,  G  le  centre,  ab,  cf(3,  deux  parallèles,  CArrm,  CP=zn^  Vczizr, 
ca'zzcbir-y,  çy:^dr:  cela  posé  P  sera  attiré  par  l'élément  du  sphéroïde  a^ 
avec  la  force  ircdrl  i  - — — r:   (§.  i3o.)  zii'ndr^  i  -—. — ; Tr~^C  — ^P> 

parce  que   la  nature   de  l'ellipse   PA  fournit   l'équation   y^  zz: -^  {-inr  —  r^), 
et  /*  est  ziznt^  —  n"^.     L'intégration  donnera 

P  =  aTT^C  -l-r-f  -^ — h  —^-  Arc  tang  ^^ — ^, 

ce   qui  est  l'attraction  du  segment  du  sphéroïde    aVbc.     Pour   que  l'intégra- 

2  771,     71  -,/  2  77L^  TL 

le  soit  nulle,  lorsque  r  est  nul,  il  faut  faire  G  izz — —  Arc   tg •  :zr 

TT,    d  OU   il  Vient 

z»        ' 

P  —  2  TT  3  r  H ^-^ r^ —-  Arc  tang -  ^ 


Z»  Z^  °  ■/,2m»nr— Z»r2)  V 

En  faisant  rzzL2.n  on  aura  %in^ nr  —  l'^ r^  "zz. l:^râ ,  et  l'attraction  du  sphéroïde 
entier  sur  P,  ou   la  pesanteur  au  pôle, 
P  =: 4 Trn  ^  I  -f  ^ -—    Arc  tang    ~~\=r  — - —  j  i  —  -    Arc  tang    -^  . 

Il          z*          z* 
Puisqu'il   est  en  général   Arc  tang  —  zz:  — H —  cet.  on   peut  dé- 

-  Tin3n''5u*  ^ 

velopper  P   en  série,   ce  qui  donnera 

Prenons    sur   CB,   GFrz/^    joignons    PF,   et  décrivons    du   rayon    PG=« 

l'arc    GD:     cela  posé    F  sera    le  foyer  de  l'ellipse,    tangGPFzz:— ,    donc 

P=::^-^(CF-CD). 

Si  le  solide  est  une  sphère  du  rayon  a,  on  a  /zzo,   mzzwzza,    d'oii 

il   vient   l'attraction   d'une  sphère   sur  un   point    à    sa  surface,    S:=:|7ra_,  et 

en   nommant    la  masse   de  la  sphère    47ra^  rzM,    S  :=  —  :    l'attraction  sera 

3  'a* 

donc   la  même,  que  si  la  masse   entière  était  réunie  au  centre  de  la  sphère. 

§.  i32.  Soit  {Fig.  35.)  AMBN  l'équateur,  et  par  conséquent  un  cer- 
cle auquel  l'axe  est  perpendiculaire  au  centre  C;  soit  AB  la  projection  du 
méridien  du  point  A,  dont  on  cherche  l'attraction  3  soient  enfin  A  M,  A  m, 
deux  plans  quelconques,  perpendiculaires  à  l'équateur,  dont  les  intersections 

• 
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avec  le  sphéroïde  sont  des  ellipses,  semblables  au  méridien,  tellement  slîuées. 
cjue  Je  grand  axe  AMnraa  est  dans  l'équaleur,  et  le  petit  axe  -zaïb  est 
perpendiculaire  à  réqualeur,  a  éiant  à  h  comme  m  à  n  (§.  122.)'  Les  plans 
A  M,  km,  renferment  une  portion  évanouissante  du  sphéroïde,  dont  l'attrac- 
tion est  la  diirérentielle  de  celle  du  sphéroïde.  Il  faut  donc  regarder  l'in- 
clinaison d'un  plan  à  l'autre,  M  km,  comme  la  différentielle  de  l'angle  BAM, 
En  faisant  donc  BAM=zcp,  MAmzzac|),  il  faut  regarder  0  et  aCp  comme 
des  quantifés  consiantes,  lorsqu'il  s'agit  de  l'attraction  de  l'élément  M  A  m.. 
Après  avoir  trouvé,  par  une  première  intégration,  cette  différentielle  de  l'at- 
traction, toutes  les  quantités  variables  de  l'ellipse  A  M  doivent  être  expri- 
mées en  fonctions  de  cp|  alors  la  seconde  intégration  par  rapport  à  Cp 
donnera  l'attraction  du  secteur  sphéroïdal  BAM.  Comme  la  direction  moyen- 
ne de  toutes  les.  forces  qui  sollicitent  A,  passe  nécessairement  par  le  cen- 
tre C,  on  peut  d'abord  décomposer  chaque  attraction  A  M  suivant  AR  et  RMj 
alors  les  forces  RM  seront  détruites  par  des  forces  analogues  dans  l'autre 
moitié  du  sphéroïde  ANB,  et  la  somme  des  forces  AR  donnera  la  force 
totale  qui  attire  A  vers  le  centre.  En  nommant  donc  l'attraction  de  l'éié- 
ment  AM/?2  suivant  AM  =r  Q  ,  et  l'attraction  suivant  AB=:Q%  on  aura 
Q' zr.  Q  cos  cp.  Or  AMBN  étant  ua  cercle,  AMB  est  un  angle  droit,  et 
Ton  aura. 

A  M  m  A  B  cos  (p,   ou-  fr  rr  m  cos  (p,  clone 
bzn  ~  azzzn  cos  (p,  et  V  {ap-  —  F),  zzz  c:=z  cos  (p  V  {rrp-  —  rP^  zz  l  cos  (p«- 

§.  i33.  Les  deux  plans,  perpendiculaires  à  l'équateur ,  qui,  dans  las 
Fig.  35.  ont  été  projettes  en  lignes  droites,  sont  représentés  en  profil  dans 
la  Hg..  36:  ils  sont  projettes  sur  le  plan  A  M,  l'oeil  étant  supposé  perpendi- 
culairement au  dessus  de  C  au  pôle  L  de  l'ellipse  AM  {Fig,  35.),  et  l'arc 
de  l'équateur  AL  M  étant  projette  en  ligne  droite  ACM  (/•%.  36  ),  et  L  en 
C.  Leurs  communes  sections  avec  le  sphéroïde  sont  les  ellipses  A  DM, 
h2im ,  les  plans  se  coupent  sous  l'angle  sphérique  DAZzi:9(p  (§.  i32.),  et 
leur  commune  section  est  la  droite  AE,  perpendiculaire  à  AM,  et  tangente 
aux  deux  ellipsesj  les  demi-axes  A  Czz  a ^  CD  — Z»^  sont  entre  eux  comme 
rrk  et  n  \^    l'ii,).    Menons    par   deux,  points   V,  f^    de  l'ellipse   ADMj,   le& 
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plans  AVZ,  k^z,  perpendiculaires  à  AVM,  qui  coupent  le  plan  AZm 
suivant  AZ  et  Asj  et  décrivons  du  centre  A  et  du  rayon  AG:zi:a,  une 
sphère,  dont  le  secteur  CEAcG  tombe  entre  les  plans  des  deux  ellipses, 
ensorte  que  Fangle  sphérique  CEc  est  égal  à  l'inclinaison  9cp.  La  pyramide 
AV'yzZA  étant  l'élément  du  secteur  sphéroïdal  ADMmZA,  renfermé  par 
les  plans  AM,  Km,  son  attraction  dq  sera  la  difierenlielle  de  celle  de  ce 
secteur,  que  nous  avons  désignée   par  Q   ,§.   i32.). 

Si  l'on  fait  l'élément  de  la  surface  sphérique  NXr7^z::^5^  Fattraction- 

de   la  pyramide  ANr  sur  A  est  -—  rz:  —   (§.    isS.),,  d'où  l'on  conclura  l'at- 

a        A  "V 
traction  de  la  pyramide   semblable    AV^zz:— j-  dsuzdç  (§.  i23.).  En  abais- 
sant dans    le  plan  AD  M,    les  perpendiculaires    NOj   no,   VY,    sur  A  M,   et 
iiy  sur  NO,  et  nommant 

AO=:X,  ONz=Y,  AY=:^,  YV=:y,  nv=:dX,  Nv— aYf 

AN  ti  a  Y 

les   triangles    semblables    AON,    Nv«,     fourniront    N/z  zr: Nvzzz -. 

X.  '^^  X      *' 

et     N  A  X  :zz  E  sin  E  N  zz  a  cp.  cos  C  N  :=  -  345 ,    d'où    Ton    tirera    l'arc 

NXzziAN  .N  AX  —  Xacp.    il  suit  de  \k  dsz^^n  .'NXznadCp'âY  et  do  — 

AV. 

dcpdY.     Puisque    chaque  pyramide  AV z   a  une    pyramide    analogue    de 

l'autre  côté  de  A  M,  la  force  résultante  des  deux  pyramides  et  de  tout  le 
secteur  du  sphéroïde  ADM/wNA,  passera  par  A  M,  et  la  dilTérentielle  de 
cette  résultante,  ou  l'attraction   de  la   pyramide  A Vs  suivant  AM  est  3Qzz: 

AV      ^  a 

§.  134.  On  a  par  la  nature  de  rellipse,  r^  zz:  -    'lax  —  x^):  et  par  les 

Y  -v"  ^  »  r 

triangles  semblables   A  NO,  AVY,    --  zr r,    d^oii  il  vient 

^  '^-  ~77 — rs r~N  5       partant    x  zzz  — r-^; —  —  ; 

Ê&  c|ui  étant  substitué   dans  l'équation   précédente  (§.  i33.',   donnera, 
o^  — ---r-": — ^^2' 5     dont  l'intégrale  est 

Q  =z -^- acp   5  —  A  rc  tang -^  —  Y  K. 

€6'  qui  étant  nul,  sl  NOrziYzz:  o,  e&t  compté  depuis  Mm:  ou  ACu  Ainsi: 
gour  avoir  l'atiraciion  du  secteur  entier  MDAZmM,  il  faut  faire  CANiizzgo^j, 
eui  ce  qui,  revient  au  même,,  Yzz:AEzza^   et   multiplier,  par  2^  parce  qu^iL 


''^Pî^  - 
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y    a  de   l'autre   côté  de  A  M   un   secteur   analoc^ue.     L'attraction   de  l'élément 

■entier  A  M/??  (i^?^.  35.)  suivant  A  M  sera  donc  i}z^-^~d(pj~  Arc  ig-î_Z?v 

et    rattraction   suivant    AB,    Q'mQcoscp   (§.    iSa.).     En   nommant   a  l'angle 

e  l  ,     . 

constant,   dont   la  tanQ;ente  est  — :=:— ,  et  substituant  ai=zmcos(p,  ùnuicoscp, 

c=:/cos0    (§.   102,),    on    aura  Q' rz  — -~  (na  ~ ^j  Bcpcos^cJ),   ce  qui  est 

ia,  différentielle    de    l'attraction    du    secteur   BAM    sur    A    suivant    AB:    son 

intégrale  est  ^^-^  (na ^  j  ((p  >-|- |  sin  2  (f)),    comptée  depuis  AB.     En  faisant 

donc    0  zz:  90'' zz:  -  TT,    et  multipliant  par   2,   on  aura  l'attraction  totale  qu  e- 

prouve  un  point  A  dans  l'équateur   vers  le  centre   du  sphéroïde, 

A  =  —3-  ('-  -  ;ïîJ  ^  — -  (CD  -  -,  C¥)  (f,g.  Si.). 

Si   l'on  substitue  a  zz r— ;  -f-  t~^  —  cet.  on  aura  en  série 

Azz2Trm  {  i  ~  :r-^  +  -^-^ r  +  cet.  . 

V  J  n*       '         3  71*  7  71®        '  / 

g.  3  35.  Les  valeurs  précédentes  de  A  et  P  donnent  la  pesanteur  soug 
l'équateur  et  le  pôle,  qui  résulte  de  l'attraction  du  sphéroïde,  et  qui  aurait 
lieu,  si  la  terre  ne  tournait  pas  sur  elle-même;  je  l'appellerai  la  pesanteur 
absolue,  et  la  pesanteur  relatwe  celle  qui  a  été  diminuée  par  la  rotation. 
Soient  K^onc  A,  M,  P,  la  pesanteur  absolue.  A',  M',  P',  la  pesanteur  relative, 
aux  points  A,  M,  P  {Fig.  82.),  CAzzm,  CPzzn,  CMzzr,  et  7zzi5" 
la  vitesse  de  rotation:  cela  posé  on  a  P'  :zi  P^  et  le  rapport  des  axes,  dû  à 
l'équilibre,  est  (§.  i25.) 

(i). m:f2::P:A'. 

Il  reste  donc  à  déterminer  A',  ou  la  diminution  que  A  éprouve  par  la  ro- 
tation, c'est-à-dire  la  force  centrifuge  dans  l'équateur.  Si  l'on  nomme  M  la 
pesanteur  ilu  point  M,  sa  force  centrifuge,  ou  la  pression  que  M  éprouve 
par  la  rotation  suivant  LM,  est  F  iz:  —  M  .LM  (§.  69.),  et  l'accélération 
de   cette   force  ,  /  zz  —  ^zzÏ7"LM.     Dans  l'équateur   on^a  l^Mz^CA^m, 

M  =z  A;  ainsi /se  change  en   ez=z\y^m,  et  F  en  E  zz A.     Puisque   E 

""       2  jï 'V*  m  ^  ^ 

.est  opposé  à   A,  on  a  A' :z=  A  —  E  zz  -^ A.     Si  l'on   fait,   comme   ci- 

m  ^  ^  E 

dessus  (§.  59,),  -zz  1807915   et  7  zz  1 5'' zi:  o,  000072722,  on  trouvera  -  zz 

'^.-zz'47,   donc  A':^A^Ezz^A,  et  m-.ny.^L^QV  :i^^k.    Mais  pour 
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E 

avoir  une  valeur  exacte  de  —  =:  c,  il  f^^^  égaler  g  à  l'espace  que  les  corps 
parcourraient  sous  l'équateur  en  une  seconde,  si  la  terre  ne  tournait  pas  sur 
elle-même;  cet  espace  ne  peut  pas   être  observé  immédiaienient. 

Nommons  cet  espace  G ,  et  G'  l'espace  observé  qui  est  l'accélération 
de  la  pesanteur  relative  sous  l'équateur;  désignons  par  g,  g\  les  mêmes  espa- 
ces relativement  k  un  lieu  M,  dont  la  latitude  soit  p.  Les  forces  étant  comme 

leurs  accélérations,  onaE=:  —  A,Fiz:—  M.     Ore  étant  opposé  à  G,  on 

tfA  ^  T  A  7^  m 

a   G'=:G  —  e.  donc  E  =  — 7^ — ,  et  en  substituant  ezzzf^y^m,  E  zz — -, — -r — ,. 

G'+e'      2  A  G'  2  '  sG'-f-'V^m^ 

Comme  les  observations  se  font 
ordinairement  d'après  le  tems  solaire,  il  faut  égaler  le  tems  d'une  rotation  de 
la  terre  à  23  h.  56  m.  ^s.zz  S6i6^s.:zzt^  ce  qui  donne  7  zz  — . 

La  longueur  du  pendule  à  secondes  donne  le  seul  moyen  pour  dé- 
terminer exactement  G  ou  g»  Si  cette  longueur  a  été  trouvée  par  observa- 
tion,  en  A  zz  «^  en  M  :zz  ^,  on  a  G' zz —  a,  g' =z — b;  d'où  l'on  tire  —  ou 
,  =  _2:!^_  =  -JtB_.     0rA'  =  A-E  =  A(<-lc)=4^"^:  pariant 

—z  zz  — T — -  =^  ^—z ■     Si  Ion  fait 

A'  A.at*  a  £* 

^  iz:  9r,     on  a  J,  zz  q,     et  A  zi  A'  (i  -f  9). 

g.  i36.  Suivant  les  observations  de  Bouguer  (^),  le  demi-diamëlre  de 
l'équateur  est  m  m  3281 01 2  toises,  et  la  longueur  du  pendule  à  secondes- 
sous    l'équateur,    azz:  ^Sq,ii    lignes    ou    ^-——    toises,     d'où    l'en    tire    O 

21-4:95  8640a  ^ 

Gzz21'j4,  q5  lignes  zz  — ^- —  toises,    donc 

"^  0D4-00 


G 


,    et  çr  —  o,  0034775  iz:  — ^— 


m        i3o3384:'  ^  '        ^■''  287,6 

Bouguer  trouve,  par  la  longueur  du  pendule  à  Paris  iz:44o5  57  lignes^  ç-zz ^■ 

Je  supposerai  g:iz  -— ,  ce  qui  est  sous  l'équateur  le  rapport  de  la  force  cen- 
trifuge à  la   pesanteur  actuelle  ou  relative,     d'où  il  suit  que  la  force  centri- 

ï  A 

fuge  est-—  de  la  pesanteur  absolue.     Si  l'on  substitue  maintenant  A'iz: 

289^  ...  h-î; 

dans  l'équation  (1)  (§.  i35.),   il   viendra 


(I)  Flg.  de  la  Terre,  Sect.  VI.  §.  40.  Scct.  VU,  %   32. 
(S)  /.  c.  StcU  VU.  §.  a*. 
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P 
Pour  exprimer  --    d'une  manière  plus  commode  pour  le  calcul,    faisons 

m  zz:  /i  (i  4-  ^)  j 
V aplatissement  étant  co,   et  par  conséquent  un  nombre  très -petit  dont  nous  né- 
gligerons   les    puissances    plus   élevées    que    la   seconde.     En    faisant    encore 
~  zz  X,    on    aura    a  zi:  Arc  tang  X,    et  X^  =:   —  —  i  zn  w  (2  -f-  w).     Cela 
donnera    (§.   ï3i.   134.) 

X^*         i,^       Xy'    '    "~         X-         \^       ii+w)V'    Â"a(i-fw]2— x^ 
ce  qui  étant  subslitué  dans   l'équation  (2) ,    donnera 

ï  =  -^ — ^-~ — —  ,     d'où  l'on  tirera    a:zz  — ^ — ^,   ou 

(3) ArctangXz=:i^±^^=:a. 

C-    1'  f  •*  ^  .  ,  3X  (3+2g)(3-4-X^)  .     - 

l5i  Ion   tait  azz:  — -r— r ,    on   trouvera  L  zz; ^^ .. — ^»    ce  qui  don- 

nera,  en  divisant,  et  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  «7^ X^,  L  ~z  gX-J-açX^, 
partant 

ff\  A        1  ^  (9  4-  2ûr  X^)  X 

(4)  ....  .  Arc  îang  \  =z  ^^    ,    ^      '     , 

^  °  3  (3  -+■  X=*-)      ' 

ce  qui   est  la  formule  de  M.  de   Laplace  (^).     Si  l'on  développe  Arc  tang  X 
en  série,    on  aura  l'équation 

(94-3X^')  (^X-^+^-^-f  cet.)  =  9X4-29X3, 

et  en  divisant  par  2  X^ , 

dont  les  racines  sont,  \'^z=:--^  si  ±:V(i ^^)o  ^^  ^^  ^^^^  prendre  le  sig- 
ne —  ,  parce  que  X  <^  1.     On  a  donc 

.9        f?    C             /           3o             36oo      _        216000     o         5.12060000      ^  .\? 

Xzz:—  ^1  —    I a  —  — —  cr a^  — q^  —  cet.    r  =^ 

11  l  V  7  8.49  '         16.343^  128.2401     ' 


9»  (2,5  +  5,357  .  q  -\-  '^'i  •  q"  -\~  123  .  q'^  -\-  cet.). 
I 


En   substituant    qzn-—      il    viendra    X^  zz  o,  00874^1233    donc    i  -}-  X^  zz: 


(l)  Blécan.  cél.   Tome  II.  fag.  5a. 
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(i  -f-  ^0*  ^^  X, 0087461 23  ,    ce    qui    donnera    i  -}-  w  zi:  r,oo43635  ,    et    w  ziz 

o,oo436J5iz: -.     Suivant  M.  de  Lapîace  on  a  q-zz  o,oo3ii^c)5'j  ;  ce  qui 

donne  u  zz  0,0043^492  rz —-^gv-  Ainsi  les  deux  axes  de  rellijssoïde  ter- 
restre m_,  riy  sont,  suivant  la  théorie,  dans  le  rapport  de  23o,2  à  229,2  ou 
de  23 1,7  à  23o,7  5  le  premier  rapport  est  celui  de  Newton. 

L'équation  (4)>  "î'^^  répond  à  Téquilibre,  donne  plusieurs  valeurs  de  X, 
dont  nous  avons  trouvé  la  plus  petite.  Pour  le  prouver,  faisons  AngfangXzr a, 
":    ,  ,^-i-  izc,  et  «  — azii<^^   les  racines  de  1  équation  (^  nr  o  donnant  le  cas 

I  ~p  ç  A. 

de  1  équilibre.  La  première  racine  est  X  ru  o  ,  qui  donne  a  z=  o  ,  a  zz  o,  et 
<P=ro,  mais  qui  ne  peut  pas  exister  dans  la  nature.  Si  X  est  très-petit,  a  devient 
zz:X,  donc  o>^a,  et  (J)  positif.  Si  a  estz-:45°zz  — zn  0,7854,  X  est  égal  à  l'unité, 
et  l'on  trouvera  a  zz  ^  .  1, 00076 zz: 0,75...,  donc  «<a,  et  la  valeur  de  <p  est 
négative.  L'équation  Cp  zz  o  a  donc  une  racine  entre  a  zz  o  et  azz:4'^^i  fl^i 
est  celle*  que  nous  avons  trouvée,  et  qui  donne  a  zz  5*^ 20' i4"'-  Si  l'on  fait 
azz9o'',  X  estzzoo,  ce  qui  donne  une  valeur  positive  de  (|):  d'oii  il  suit 
que  l'équaîion  (p  zz  o  a  une  autre  racine  entre  a  zz  45°  et  a  zz  90°.  On  trou- 
vera cpzzo,  si  l'on  fait  a  zz  89^ 54' 56'', 9,  ou  Xzz68o,5.  Pour  voir,  s'il  y 
a  encore  d'autres  racines,  il  faut  se  rappeler  qu'il  y  a  nécessairement  un  mw 
xbnuni    entre  deux   racines.     Or   on    trouvera    le   maximum    de  c|),    en    faisant 

~  — T7=^o,    ce  qui  donne   o  zz  X^ — ( io)x"-4-o,    dont    les  racines 

Wa  «l'A    5  /  3y  \        \1  y  I     -"  ^ 

sont  X^  zz 5±: y[  ^ h  '^)'    ou  X^=:  o,oo52  et  X^=  17^^9,344; 

et  comme  nous  ne  considérons  ici  que  les  valeurs  positives  de  X,  Xzz  0,072111 
et  Xzz  4 1,585^7,  ou  a  —  4'' 7' 28'',  3  et  azz  88^37' 21'',  Il  suit  de  là,  que  (p 
n'a  que  deux  maxima ,  et  par  conséquent  trois  racines  seulement,  X  zz  o, 
Xzzo, 09352,  etXzz68o,5,  qui  donnent  azzo,  azz5®2o'34',  et  azz89°54'57'': 
les  maxima,  pour  lesquels  nous  avons  trouvé  azz  4'*7'28'''  et  a  zz  88°  j)7'2i", 
tombent  entre  ces  trois  valeurs.  Il  n'y  a  donc  que  deux  figures  de  l'ellip- 
soide,  avec  lesquelles  l'équilibre  puisse  subsister,  et  qui  sont  déterminées  par 
le  rapport  des  axes, 

min::  23o  :  229,    et  m  :  n  ::  6Bo,5  :  1  j 
k  première  figure  est  à  très-peu  près  celle  qui  existe  dans  la  natursi 
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§.  137.  La  longueur  du  pendule  à  secondes  a  été  employée  (§.  i35.) 
seulement,  pour  déterminer  la  pesanteur  G  et  ^;  mais  cette  longueur,  ayant 
été  mesurée  avec  la  plus  grande  précision,  peut  aussi  servir  à  déterminer  im- 
médiatement la  loi,  suivant  laquelle  la  pesanteur,  et  par  conséquent  la  figure 

]y[' ji^f 

de  la  terre,  varie  depuis  l'équateur  jusqu'au  pelé.  L'équation  (§.  128.)  — 77—=^ 

?asir,»3  ,  ,        M'— A'  w  sin»  (3      ^    .  ,      ,  j^ 

! L   donne    à    peu    près    j —  zz .  Puisque  la  longueur  du  pen- 

2  771,'  A  I  -f-  2.  CO 

duie  est  proportionnelle  à  la  pesanteur,   on  aura,   en   nommant   L,   X,   X',  les 
longueurs  du  pendule  à  secondes,   sous  l'équateur,  et  sous  les  latitudes  (3,  (3', 

.        ^       ,  ,  M'— A'  X  — L  cosin'3         X'— L  co  sin' (3' 

A'  :  M'  :  :  L  :  X ,    donc  — -  :=: zz  -j     — r—  = —  *« 

T        /  a  .    n     >  T  X  sin' b  — X' sin' 3 

d'où  l'on  tirera  X  —  L:X  — L  ::  sin^S  :  sin^S  ,  et  L  =  — — — r-^  ~  ,  donc 

X-L  (X-X)sin^(3  cosin«(3  ,,    ,.,       ,      ,,         sxn«  (3  _  sm»  |3 

" zz  ,       ^  ,, — r-,~—  zz: ,     d  ou  il  resuite 

L  Xsin'|3' — X'sin'p  i -f.  2  w 

_  X  —  X'  __  '      2  (X  —  xo 


X' sin»  (3  —  X  sin' (3'— 2  (X  —  X')  ~~  X  eus  2(3' —  X' cos  a(3  —5  j^X— X') 

Si  L   est  donné  par  une  mesure  exacte,   on  a   X' zz  L,   p'zzo,  partant 

X  — L  2(X  — L) 

U)  zn — — ^— — — 1 '- . 

L  sin=p  — 2(X  — L)  L(i— .cos2(3)— 4(X— L)  • 

Les  observations  ,  faites  par  Bouguer  à  Paris  et  à  Panama  ,  donnent 
piz4^®5o',  (3'zi8°35',  Xzz44o»58,  X'iz:439,2j  donc  ojzz  - — et /7?:n::  172: 171. 
Suivant  les  observations  de  Graliam  et  de  Condamine,  on  a  (3:zi5i°3i',  (3'zz:  1*28', 
X=z44o»64,  X'z=4^9?  2^^?  partant  w  z=  —  et  tw  :  «  :  :  188  :  187.  La  lon- 
gueur du  pendule  sous  l'équateur  même,  et  à  Paris  ,  L  zz  439,21  et 
Xzz  440557»  donne   cozz  -—  et  m  i  n  :i  182  :  i8î. 

Il  résulte  donc  des  mesures  du  pendule,  un  aplatissement  considéra- 
blement plus  grand  que  celui  que  donne  la  théorie,  et  presque  le  même  que 

178 
celui  qu'on  a  conclu  des  mesures  des  degrés,  -^  (I.  §.  2i5.).  Il  paraît  donc  ré- 
sulter des  observations  immédiates,  des  degrés  et  de  la  longueur  du  pendule,  que 
la  terre  est  plus  aplatie,  qu'elle  ne  devrait  l'être  d'après  l'hypothèse,  qu'elle 
ait  été  primitivement  une  sphère  homogène.  Il  y  a  cependant  d'autres  mesure» 
qui  donnent  un  aplatissement  moins  grand  (I.  §.  192.),  de  sorte  qu'il  paraît  que 
la  nature  ne  s'écarte  pas  beaucoup  de  cette  hypothèse,  et  qu'on  ne  commet- 
tra pas  une  erreur  considérable,  en  suivant  ^   théorie  précédente. 
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§.  îSS.  On  peut  se  servir  de  la  mêrae  méthodej  pour  déterminer  la 
Ëgure  des  corps  célestes  dont  on  connaît  la  masse  et  la  rotation.  Si  l'on 
nomme  r  le  demi  -  diamètre  d'une  planète,  i  la  durée  d'une  rotation  de  la 
planète  sur  elle  même,  7  la  vitesse  de  celte  rotation,  G,  e,  Faccélération  de 
la  pesanteur  A,  et  de  la  force  centrifuge  E,  sous  i'équateur,  on  aura  (§.  i35.) 

E  <f  y^  r  ZTt^r 

---  —  —  —IT—9; 


zG- 


Gt* 


OÙ   il  faut  exprimer  t  en  secondes,  et  r,  G,  par  une  même  unité;  en   tirant 

donc  —  de  la  première   table  (§.  65.),  et  faisant  s;  ziz fS.   5q.),  r  sera 

le  demi-diamètre  de  la  planète,   divisé    par  le  rayon  de  la  terre,  qu'on  trouve 
dans  la  table  (II.  §.  i53.);  après   quoi   on  aura  (§.   i36.) 
I  4- wzzK  (i  4-2,  5.9-f-^j  ^^7  •Ç'^-i-cet.)  ,    donc    oj-izziqÇj -\-_Sq)   à  peu   près. 
Relativement    à  Jupiter,    on  a  r=io,  86i6j  ^n:  35733''  (II.  §.   166.), 

>-,  O     Q3  2     8î83  15      >       -1  .         .  TT*  .21,  7232  ,  lÔOOOOO  ,  r- 

Gr=:2,  bibJ.gii:  — :  d  ou  il   vient  ozz: ~ zzio,  OTTdS; 

°        iSooooo  '  ^  2,8183,35733*  '    J J^  f 

et   co  11:  o,  108;    donc  m  :  «  :  :  i,  108  :  1  :  :  11  ;  10. 
On  trouvera  de  la  même  manière,  pour  les  autres  planètes,   ce  qui   suit. 


r 

i 

i3ooooo  .  G 

7 

co 

m  :  n 

1?- 

9, 9831 

36960 

I,  0073 

0,186173 

0,248 

5:4 

Ui 

10,8616 

35733 

2,  8i83 

0,07745 

0, 108 

II  :  10 

c? 

0,5233 

88762 

0,  4965 

0,003433 

0,0043 

233  :  232 

$ 

0,9598 

84059 

1,0492 

o,oo332 

0, 0042 

239  :  238 

^ 

0,3837 

86731 

0,  99'^ 

o,ooi33i 

0,0017 

589:  588 

0 

111,7442 

2161020 

28,  4i33 

0,0000216 

0,  oooo3 

33334 

35333 

c 

0,27293 

236û59i 

0,  I'72I 

0,0000073 

O5O0001 

lOOOOI 

100000 

On    peut  se  servir  d'une  approximation  fort  simple  ,    en  regardant  les 
planètes  comme  des  corps  semblables,  ensorte  que,  si  la  densité  est  la  même 
la  pesanteur  g  sera  comme  les  diamètres  (§.   laS.).    Or,  g  étant  aussi  propor- 
tionnelle à  la  masse  de  la  planète,  ou  à  la  densité,  si  les  diamètres  sont  égaux; 
il  s'en  5uit,  que  1^  pesanteur  est  comme  le  produit  du  diamètre  par  la  densité. 
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Si   l'on  prend  pour  unité  le  rajon  el  la  densité  de  la  terre    on  aura  Grr/>Ty, 

y   étant    la    densité    de    la  planète,    d'où  il    vient  q-zn — ,— ■    et  w  crz  ^ 

En  nommant  f  zi:  --—  l'aplatissement  de   la  terre,    a  sa  tieiisilé,    T    la  durée 
de  sa  rotation,  on  aura 

l'aplatissement  de  la  planète,  ea  zz    -  •  —  .^. 

Si  l'on  fait   par  ex.  suivant  Newton,    relativement    à  Jupiter  ~  zz.    ■        ,    om 
'^  ^        A        4.000' 

trouvera   comme   ci-des&us,  m  :  n  t  :  10,  4  ^  9,  4  (')• 

En  renversant  celte  méthode,  on  trouvera  la  rotation  t  d'une  planète^ 
dont  l'aplatissement  w  est  donné  par  les  observations,  t  zn'V  V  ■—.  Relalï- 
vement  à  Sa  une  on  a  —  zz  o,  t  (§.  65.):  en  faisant  donc  m  ;  «  ::  11  r  1© 
(IL  §.  iQ'j.  ,ou^  1311:10,  on  trouvera  /zz:i5h.  ^Qxn.  56  s.  Suivant  Ips  ob- 
servations de  Bugge  ,  —est  iz  2  ,  d'où  cet  astronome  conclut  /  iz.  6  h.  9  m<<^ 
Le  milieu  est  10  h.  5b  m.  a  peu  près  comme  M.  Herschel  fa  trouvé  par 
ses   observations. 

§.  1.^9,  La  solution  du  problème  de  la  figure  de  la  terre,  que  nous 
«vons  donnée  par  une  méthode  sj/nthélique,  pourrait  suffire  au  but  de  cet 
ouvrage.  Je  tâcherai  cependant ,  autant  que  les  bornes  que  je  me  suis  pre- 
scrites le  permettent,  d'exposer  la  méthode  analytique,  par  laquelle  les  grands^ 
géomètres  du  tems  présent  ont  donné  de  ce  fameux  problème,  une  solulio© 
qui  ne  laisse  rien  à  désirer.  C'est  à  M.  de  Laplace  qu'on  doit  les  recher- 
ches les  plus  générales  sur  la  figure,  avec  laquelle  l'équilibre  peut  subsister 
(^jl  je  me  bornerai  à  prouver  que  l'équilibre  a  lieu  dans  te  sphéroïde  ellip- 
tique j  et  à  déterminer  le  rapport  des  diamètres  ,  la  pesanteur  aux  divers; 
points  de  la  terre,  etc..  Ces  recherches  seront  fondées  sur  les  deux  suppo- 
sitions suivantes:  que  le  solide  est  parfaitement  homogène,  de  manière  que 
®a  densité  soit  partout  égale  à  l'unité  ;  qu'il  a  été  dans  un  état  fluide,  pour 
pouvoir  prendre  la  figure  due  à  l'équilibre.  Tous  les  corps  célestes  que 
nous  connaissons,  ont  une  figure  qui  s'écarte  insensiblement  de  la  sphère, 
fie  qui  facilite   beaucoup    la  solution^   ils  tournent  sur   eux-mêmes,    et  ils  sont 


(j;  Phil.  Nat..   Prino.  Maih.  Llb .  III.   Prop.  XlX, 
(S  Mésm.  eél.  Lif.  L  Chap.  yill.  LI9.  III. 
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exposés  aux  actions  des  autres  corps.  Il  en  rf^salte,  en  vertu  de  îa  pesanteur 
universelle,  trois  espèces  de  forces  qui  solliciient  chaque  molécule  du  solide: 
i)  les  forces  centrifuges,  dues  à  la  rotation,  a)  rafiraciion  mutuelle  de  tous 
les  éléraens  du  solide,  à)  l'attraction  d'un  corps  étranger.  Nous  désignerons 
par  S'  le  point  du  solide  M  dont  on  considère  le  mouvement  de  rotation, 
par  dM  un  élément  quelconque  qui  l'attire  ,  par  S  le  corps  étranger  qui 
agit  sur  S'  ,  par  x',  /,  z' ,  X,  Y,  Z,  x,  y,  z ,  les  coordonnées  rectangles 
qui  se  rapportent  à  S',  à  3M,  et  à  Sj  nous  prendrons  pour  leur  origine  le 
centre  de  gravité  du  solide  M,  et  nous  supposerons  les  abscisses  x%  X,  x, 
parallèles  à  l'axe  de  rotation,  ensorte  que  l'equaleur  soit  le  plan  des  ordon- 
nées y,  z' ,  Y,  Z,  j,  z.  Le  solide  M  étant,  par  hypothèse,  un  ellipsoïde, 
dont  l'équateur  et  tous  les  parallèles  sont  des  ellipses  semblables,  tandis  que 
chaque  méridien  est  une  ellipse  dont  l'excentricité  dépend  du  point  oii  il 
coupe  l'équateur j  nous  aurons  à  déterminer  trois  axes,  celui  de  rotation 
nz  2a,  le  grand  et  le  petit  axe  de  l'équateur,  ^b  et  q.c,  a,  b,  c,  étant  les 
axes  des  x,  y,  z.  Cela  posé  soit  {_tig.  3^.)  G  le  centre,  P  le  pôle  du  soli- 
de M,  AB  l'équateur,  EX,  qx,  deux  parallèles  consécutifs,  CP:^«,  CB^i5^ 
CA  zr  c,   et  faisons 

,.  S}-^'    7-^^    ^■~'-^'    ^-î^'^^',  donc 

f  o  )  •  •  •  • .  s 

D'un   point  quelconque  X   sur  la  surface  deFellipsoïde  abaissons  la  perpendi- 
culaire XY  sur  le    plan   des  y' ,  z,  et  soit  YZ  perpendiculaire  à  G  A,  dono 

CZ— 2'  =  DV,     ZY—y  —  YX,     YX=:a;':zzZVz=EF, 
On  aura  dans   l'ellipse  du   parallèle  EX,  , 

VX*  =:  j  *  =  ^^  (D  E^  -  s'^)  zn  i:t^,  (GF*  —  O» 
et  dans  l'ellipse  du   méridien  A  E, 

FE^- zz  a:'- zz:  ^  (c= -~  GF=)  =:  a^  — -^,. 
La  comparaison   de  ces   deux  équations  donnera 

CF-  zzz  0-«0>"-^ii±^"  ^  (,  _|_  „.^  ^,,  _ ^..X 

d'oiî  l'on  tirera  l'équation  de  ia  surface  de  i'cUipsoïde , 
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(i) oz=x'«+  ^ — h  -^_  — û^ 

L'aire  de  l'ellipse  EX  étant  —  D E^ zzitt  (a^  —  ^'*)  l/  (i  -f-  a)  (i  -f  a^) ,  k 
solidité  du  segment  Ee  sera  -tt  (a^ —  a;'^)  Sx' ."/ (i -f  a)  (i -|- a').  Si  Von 
fait  pour  abréger, 

ip) y(i4-a)(i+a')  — S-, 

l'intégrale  de  Ee  donnera  le  segment  AeurTrô-x'  («^ =-j  ,  ce  qui  devien- 
dra la  moitié  de  l'ellipsoïde,  si  l'on  fait  xz:z.a\  on  aura  donc  la  masse  de 
l'ellipsoïde  entier 

(2) Mz=l7rô-a3. 

§.  i4o.  La  force  centrifuge  de  S',  due  à  la  rotation,  est  —  (§.  69.). 
Comme  dans  toutes  les  formules  précédentes  on  a  pris  pour  unité  la  pesan- 
teur aur  la  terre  et  son  demi-diamètre,   s;  est  environ (S.  5q.);  ainsi 

'    °  300000  ^"^       ^  ^' 

(c),..,./:i=  —  =:— ^    (§.  i35.) 

est  la  force  centrifuge  à  la  distance  :=:  i ,  et  sa  direction  est  perpendiculai- 
re à  l'axe  des  x' .  En  décomposant  donc  la  force  centrifuge  suivant  -f-  x\ 
4~y^  "4"  ^' f  et  nommant  ces  forces  A',  B'',  C,  on  aura 
I.  A':z=o,  B'rr//,  C -fz^ 
§.  i4i.  Soit  {tlg^  18.)  A  le  point  S',  2  un  élément  quelconque  9M 
qui  l'attire,  leur  distance  AsrzB/j  soient  AB,  A  G,  AD,  parallèles  aux 
coordonnées  x' ,  y',  z' ,  2X'  perpendiculaire  au  plan  BAC  des  x,  / ,  X  U 
perpendiculaire  à  AB:    cela   posé  on  aura 

.AU:=X— x',     UX'znY— /,     X'2=iZ=-s', 
Appelons  tj  l'angle  que  la  prolongation  de  As  fait  en  z  avec  une  ligne   pa- 
rallèle à  AU,   et  ô  l'angle  formé  par  Us  et  UX',  ensorte  que 

TjrziUAs,     ô=i:X'Us^     UsrzR'sinTj,     AU  — R'cos^i. 
On  aura  donc 

(3)  . , . . .  X  —  a;'  =:  R'  cos  75,  Y  —/  n:  R'  sin  y^  cos  U,  Z  —  s'  ::=:  R'  sin  r)  sin  e. 
Maintenant    on  peut  regarder    3 M    comme    un  parallélépipède    dont  les  trois 
côtés  sont  l'accroissement  de  As,   et  deux   petits^  arcs,  décrits  avec  les  rayons 
h.z  et  Us  dans   les   plans  UA^  et  X'Us:  ces  trois  côtés  sont  3R',  R'5>1,   et 
E'sinr).5^,   d'où  il  vient 
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«5  M 

aMzirR'^aR'.ôô  .a>]sinvi,  et    ^  =:  3R' .  95  .  arj  sin  n, 

ce  qui  est  l'attraction  suivant   hz  qui,  étant   décomposée  suivant  -j- ^'^  "{- y  > 

,      ,       j  ^        c  X  — 3c'     ^M        Y— ■>'     âM        Z  —  z'     dm.        ^.     „ 

-4-  s  ,    donnera    les    forces    — --, —  •  -— .. ,--  .  — ;- , — .  — r- .     Si    Ion 

R'  R^'*  R'  R '^  R'  R*  1  v^" 

nomme  A",  B",  C,  les  attractions  que  le  point  S'  éprouve  par  l'action  de 
l'élément  3 M  suivant  -|-  x',  -\- j,  -\- z' ,  on  aura,  en  substituant  les  valeurs 
(3)y^et  prenant  8R'  négativement,  parce  que  les  élémens  se  rapprochent  par 
l'attraction,  /— 

c  A.''  =:  —  aR\  a  tf .  a>l  sin  >]  cos  >i,  !B''  =r  —  aR' .  3^  cos  5 . a>ï sin^Yj, 

C  C'  zz  —  a  R' .  a  5  sin  5  .  a  yj  sin^  >]. 
Pour  trouver  lattraction  que  la  masse  entière  M  exerce  sur  le  point  S',  il 
faut  intégrer  A",  B"",  G',  trois  fois  par  rapport  à  R',  ô,  yj,  et  étendre  les 
intégrales  au  solide  entier.  La  première  intégrale  sera  prise  entre  les  deux 
points  opposés  où  la  prolongation  de  AszziR'  coupe  la  surface,  c'est-à-dire 
depuis  R' 1= -|- R/  jusqu'à  R' zz  —  R^^,  R^  étant  la  portion  de  la  corde  de 
l'ellipsoïde  par  A,  z,  qui  s'étend  de  A  par  s  jusqu'à  la  surface,  et  R^^  le 
reste  de  cette  corde ,  ensorte  que  R^  -|-  R^^  soit  la  corde  entière.  En  nom- 
mant donc  ?  la  distance  du  point  S'  au  milieu  de  cette  corde,  et  <r  la  moitié 
de  la  corde ,  on  aura  R,  m  «r  -|-  ^,  R^^  zi  (t  —  f .  Ainsi  la  première  intégra- 
tion donnera 

fTA'zz— 2(R-[-Rjaô.a>)sin>îcos>i,  i;B":i-S(R,-4-Rjaêcosô.a^sin% 
^**"  IsC'zz— 2(R,-f  Rjaôsinô.a>isin^7]. 
R^  et  R^^  sont  les  rayons,   menés   du  point  S'  à  deux  points  opposés   de   la 
surface    de   l'ellipsoïde:    on  aura    donc  pour  chacun   de  ces   points  aM,    (1) 

(S.  i3q.)  o=zX^4- 1 ,  —  a^.   En  substituant  au  lieu  de  X,  Y,  Z, 

leurs  valeurs   (3),   et  faisant  pour  abréger, 

S  COS^  Y)  A A ^      ■         —  A,  . 

[^        ,..  <  '  I  +  a  '  1  -f.  a'  » 

/  X  cosvî  -4-^^^ ~ Y  -^ '—f—  zzA,  a^—x'^ -,  -=.  H, 

la  dernière  équation  deviendra  0  zr  AP/^  —  i  AR'— -  II,    d'où  l'on  conclura 

2  A 

la  somme  dés  deux  racines ,  R^  -]-  R^^  zz  — .  Si  l'on  substitue  cette  valeur 
dans  les  équations  (5),   il  viendra 
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C  "5  A''  zr  —  2  2  -  8  ^  .  3  ->!  sin  7]  cos  >i, 
(6) <  /  A 

C  A  A  ' 

Ces  intégrales  s'étendent  des  deux  côtés  de  S'  jusqu'à  la  surface,  ensorte  que, 
pour  chaque  valeur  de  R' ,  ou  de  0  et  yî,  elles  répondent  en  même  lems 
aux  angles  ir-\-3  et  tt-J-ti:  elles  doivent  donc  être  intégrées  encore  par 
rapport  à  ô  et  v),  depuis  o  jusqu'à  tt,  pour  s'étendre  au  solide  entier.  Si  l'on 
désigne  par  $  chaque  fonction  rationnelle  de  sin  y\ ,  cos*  >] ,  sin  ^ ,  cos*  ^,. 
on  trouvera 

2  A''=:- —  ^HdùBvi  (x^  .<p  -{-/cos-)^  cos  é  .($)  -f-  /  cos  v^ .  cj)) , 
2  B"  =  —  2  2  f)  Ô  3  v)  (x-'  cos  y\  cos  Ô  .  (^ -{- y\  ip -\-  z'  cos  ^  .  (p)  , 
S  C  zz:  —  2  S  3  0  3  TJ  ^^.t'  cos  n  •  <î>  +  J  cos  5  .  (^  •\-  z  .  (^. 
Or   comme   les  intégrales    doivent   être  prises  depuis   o   jusqu'à  tt,    il  est   aisé 
de  voir,    que  25v]cos7i.(p   et  SS^cos^.Cp  seront   nuls.     En  effet,    on  peut 
envisager    ces   intégrales    comme  s'étendant    des    deux   côtés    de   l'angle    droit 
par  le  premier   et    le  second   quadrans  jusqu'à  o    et  -n-,    de  sorte   que  chaque 
angle  gu" — vp  a  son  angle  correspondant  go^-j-vp.  Or  sin  ^9o'^-[~^)=^sin  (90® — \)y), 
et   cos  (90°  ■+■  xjy)  =r  —  cos  (90**  —  v^)  ,    cos^   90**  -|-  4")  =^  ces'  (90°  —  vp  )  :    (p  a 
donc  la  même  valeur  pour  90^:+:  4",   mais   la  valeur  de  2  d t]  cos  vj .  0  ou  de 
23ôcosô.Cp,  qui   répond  à  l'angle  90*  —  xp,  est  égale  et  opposée  à  celle  qui 
répond  à  l'angle  90*4~4'>   ^1'""    il  suit  que   toutes  les  intégrales  de  cette  for- 
me se   détruisent  réciproquement.    Cela  posé  on  aura 

SA"z=— 2S.5;'aô97).Cp,  2B''=:  — 22  .j  aô3vî.cp,  2C"  =  — 22  .  s' 359-/1. 
Comme  ces  intégrales  se  rapportent  seulement  à  3M,  ou  aux  coordonnées 
X,  Y,  Z,  on  peut  faire  sortir  x' ,  y' ,  z  ,  hors  de  la  caractéristique  2,  ce  qui 
donnera,  en  vertu  des  équations  (6)  et  {J), 

C  ^  Krt  ,  ^  â^.a7]sin7]cos«7j  „,, sj)-'  9^  cos=  5,5  7]  sin-»;*! 

\SA  ZH  —  "i-x-z. ,  2-Jd  — .z. ' — , 

C  I  -f  a'  '  A 

Les  équations  précédentes  nous  apprennent  une  vérité  importante.  Comme 
A",  B'',  C,  sont  indépendans  des  axes  de  l'ellipsoïde,  a,  b,  c,  et  ne  renfer- 
ment que  leur  rapport,  a  et  a',  il  en  suit,    qu'on  peut  augmenter  à  vçlonté 
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le  sphéroïde,  sans  altérer  l'attraction  sur  un  point  intérieur  S',  pourvu  que 
a  et  a!  ne  soient  f  as  changés  ,  ou  ce  qui  revient  au  même  ,  la  grandeur 
de  la  portion  extérieure  du  sphéroïde  n'a  aucune  influence  sur  l'attraction, 
de  sorte  que  chaque  point  S''  n'est  attiré  que  par  le  sphéroïde  intérieur^  ainsi 
qu'on  l'a   vu  plus  haut  (§.   i  ^4  ). 

§.   i4'2.  Pour  intégrer  les  formules  (7),  faisons 

C         ,        ,    siii^V]   /     I        ,         I      \  2        ,     sln«y)   /  a-fa'\ 

(eos^^  +  -^  ^^-H-— ,j  OU  cos^>,  +  -^(i  +  -^j=m, 

l^    2  0 
m  et  n  étant  des  fonctions  de  >),  qui  par  conséquent  seront  regardées  comme 
constantes  dans  l'intégration  par  rapport  à  ô,  et  h^zz.{\  4-«)  (^  -{-")•  On  aura  (c?) 

d'où  il  vient 

^    d  $  I  ,  m  cos  a  5  -f-n 

S  —  n:  r-r- rr  Arc  cos . 

A  2  y  (m*  —  n*)  m  +  ncos2ô 

L'arc  précédent  deviendra  Arccosizzo,  si  ô  zn  o,    et  Arc  cos  ( — ijnrir,    si 

Ô1390*:    il  sera    donc  2  tt,    si  ô  iz.  180°  ;    d'où  l'on  conclura,    depuis    Qzizo 

jusqu'à  ô  ziz  180% 

2  —  =1  .     Or  r 

A            y  (w* — n*) 
(m  -j-  n)  (m  —  /?)  =  (  cos^  7)  -|-  —.y-  sin*  t)  1  [cos''  v)  -| r-,—  sin^  lo)  :^ 

(i  -f-  a')  {i-h  a  cos^  -.-))  (i  -f-cc")  (]  -f  a'os^  ■/)) 

_  _____  ^ 

donc  2  — •  n: 


A  1/  (i  4-  a  cos'  7))  (1  -h  a'  coi^  /])  ' 

ce  qui   donne 

(7) 2;A"=-.,r5x'.s  '"fT"''';    r-^         --^ 

•,/ (^i -+- a  cos^  /])  (i -H  a' cos»  >]) 
depuis   viziio    jusqu'à   -yîZZTr.     Si   l'on  fait     - 

(f) cos  v)  zi:  ^,  on  aura  depuis  ^  ir:  -|-  1  jusqu'à  ^  zr  —  i, 

Il  est  visible  que  A'  se  convertira  en  B'  ,    si   Ton  substituera   l'axe  des  /  à 

celui  des  s':    alors  x'  se  changera    en  /,  a  en  Z»^  (3  en  —,  7  en  —  zn  — ,    a 

(3  c         p 

30 
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en  6"  — ■  î  =: ,  «    en  --  —  \  -zz ,  ô"  en  ^— —  :    cela  fait  ,    on 

changera  B''  en  C"  par  la  permutation  de  y' ,  z,  et  de  a,  a'.  Faisons  donc 

et  désignons   par  F',  F'',   ce  que   devient  F  par  les  permutations  précédentes 
qui  changent  A"  en  B',  et  B '  en  G":  cela  posé  les  équations  (7)  (8)  donneront 

fe) i:A''=:..rô-.r'F,  SB^^n:?  "-^'^  <^' -^  ^^  F',   S  C^  =:  ^-^Î^J^  F'^ 

Les  permutations  précédentes  donneront 

j?    —  Zj (  I  —\-  et)  2j  — ; — — — tttt; : — 7 —    ;,--•■ 

y  1^1  __^I1V»  -4-— "^'^"l  T/(i-+a— a^^)(i-ha-i-(a'— a)^') 

l'aisonsi^r — ~ ~:  d  ou  il  vient  d  i^zz:         ^  ^ ' ,.  i-\-ol — 0.!-^:=: r;« 

ï^,,4..(^'^,)..-(,  4.«)    !^1^,  partant 

F  ^:  (1  -j-  '^i^  2 


(i  -Ha\|/2")s  ^r-h  a'vp^ju 
■^  1/  fî  4-  ol 

Mais  Fequaiioii  'é  r_:  — ■ — ~ — ,-r  fait  voir,  que  ë  et  vp  deviennent  en  même' 
teros  ~\- i  ou  —  î,  d'où  il  suit  que  l'intégrale  F'  doit  être  prise  depuis  vj/^z-l-r 
jusqu'à  \j>  m  —  î  ,    et  que  par  conséquent  on  peut  mettre  ^  à  la  place  de  -^f: 

d'où  il  vient 

F'  n:  (  I  -j-  a)  .5  S  ="~^  ™-Êl^-  ? ^ .    Si  l'on  fait 

(i4-^-P)2  (T4,a'^=')5 

(h)  ,  .  .  .  .  azu  \^',  a'in  X'^5  l'équation  (g')  deviendra 
F  jz:  2 -^ — TT-T^r^ — •  .-   -v,  ce  qui  donne 


(cl .  r  . 


En  substituant  cette  valeur  dans  la  seconde  des  équations  (9),  et  observant 
que  B''  se  change  en  C\  si  l'on  met  /  au  lieu  de  /,  et  X'  au  lieu  de  X,  on 
aura  les  équations  suivantes*. 

IL  S.A'zz2^§a:'F,  2B"  — 27rôy  (^^)  ,  S  G"' =:  2  tt  ô' s'  (^^\- 
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§.  143.  Si  la  planète  M  esl  un  solide  do  révoluiion  autour  de  l'axe 
CVzna,  toutes  les  ellipses,  pF.rallcIc?  à  l'équalear,  se  ckangeiont  en  cercles, 
et  Ton  aura 

bzizc,  az=:u\  a'"  r  4- a.   F  — S  -1^!-^,  "ri  ^-  f .^  —  ^  Arc  tang.  X^) 
donc  depuis  ^  m:  i  ju^-qu'à   <;  ::zi  —  i  . 

F  — —  ^("i  -LArctaug.x),  et  SA^^=:: -^^-'^^^-*^'^(X  — Arc  tangA)  (II). 
Pour  déierminér  B"  et  C'',  reprenons  les  équations  ("),  Dans  le  cas  présent 
ona  (û?;(Ç.î4i.)  A=i — ^ — :-'-i— •.  d'où  il  vient  SB"zr:  — 2/.sat>cos^f} — --— — . 

Mais    2  d 9  cos^  é  :^  ?  J  4-  ï  sin  -ip  :,-;p  "^  ^r .    donc    2]  B"  nz  ^r  .  S  ^-^— ~^  = 

-^-    ^  — —  Arc  tang.  X  t  ^_  ...  --  ™    __^  (  ""îT"      ''^    ^^^"  ^"™  V  '  ^^  ^  ^   ~ 

sTr^i'/ï-f-X*  \ 

' -j-( Arc  tg.  X  —  ï  ].     La  pesanteur  absolue  (§,  î35)  vers  le  centre, 

et  décomposée  suivant  x.  /,  z,  est  égaie  à  -—SA";  — 2B",  — SC"^  ainsi 
îes  équations  précédentes  nous  apprennent  que,  dans  chaque  rayon  du  sphé- 
roïde, la  pesanteur  est  comme  la  distance  au  centre,  01^ ,  S ,  ^)  (Voy.  §.  i240' 
A  ia  surface  du  sphéroïde  on  a  .t''  rr:  «^  j' irr  5'  n:  Z»  m  a  k  (1  -}-"  ^0'  ainsi  la 
pesanteur  est  au  pôle  n:  - — -4^——    (X  —  Arc  Ig.  X),    et  sous  l'équateur  rr 

Î2  TT  a  (r-l- X')  3    /  .  ,       ^  X      \  .         ,  r  -,  .      ,,  ,  , 

^'^ —(Arc  ta;.  X  —  • r    ,    ce  qui   est  partaitement    d accord   avec  les 

A^  V  i-HXV  .  , 

formules  que  nous  avons  trouvées  par  la  première  méthode  (§.  ]3i.  i34.), 
dans  lesquelles  m,  n,  l,  sont  les  quantités  que  nous  avons  désignées  ici  par 
è  —  a  y  (i  4-  X*),  a,  et  V  (Z>^  —  a')  —  \a. 

Si  le  solide  est  une  sphère,  on  a  (a)  (§.  iSg.)  p=:7:zzi,  Xzno,  Am, 
ce  qui  change  les  équations  (7)  en 

SA"  zz:  —  Q-nt  x  .  S(9>i  sin  7)'cos"  f\  zzz  1^  x'  .  2-^'"  3  ^  rz  |  tt  a;' ^^  Jir  —  'I'^t  «'  • 

4 

:s  B''  =—  iy.  2  aa  cos^^ .  ^^.  û\\\  —  tt/.  sa^'  ^i  —  't) = -tt/''^'  (i  —  \  f)  ^—l-rvf, 

S"   O"   *■     TT-    -r' 

2d  Li      ~TTZ. 

3 

La  pesanteur  à  la  surface  est  donc  ^Tra.  Or  la  masse  de  la  sphère  étant 
M-zn^Tra^,  la  pesanteur  est  partout  —,  comme  si  la  masse  entière  était  réu- 
nie au  centre» 

§.   i44'   Désignons    par  S  la  masse    d'un  corps   étranger,    par  x^  y,  z, 
ses  coordonnées,    par  R,  R'',   sa   distance   au  centre   de  gravité  M,  et  à  un 
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élément  quelconque  S',  sur  lequel  il  agit,  et  dont  la  dislance  au  même  cen- 
tre est  /:  cela  posé,  les  forces  accélératrices  que  S  exercera  sur  S'  suivant 
-i-^f  ~\-J>   H-^^  seront 

^..^  S^^^     p.,^  m-yl^   C-zz  -^\T/\  et  l'on  a 

Puisque   les   quantités,    marquées    d'un    trait,    sont  très-petites    par  rapport  à 

celles  sans  trait,   on  aura  à   très -peu  près 

I    I     /    j^  5  [X  x' -h  y  y^ -^  ^  z')\ 

R^  ~  R3  V  ^  "^  R^         y* 

Comme  nous  ne  considérons  ici  que  le  mouvement  de  l'élément  S'  relative- 
ment au  centre  de  gravité  M,  il  faut  retrancher  des  forces  précédentes,  cel- 
les que  le  centre   de  gravité   éprouve   suivant    les  mêmes  directions,    et  qui 

Sx         S'y         S  Z  -r,        n   •  1 

sont   -^^.    — ^,    — -r.     En  faisant    donc 

S 
(0 —  =  T,  on  aura 

III    Af^'  iz: T  ^.  ^  ^  ^"^ ^' "^-^ -^^ "*"  ^  ^'^       x'  ?     B^'  — T^^^^''^'"^-^^'^^^'^       ;-^J^ 

i  R2  y  l  R2  J^3> 

r^u rp  S  ^  =^  (^  ^'  -+■3'/  -*-  25  z')  ,  > 

c  -1^ ^ z^. 

§.  145.  Si  on  rassemble  toutes  les  forces  I,  II,  III  (§.  1^0,  1^1.  i44-)^ 
qui  sollicitent  l'élément  S'  suivant  -\-x'f  ~\- f  i>  -\- ^'  ?  on  aura,  en  faisant 
XX  ^yy  -\-  zz'zizu, 

IV.  Azz.7rôVF  +  T('^-a;'),   B=z(/-T)/-|- ^ttS/ (^^I^j +  il^u, 

c=i(/-T)/+  .^ô-.'  (iÇ^^)  -f  i^ ... 

Nommons  p  la  pression  hydrostatique  que  félément  S'  éprouve  par  le  flui- 
de qui  l'environne,  et  envisageons  S'  comme  un  parallélépipède  dont  les  trois 
côtés  sont  dx',  dy,  d2' ,  ensorte  que  ^' zizd x' d  f  d z\  La  pression  hydro- 
statique étant  perpendiculaire  et  proportionnelle  à  chaque  face  de  l'élément, 
le  côté  de  S'  le  plus  proche  du  centre  de  gravité,  qui  est  perpendiculaire 
à  x'  et  égal  à  d y  d z' ,  éprouvera  la  pression  pdydz'  suivant  -\- x' , 
et  le  côté  opposé  éprouvera  la  pression  p' d  y'  d  z'  suivant  — x/ ,  p'  étant 
ce  que  devient  p,  si  x'   croît  de   dx,  ou  p^-zzp-\-  [-7—,]  ^  ^''    La    différence 
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entre  ces   deux   pressions   donne  la   pression  suivant  — x'zz.  i — -A  dxdf  dzzzi 

(— ,  )  S:  d'où  résulteront  les  forces  accélératrices,  f— ,].  ( — ^).  ( — -A» 
suivant  — x,  — y,  — z'.  Dans  le  cas  de  l'équilibre  ces  forces  doivent  être 
égales  aux  forces  A,  B,  G ,  suivant  -\- x' ,  -\-y',  -\- z  ,  ce  qui  donne  les 
équations  suivantes, 

Si  on  les  multiplie  respectivement  par  dx,  dy',  dz,  et  qu'on  les  ajoute  en- 
semble ,  en  observant  que  p  est  fonction  de  x' ,  y,  z,  et  par  conséquent 
dp  zn  (t:^^}  ^■^■'-f-  (  7~v)  ^y  H~  (t"?)  ^ --f  ^^  ^"'"^  féqualîon  dpziL  Adx  -\- 
h  cf y'  -\-  Cd z'.  Rclalivement  à  un  point  dans  la  surface  du  sphéroïde,  la 
pression  p  doit  eue  nui'.e:  ainsi  on  aura  o  ::::::.  A d x^ -[- B d y' -\~  C d z' ,  et  en 
substiiuant  les  valeurs   IV, 

les  termes  suivans  n'ayant  point  le  facteur  x' dx',  y' dy' ,  ou  z'dz'.  Or  le 
point  S'  étant  supposé  à  la  surface  du  sphéroïde,  il  est  assujéti  à  réquation 
(i)  (§.   ii9.),   dont  la  différentielle  est 

Si   on  fait   pour  abréger 

réqualim  (lo)  deviendra 

o^nx  dx  -\-  —  y  dy  -\-  -~  z'dz-\-  cet. 

ce  qui  étant   comparé  avec  l'équation   (ii),   donnera,   en  égalant   séparément 
les  coefficiens  àe  y  dy'  et   de  z'dz!,  les   deux  équations  suivantes, 
(12) L=:(i+X=^jM,     L  =  (i  +  V^;N. 
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§.  146.  Si  on  veut  appliquer  les  formules  précédentes  à  la  Lune,  S 
est  la  masse  de  la  terre,  R  la  distance  de  la  lune  à  la  terre,  et  cette  ligne 
ne  s'écarte  pas  sensiblement  de  l'équateur  lunaire  ,  ou  du  plan  des  y,  z, 
parce  que  réquatcur  de  la  lune  coïncide  à  très- peu  près  avec  son  orbite. 
En  prenant  donc  pour  l'axe  des  y  le  rayon  de  la  lune,  qui  est  dirigé  vers 
îa  terre,  on  aura  jn^R,  et  :r  =  .^==o,   ce  qui  change  L,  M,  N  (k)  (§.  i45.),  en 

Lzi:2trô-F-T,  Mrz/4-2T+2Trô-(^p),  N  =/-- T -f- a^rô' (^,-j. 

Puisque  la  rotation  de  la  lune  a  îa  même  période  que  sa  révolution  autour 
de  ia  terre,  les  forces  centrifuges,  ducs  à  ces  deux  mouvemens,  seront  égales 
à    la    même    distance   R:    donc,    la  première    étant /R,  et  ia    dernière—, 

on  aura 

f— zrT  f/V     La  substitution  de  cette  valeur  donnera 

L  =  2^ÔF-T,  M-3T  +  2irô-(^^^),  N  =  2 tt ô' (^^^') ; 
ainsi   les   équations  (12)   prendront  la  forme 

(i3) , .  . . .  2'7r5F  =  2xô(i  -f  X^)  (~^^  4-  (44.3X^)T, 

(,4)  ,  . .  .  ,  ^-rrôF- 2^5(i+X'^)  (^]  4-T. 

îi'intégration  des  fonctions  ^A~~T'-r')»  (~Yy7~)  '  ^^t  singulièrement  facilitée 
par  la  considération  que  l'aplatissement  de  la  lune  est  si  petit,  qu'on  peut 
négliger  les  produits  de   a  et  a.     Cela  posé  on  aura  (§.    i4^-  (g)) 

^^\^  2/3  10  3  i> 

Si   on  substitue  cela    dans  les  équations  (i3)   (r4),  elles  deviendront 

87rôX^=i(6o-4-45X=^)T,    et  SttôV^'zziST. 
Puisque  ô'  est  multiplié   par  X^  ou  X'%  et  que  les  puissances  plus  élevées  &e 
X  et  X'   sont  négligées  ici,  il  faut  faire  ô"  n:  i   {à)  {$.    iSq.),   d'où   il  viendra 


\ 
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•  8  7r--45T'  87T* 

c. 

Si    or.   suhstilue    la   masse    de  la  lune,    M  zr  iivSa^    (§.   iSg.   (2)),    T  =z  — ^ 
(§.   i44-   CO)j  s^  qu'on  fasse  pour  abréger, 

S  R 

~  zizm,  —mn,   il   viendra 

^  ,2 ="'^  -./a  _  ^  ^ 

A    — —  ,  A     —  - — -, 

Or  on  a  «=: (II.  S.  2i4- 2i5.)j  mizzn^  {§.63.),  partant  ân^.rr  3r24S583: 

0,27295 

d'où   l'on  tirera 

X^izzazn — ——--•=1:0,0000734^67, 

21247413  ;   -I      y 

X'^  zi:  a'  zz:  —  n:  o,  ooooi8354-2. 

4 

Mainfenani   il  faut   se  rappeler    que  (§.    iSg.  (a'^)   a  zn — ,    a' =z  - — -— , 

^,     .       .,         .  .  r  &»-C=»__   (&-rc)(&_o)  ^'\       ,,  û^'    / 

O  OU    il    vient    a  — azz-azz.  r — —  ^ ,     ou    a    très -peu    près 


b  —  c 


■^  a  zn  ,  partant 

8  c        "^ 

h  —  c         i5m         i5S       a^  -^ 
zzr  —  •  ■ —  =1  —  •  —  •  —  zz:  o,  ooooanoJia  ; 

a  4      n3         4      M      R«  '  i  ^ 

ce    qui  est  l'aplatissement  de  l'équateur   lunaire.  On  a  de  plus  azz:^— — ~^\f 
donc  à  très-peu  près 

h  —  a         a  T^m.^  —  ^         ^^  X      h  —  a 

zz:  —  zn  0,0000007000  et    zz:  —  zz:  — -  • zz:  o,  oooooqt  77; 

a  2 :'  ^  a  £         4         2  -J  i  i} 

ce  qui  est  l'aplatissement  de  l'axe   de  la   lune,  relativement    au  diamèire    de 

l'équateur,  qui  est  dirigé  vers  la  terre,  et  à  celui  qui  passe  par  ies  bords  du 

disque    lunaire  (Voy.  §.   ii3.)j  le  premier  est   quatre  fois   plus  grand   que  le 

dernier.  Il  en  résulte  que  l'aplatissement  de  l'équateur  lunaire  est  trois  quarls 

de  celui  de  l'axe  relativement  au   plus  grand   diamètre  de  l'équateur,  el  trois 

fois  plus  grand  que  l'aplatissement  de  l'axe  par  rapport  au  plus  petit  diaiiiè- 

ire.     L'analyse  précédente   suppose,    que  la  lune  a  été    une   masse  fluide  et 

homogène  au  commencement  de  sa  consolidation  ou    crystallisaîioni    mais   on 

a  vu   dans  le  Chap.  V,  que  suivant  les   observations,-    la  lune  est  beaucoup 

plus  aplatie  que  suivant  cette  hj'^pothèse. 

%.   147.  L«i  figure  de  la  terre   dépend  de  sa  rotation  seule,  parce  c^xxq 

la  masse  de  la  lune  est  trop  faible,  pour  alonger  le  sphéroïde  terrestre  d'une 
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manière  sensible.  Il  faut  donc  faire  T  ziz  o  dans  les  formules  précédentes, 
et  supposer  que  la  terre  est  un  sphéroïde  de  révolution;  ce  qui  donne  azz«', 
ô'=  1  i-  a=:  1  H-  X^-  (§.    143.),  et  (§.   i46.) 

/d.FX\ 

Ainsi  les  équations  (12)  donnent  aTrFzzy-j-aTr^i -j-X^j  (-rr-jj   ou  en  faisant 

Maintenant  il  faut  se  rappeler  {^.  142.  {g)),  que  F  est  une  fonction  de  X 
et   de  X',  d'où  il  suit  d¥  zn  (  —  j  d\-[-  (  w)  ^"^'^  *^^  ^^^^^   ^^  cas   présent  où 

X'  est  égal  à  X,  dYzno.  (-— )  dX.  En  désignant  par  G  ce  que  devient  F, 
si   X'zzX,  on   aura  relativement  à  la  terre,  3Fzr  [-r-r-]  3Xir:2  (tt)  ^^5   ^^ 

(^)  ^^  =  i  (^)  ^^'  or  (~)  =  ^  +  ^Q--  "'où  il  résulte  pour  le  cas 
que  nous  considérons, 

llH)  —  c  -L-  f^-^^  —  —   ^^-^-^^ 


d\  J             1^  2  v^X/        2X   V   5X 
Nous  avons  déjà  trouvé   (§.  i43.)  G  m -(  1  — T  ^^^  ^S-'^)j   ^'^"  ^'on  tire 

/^.GX'\  _  2X— 2(i4.X')  Arc  tg._\  /^.FXA  __  X  — (i +X' .  Arc  tg.  X 

V~^>r/  ~"  X=  (i  4Ôr»)  '     ^     (^   ^  X  /  ~~  X^'  (I  -h  X=)  * 

«e  qui  étant  substitué  dans   l'équation   (î5),    donnera 

o  zz:  r  X3  e  -[-  3  X  —  (3  -]-  X^)  Arc  tang.  X,    d'où   il  suit 

(i6).....Arctang.  X=z   -^-^^-^, 

la  même  équation  que  nous  avons  trouvée  par  la  méthode  précédente  (§.  i36. 
(4)),    g   étant  ce    que   nous  avons    désigné    ici   par   e.     Il  s'en   suit    (§.    i36.) 

§.  148.  Les  forces  A,  B,  C  (§.  i45.  IV.),  qui  sollicitent  chaque  élé- 
ment suivant  -|-  x',  -\-  y ,  -|-  z ,  éiant  prises  négalivement,  donnent  la  pe- 
santeur de  cet  élément  suivant  — x' ,  — y,  — z .  On  aura  donc,  en  faisant 
T  zz:  0,  la  pesanteur,  altérée  par  la  rotation,   suivant  — x' ,  < — y',  — z'^ 
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=-A=-a7r(i+X=)a;'F,      ~  B  =  -//»- 2  tt  (i  +  X')/ (i^l^^  , 

Ces  forces  étant  multipliées  respectivement  par  les  coordonnées,  suivant  les- 
quelles elles  agissent,  leur  résultante  vers  le  centre  sera  aussi  proportion- 
nelle à  la  distance  du  centre:  d'où  il  suit  que,  dans  chaque  rayon  du  sphé- 
roïde, la  pesanteur,  altérée  par  les  forces  centrifuges,  est  également  propor- 
tionnelle à  la  distance  du  centre  j  ainsi  qu'on  l'a  vu  précédemment  (§.  124.)» 
Pour  déterminer  la  pesanteur  au  pôle  et  dans  l'équateur,  on  fera  x' zzLa, 
y  =:  2' m  3  zz:«  K  (i -j- X^),   ce  qui  donne  la  pesanteur 

au  pôle    Pzr  —  a-rr  (i -|- a)  «F,     et 
dans  l'équateur,    Q  =  —  a  V (i  +  a)  .  $/-[-  27r  (i  -f  a)  (^-^^  X- 

Dans  un  autre  point  quelconque  M  {Fîg.  32.)  la  pesanteur  ;?  a  la  direction 
de  la  normale  ME.  En  nommant  donc  MEzz:m^  la  pesanteur  suivant  PC 
ou  MKznx,  sera-— -;  mais  elle  est  aussiizr— A,  donc;?— — 27r(i-}-a)i^.F.  Ona 

"— ^I^'~  dy'cosa''    ^'  ^^^^*    ^^  hauteur  du  pôle   du    lieu  M, 
x^  ZZL ,     partant  — .  =:  —  -re- 


partant — —r-  =  —  — —  ,     et  M  — 


i-f-a  '^  à  y'  i-+.a'  ~  (i  4- a)  cos  ^'    - 

yf  ^p-  Q/ 

En  substituant  a;  z=  EE  tang  8''=:  •^- — -— ,    on   aura 

I  -f-a   ' 

•«   =7 — \ — Va — 5  ^^^  1'  Vient  Y    :=::  ^        ^ — i,  yrr.    >        ^ — 7: ,  et 

"  —  "77 ToTT  "      On  a  donc  p  =:  —  — ; — '^         ^  --  F. 

Si  l'on  substitue   maintenant    (§.   147O 

VnuC—       a(X  — Ar-tg.X)        /a.FX\       X  —  (n- X=)  Arc  tg.  X      .,     .      , 

J^   ou  (j  —  —  — — -~ ,       — __    — _ — ^^  ^  ^    ^-- — 1~,  il  viendra 

-^  V  '^  >^  /  X^*  (i  4-  x^;  ' 

r>         4-'"'  (i  +  «)  a  /.  .  V 

P  =  L__^(X^  Arc   tg.  X), 


Qz=:«y(i-|-a).   5f^[(x-fx^)  Arc  tg.  X -~  X] -/ ?  , 


27r 

4  TT  Ci  -f.  a)  a 
P  -  TT-TTZrTZ;.:.--.    U  -  Arc  tg.  x  >  . 


Maintenant   il  faut  se  rappeler  que  p,    étant  donné  par  A,    est  la  pesanteur 

31 
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absolue,  parce  que  la  rotation  n'a  aucune  influence  sur  A:  la  force  centri- 
fuge qui  est  suivant  CK=:^y^  diminuera  donc  la  pesanteur  p  suivant  EM 
àefy'cosÇtj  d'où  l'on  conclura  la  pesanteur  altérée  par  la  rotation, 

p'znp  —fy'  cos  (3'  —  _Jl±fii--    5  tr  (^  —  Arc   tg.  X)  —/cos^  p'  \  . 

Si  l'on  nomme  l  la  longueur  du  pendule  à  secondes  sous  la  latitude 
p',  l'espace  que  la  pesanteur  p  y  fait  parcourir  les  corps  graves  en  une 
seconde,  sera  ï 'tt"  /  (§,   i35.),  et  le  même  espace  est  pg:  on  aura  done 

pzzz zn  .^      ,  \ —77^   {  X  —  Arc  tg.  X  }  . 

^         zg  X^y  (i -f-acos2  jy) 

5  f         6  TT^ 

Si  l'on  substitue  {$.i^'].[l:)^7r  — — — ^(§.i4o.(c)),  la  dernière  équation  donnera 

let^X^V^i  -f-acos^  p')=i:  i2(i  -f-  a)a  (X  —Arc  tg.   X), 

d'où  il  viendra  par  l'équation   (i6;  '§.    j470» 

(1 8) / e  ^=  (3  -f  a)  y  (1  -f  a  cos'  p'}  —  4  (i  -|_  «)  ^  (3  —  2  e). 

La   différenlielle  de  l'arc  elliptique  du   méridien  est 

^           -«x                    Mm,                        â  y' 
dsz=:Mm-=z  —- — dL.  ,  et  l'équation 

sin  Mm  IX  sm  [:>'  ^ 

,    y  =  -TT-^^-TTTT^-ï^  ^°^^-^  ^/  =—  Vrz^ Tr-TTT-  »  ^ 0"  il  Viendra 

t/  o    ___   — — -- —  • 

(î  -f  a  cos^'p'jg 

©r   la  longueur   d'un    degré   du  méridien    est    5'  r=  —,  •  —  ,    d'où   l'on  tirera 

^  -  TT  (i  -+-  oc)  a  /IN  180,,,  5  ^,  I 

/  -"    o    ,   1     '  --i^/Vi  °^  (1  -f-  «)  «  ~  —  s'il -{-a  cos^  PO  ^  . 

Si  on  substitue  cela  dans  l'équation  (18),  elle   deviendra 

•rr  / e  i®  (3  -[-  a)  zz  720  5'  (3  —  se)  (2  -j-  a  con^  (3')  ,    d'où  il  viendra 

2î6o  s' (î -f- a  cos^  (3')  .  ,      N    ,«        /     \ 

e:rz  —r-rrz ^ 7-: — r, — ; — — î-^nr,    et  en  substituant  (17)  (§«   la^O» 

a  6  a»  1080  S'' (i-f.acos=p') 

5  36    ~"  TT  U*  (3  -f-  a)  4-  î4/j.o  /  (i  -facos=j3')  ' 

SI  on  dispose  celte  équation  suivant  les  puissances  de  a,  elle  deviendra 

€3U  en  ktsarit  pour  abréger, ,—-  ziz  n. 
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0~3i5w— -21  < 1-(4  "="i5  cos^'  ^')  n>a  -\~ji  -\-  J2.  (6  —  'J  cos'  p'  )  /i  >  a^. 

Si  on  donne  à  celte  équation  la  forms   o  3:  a'^ — -Aa-j-B,    oa  aura 


I  -|-  l'i  (6  —  7  cos"  p  )  u 

3 1 5  Ti 


•5.- 


3 -f- ï2  (6  —  7  cos=  [3')  n  * 

En  prenant  pour  base  îa  mesiire  qui  donne 

5' zz  57074  toises  et  Izz.q/^o^G']  lignes  zi:o,5ï  teises  sous  la  latitude  ^'ziz^^S^So^ 

la  durée  d'une  rotation  de  ia  terre  étant  ^  zz  86i64  sec.  (§.  i35.},  on  trouvera 

n  zz  Oj00oo52343i6j     donc  A  zz  !, 90279745     B  zz  0,0164574^3,    et 
(»  izV  zz  05 0086888  j    ce  qui  donne  raplalissement  de  la   terre 

précisément    comme    par  la   métliode   précédente    ($.  i36.).     Ce    résultat   dé- 
pend en  même  tems  de  la  mesure  des   degré»  et  de  la  longueur   du  pendule» 


LIVRE    V. 

DES  PERTURBATIONS  DES  CORPS  CÉLESTES, 


CHAPITRE      L 

Introduction, 

%.  149.  -Lies  hypothèses  doivent  être  fondées  sur  un  certain  nombre 
d'expériences  ou  de  faits,  qu'on  peut  regarder  comme  les  données  d'un  pro- 
blème dont  l'hypothèse  donne  la^solution.  Ainsi  chaque  hypothèse  est  juste, 
en  tant  qu'elle  satisfait  aux  expériences,  sur  lesquelles  elle  est  fondée^  et  elle 
îie  peut  induire  en  erreur,  que  dans  le  cas  où  elle  est  appliquée  à  d'autres 
expériences.  Mais  comme  son  utilité  est  proportionnelle  au  nombre  des  phé- 
nomènes qu'on  peut  expliquer  ou  calculer  par  son  moyen,  il  est  naturel  de 
lui  donner  la  plus  grande  étendue  possible,  en  l'ajustant  successivement  à 
d'autres  observations  -,  et  cette  opération  servira  à  déterminer  le  vrai  sens 
d'une  hj^pothèse ,  et  à  estimer  sa  valeur  par  le  nombre  plus  ou  moins  grand 
des  observations,  auxquelles  elle  pourra  être  appliquée.  Cette  opération  conduira 
souvent  à  des  observations  qui  d'abord  paraissent  renverser  entièrement  l'hy- 
pothèse, parce  qu'on  ne  l'avait  pas  comprise  parfaitement,  ou  qu'on  ne  savait 
pas  l'appliquer  duement;  mais  les  mêmes  observations  serviront  à  aprofondir. 
le  véritable  esprit  de  l'hypothèse,  et  à  apprendre  la  manière  dont  il  faut  fap- 
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plîquer.  Il  est  arrivé  plus  d'une  fois  en  astronomie,  que  les  observations  qui 
avaient  d'abord  fourni  matière  à  des  objections,  se  trouvèrent  à  la  fin  si  confor- 
mes à  l'hypothèse,  qu'elles  en  donnèrent  de  nouvelles  preuves.  On  se  rapel- 
lera  ici  les  phénomènes  du  mouvement  de  la  teiTe. 

Telle  a  été  l'origine  de  la  plupart  des  hypothèses  astronomiques;  et 
l'esprit  humain  n'aurait  fait  aucune  découverte,  s'il  avait  dû  d'abord  tenir  compte 
de  toutes  les  expériences,  que  l'hypothèse  devait  expliquer  un  jour.  Il  vient 
de  là,  que  des  découvertes  et  des  hypothèses  qui  supportent  les  épreuves 
les  plus  rigoureuses ,  sont  extrêmement  rares ,  et  qu'elles  ne  doivent  leur 
existence  qu'à  l'esprit  philosophique  qui  ne  perd  jamais  de  vue  la  grande 
et  simple  marche  de  la  nature,  sans  se  laisser  égarer  par  les  petites  ano- 
malies qui  environnent  l'objet  principal  comme  un  brouillard.  Peut-être 
Newton  n'eût  jamais  découvert  la  grande  loi  d'attraction,  s'il  eût  d'abord 
cherché  une  hypothèse  qui  satisfît  au  détail  le  plus  minutieux  des  observa- 
tions, ou  qu'il  se  fût  proposé  la  solution  du  problème,  renfermant  les  orbites 
compliquées  des  planètes,  avec  toutes  leurs  anomalies  et  perturbations.  En 
faisant  d'abord  abstraction  de  ces  anomalies,  et  ne  considérant  que  le  mouve- 
ment elliptique,  il  simplifia  le  problème^  et  la  simplification  ouvre  la  carrière 
des  découvertes.  Le  mouvement  elliptique  des  planètes  le  conduisit  à  la  dé- 
couverte de  la  force  attractrice  du  soleil,  les  ellipses  des  satellites  indiquèrent 
l'attraction  des  planètes;  et  la  combinaison  et  l'application  de  toutes  ces  for- 
ées dans  leur  plus  grande  étendue,  servirent  à  expliquer  le  déplacement  et 
-  les  perturbations  des  orbites  de  la  lune  et  des  planètes,  ou  leurs  écarts  de 
l'ellipse.  C'est  ainsi  que  les  perturbations,  et  les  écarts  des  lois  de  Kepler, 
qui  semblaient  être  contraires  à  la  loi  ^attraction  du  soleil,  fournirent  la  plus 
forte  preuve   de   la  gravitation  universelle. 

§.  i5o.  On  a  vu  dans  le  Lii^re  II,  que  chaque  planète  décrirait  autour 
du  soleil,  et  chaque  satellite  autour  de  la  planète  principale,  une  ellipse  sui- 
rant  les  lois  de  Kepler,  s'il  n'était  sollicité  que  par  des  forces,  dirigées  vers 
son  corps  central ,  et  réciproques  au  carré  des  distances.  Mais  dès  que  la 
planète  éprouve  d'autres  forces,  qui  changent  la  direction  ou  la  loi  de  la 
orce  centrale,    le  mouvement  elliptique  doit  nécessairement  être  dérangé t   et 
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ces  écarfs   des  lois   de  Kepler,  qui  sont    une   suite   nécessaire   de  î'aHraetîoîi 
mutuelle  des   planètes,   seront   le  sujet  du  livre  présent.     Newton  exposa  les 
principes  généraux    de  cette  application   de  sa  théorie,    principalement   à    la 
îunej    mais  la  solution  du  problème  en  détail,    et  le  calcul  complet  des  per- 
turbations,  ont  été  réservés  à  la  dernière  moitié  du  dix -huitième  siècle.     Les 
plus  grands  géomètres   de  cette  époque  sont  parvenus,  par  l'analyse,  à  déter- 
Hiiner  les  perturbations  mutuelles  des  corps  du  système  solaire,  avec  une  pré- 
cision qui,    à  l'égard  de  la  théorie,    laisse  peu  à  désirer,,     Les  formules  que 
l'analyse  a  fournies,    sont  composées  de  divers  termes,  proportionnels  aux  si- 
nus de  certains  angles  ,~  ou  à   ces  angles  mêmes.     Les  termes  de  la  première 
classe  ont,    suivant  la  nature  des  lignes  trigonomètriques ,    des  périodes,  dans 
lesquelles  ils  parviennent  à  leur  plus  grande  et  plus  petite  valeur,  et  devien- 
nent nuls,  pour  commencer  derechef   à  croître,   sans  cependant   franchir    une 
sertaine  limite,    ensorte   qu'ils   ne  peuvent  jamais  s'accumuler,    et  qu'au  bout 
de  milliers  d'années  ils  ne  seront  pas  plus  considérables  qu'aujourd'hui.   Leur 
découverte  supposant  donc  des  observations  très-exactes,  elle  ne  pouvait  être  que 
l'ouvrage   de   l'astronomie  moderne,    à  moins   que   ces  irrégularités  ne  soient 
fort   considérables,    comme   celles    de    la   lune,   qui  étaient  bien  connues  des 
anciens.     Les  autres  termes ,   qui  ne  sont  pas  proportionnels  aux  sinus ,  mais 
aux  arcs,  ou  au  tems  dans  lequel  ces  arcs  sont  décrits,  n'ont  point  de  période, 
et  s'accumulent  sans  cesse.  Dans  des  observations,  éloignées  d'un  petit  nombre 
d'années,    ces   perturbations    progressives  se    confondent   avec  celles  qui  sont 
périodiques,    mais  à   la  longue  elles  s'en  détachent  de  plus  en  plus,   et  finis- 
sent par  se  distinguer  tellement  qu'il  est  impossible   de  prendre  les  unes  pour 
les  autres.     A  l'instar  du  moyen  mouvement,  elles  seront  déterminées  par  la 
comparaison    d'observations    lort  éloignées,    quoique  moins   exactes.     Tel  est 
particulièrement    le    mouvement   des   apsides  et  des  noeuds  de  toutes  les  pla» 
îiètes ,    qui  monte  à  plus  d'un   degré  en  cent  ans.    Les  observations  de  plusi- 
eurs siècles  indiqueront  donc,    si  le   changement  de  la  longitude  des  a^phélies 
et  des  noeuds  est  conforme  à  la  rétrogradation  des  points  équinoxiaux,  ou  si 
les  apsides  et  les  noeuds   ont  un  mouvement  propre.     Les  observations  suffi- 
ront donc,    pour  déterminer  exactement  ces  perturbations  progressives,  et  la 
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théorie  n'a  qu'à  les  expliquer;  elles  sont  cependant  d'un  grand  usage,  même 
pour  les  perturbations  périodiques,  parce  qu'étant  faciles  à  observer,  elles  ser- 
viront à  délerminer  les  coefficiens  constans,  les  masses,  etc. 

Mais  si  les  coefficiens  sont  donnés  de  celte  manière  par  observation, 
lajbrme  des  équations  qui  renferment  les  perturbations  périodiques,  ne  pour- 
ra être  détei minée  que  par  la  théorie j  et  cette  forme  est,  dans  le  cas  même 
ou  les  coefficiens  sont  inconnus,  très -importante  pour  la  détermination  empi- 
rique des  perturbations.  En  nous  faisant  connaître  les  argumens  dont  elles  dé- 
pendent, elle  donne  une  règle,  suivant  laquelle  les  observations  doivent  être 
dirigées;  elle  nous  apprend  la  période  de  chaque  inégalité,  et  par  conséquent 
l'époque  et  la  situation,  dans  laquelle  elle  est  la  plus  grande  et  la  plus  facile 
à  observer j  elle  fournit  le  moyen  de  séparer  une  perturbation  de  Vautre,  et 
de  les  déterminer  séparément  par  observation. 

§.    i5i.  Les    inégalités    progressives,    ou   proportionnelles    aux   arcs    et 
au  tems,   sont  ordinairement  si  petites,  qu'elles  ne  deviennent  sensibles  qu'au 
bout    d'un    ou  de  plusieurs  siècles:    d'où   il  vient    qu'on  indique    leur  valeur 
pour  cent  ans,   et  qu'on  leur  donne  le  nom  ^équations  séculaires.  La  position 
des  noeuds  et  des  apsides ,    l'excentricité  et  l'inclinaison ,  enfin    tous  les  élé- 
mens   à  l'exception    de   la  distance    moyenne,    ont    des   équations    séculaires. 
Cette  distance  même.,   le  grand  axe,  ou  ce   qui   revient  au   même,    le    moyea 
mouvement  ou   la  durée  d'une  révolution,  de  la   lune,    parait  aussi    être  assu- 
jéti  à  des   variations,  proportionnelles  au  tems  (IL  §.    190.)  5    et   cette  inéga- 
lité   du  moyen  mouvement   est   ce  que  les  astronomes    appellent    proprement 
Vèquation    séculaire.     Le    mouvement    de    la  lune    ne   diffère    pas    de  ce! ai   des 
planètes,  ei  est  soumis  aux  mêmes    lois.     Une   équation  séculaire  ds   la   lune 
prouverait  donc  l'existence  d'une  inégalité  analogue  des  autres  planètes,  qui, 
en   s'accumulant    sans  cesse,    devrait    être    sensible    depuis  longtems ,    surtout 
dans  les  orbites   de  Jupiter   et   de  Saturne,    dont    les  actions   mutuelles   sont 
les  plus  considérables.    En  etfet  les  observations   ont  paru  indiquer  une  équa- 
tion séculaire  de  ces  deux  planètes;    mais    comme    le  moyen  mcuvemenî   de 
Saturne,  qui  par  la  comparaison  des  observations  modernes  avec  les  anciennes, 
paraissait  se  rale;itir,    semblait    au  contraire   s'accélérer,    par  la  compa^aisoj» 
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àes  observations  modernes  entre  elles  j  il  était  éyident,  que  cela  ne  pouvait 
pas  dépendre  d'une  équation  rigoureusement  séculaire,  mais  d'une  inégalité 
qui  lui  ressemblait  dans  l'espace  de  quelques  siècles.  Apiès  avoir  reconnu 
l'invariabilité  du  moyen  mouvement  des  planètes,  il  fallait  douter  de  l'équa- 
tion séculaire  de  la  lune,  d'autant  plus  que  les  recherches  des  plus  grands 
géomètres  donnèrent  le  résultat  ,  que  la  théorie  de  l'attraction  n'admettait 
aucune  inégalité  du  moyen  mouvement.  Cela  fit  soupçonner  que  ces  iné- 
galités de  la  lune,  aussi  bien  que  de  Jupiter  et  de  Saturne,  n'étaient  pas 
de  véritables  équations  séculaires,  mais  des  équations  à  longues  périodes j 
et  l'on  verra  par  la  suite  ,  que  cette  conjecture  a  été  pleinement  confirmée 
par  les  découvertes  de  M.  le  Marquis  de  la  Place. 

§.    iSa.  Une    équation   séculaire,    ou   l'accélération    du    moyen  mouve- 
ment, et  par  conséquent  la   diminution   de  la   durée   des  révolutions,  ne  peut 
être  déterminée  que   par  trois   observations  fort  éloignées  l'une  de  l'autre.    Si 
l'on   divise  le  nombre  des  cercles  entiers,  des  degrés,  etc.  que  la  lune  a  par- 
courus  d'une  observation  à  l'autre,  par  le  nombre  des  ans  écoulés ,    on  aura 
le  moyen   mouvement  annuel   pendant    tout    cet    intervalle,  si   la  lune   a  eu 
même  situation   dans  les   deux  observations,    ensorte  que    la   différence    entre 
le  lieu  moyen  et  le  lieu  vrai   était  la  même,  ou   si  l'on   peut  calculer   cette 
différence  par   la  théorie  connue  de  la  lune.    Mais  il  faut  une  troisième   ob- 
servation intermédiaire,   pour  juger   si  le    moyen  mouvement  a  été  invariable 
pendant   tout   ce  tems.  La  comparaison  de  cette  observation  avec  la  première 
et  avec  la  seconde  donnera  le  moyen  mouvement  dans  la  première  et  la  seconde 
portion  de  l'intervalle  entier,  d'où  il  est  aisé  de   voir,  si   le  moyen  mcuve- 
iKent  augmente  ou  diminue.     Dans   le  premier   cas  il    résulte  une  correction 
CL  du  moyen  mouvement  A,  à  laquelle,  vu  qu'elle  dépend  nécessairement  du 
tems  t,  on  peut  donner  la  forme,    a  —  at  -\-  bt^  -{-  c/.'^  -\-  cet.     Mais   tous  les 
termes  de  la  forme  at   sont   déjà  renfermés   dans  le  moyen  mouvement,   con- 
clu  des   observations:   on   aura  donc  Az^at,  azrZ'^^-f-c^^  _j_eet.  et  le  moyen 
mouvement  apparent  :iz  A  -j-  a.     On  voit  par  là ,    que  l'équation  séculaire  a, 
ou   plutôt  le  plus  considérable  de  ses  termes,  ^/^   est  proportionnel  au  carré 
du  tems,  dont  on  se  convaincra  encore  plus  tacilement  de  la  manière  suivan- 
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îe.  Quelle  que  soit  la  force  inconnue  qui  prcdaît  raccélération  de  la  lune, 
elle  doit  être  regardée  comme  constante  ,  parce  qu'autrement  il  ne  pourrait 
pas  en  résulter  une  véritalile  équalion  séculaire.  Elle  communiquera  donc  à 
la  lune,  dans  chaque  instant  dt,  le  même  degré  de  vitesse  âx?,  ensorte  qu'on 
.  aura  'dvzz.'ydt,  7  étant  une  constante  quelconque.  On  tire  de  là  'vzn.c-^-'y t, 
c  étant  la  vitesse  mojenne  au  commencement  de  l'époqne:  en  nommant  donc 
5  le  moyen  mouvement  dans  le  lems  i,  on  aura  dszi:'udtzz:cdt-\-yidt,  et 
suzct-^-^y l^^  et  étant  le  mouvement  uniforme  ou  moyen.  Son  accéléraiion, 
ou   Véc/uation  séculaire  ^/Y  f'   est  donc  proportionnelle  au  carré  du   tems. 

§.    153.  Soit   jn:î7  Féquation    séculaire    pour  les    cent   premiers  ans 

après  ..l'époque,  et  X  le  moyen  mouvement  delà  lune  entre  deux  observations, 

,                                                                       ,      X         100  X 
éloignées  lune  de  i  autre  de  n  ans:  cela  pose,    —    et •  m.r  seront  les  mo- 

^  ^  n  n 

yens  mouvemens,  annuel  et  séculaire,  /  étant  le  nombre  de  secondes,  dont 
le  moyen  mouvement  de  la  lune  est  plus  grand  que  x  dans  le  siècle  suivant, 
et  moins  grand  dans  le  siècle  précédent:  ainsi  dans  le  siècle  suivant  le  moyen 
mouvement  corrigé  sera  x-r-y,  et  dans  m  siècles  -zzm x-\-m^y.  En  nommant 
donc  C  la  longitude  moyenne  au  commencement  de  l'époque,  on  aura  pour 
m  siècles  après  l'époque  la  longitude  moyenne  zr  C -j-mx-j-m^/;,  et  pour  m 
siècles  m'aiit  l'époque  znC  — m.T,  sans  l'équation  séculaire.  Puisque  cette 
équation  croît  avec  le  ieixis  ,  et  par  conséquent  décroît  pour  des  tems  anté- 
rieurs, le  moyen  mouvement  dans  les  nj  siècles  précédens  a  été  mx  — m"' y, 
d'oii  il  vient  la  longitude  moyenne,  m  cens  ans  avant  l'époque  r^  C  — 
[mx  —  /77.^j)zzG — mx-^-in^y,  ensorte  que  l'équation  séculaire  m'^ y  est  ad- 
ditive  après  et  avant  l'époque.  On  trouvera  immédiatement  le  même  résultat, 
en  prenant   m  négativement,   parce  que  //2^":n( — mf  est  positif. 

Maintenant,  étant  données  par  observation  trois  longitudes  moyennes, 
dont  la  troisième  est  l'époque  C,  soient  /x ,  v,  les  nombres  des  siècles  écou- 
lés, et  M,  N,  les  moyens  mouvemens,  entre  la  première  et  la  troisième  ob- 
servation, et  entre  la  seconde  et  la  troisième:  cela  posé  il  résultera  deux  va- 
leurs du  moyen   mouvement  séculaire,    dont  la   différence  dépend   de  i"é(juation 

M  N 

séculaire;,    savoir—  zr  a,    et  —  nz  a  4- Bt     Ainsi    la  longitude  movenne   a    été 

lors  de  la  première  observation,  AzziG  —  M  1:11: C  —  fj. a,   et  lors  de  la  seconde, 

32 
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B  =  C  — N=zC  —  v«  —  v(3.     Mais    on    a    aussi    A  =i  C  —  fix -\- ix'^j    ei    B 

C  —  va;  -|-  v^j^  d'où  l'on  tirera  a  zzz x  —  P^jet   a  ~\-  ^zzx  —  vj^  parlant 

j  zz:  et  xzna  -\- 


IX V  i^' — V 

Les  Iroîs  observations,  au  mojen  desquelles  on  a  déterminé  l'équatiore 
séculaire  de  la  lune,  sont:  I.  une  éclipse  de  lune,  observée  à  Babylon  'J'ào 
ans  avant  J.  C,  ÏI.  deux  éclipses  de  soleil,  ob&eivées  par  les  Arabes  en 
Egypte  dans  les  ans  q'j'j  et  978  après  J.  C,  III,  les  observations  modernes, 
par  ex.  une  éclipse  lunaire,  observée  à  Paris  en  1717.  Par  la  comparaison 
des    observations    I  et  IIÏ ,    et    de  II   et   îli  ,    Cassiui   et   Lalande  ont   conclu 

«=i  10^'  7^49' 52'',    a -j-  (3  zz:  10^7°  52' 28'',  5;    donc    p  — 2'36",5.     Si     l'on 

,    1            ,             ,,                                   2700^^720          ,                1700  —  978 
prend  pour  époque  i  an  1700,  on  a  |xzz: -zz:'<4,  2;  v  zz: ^^2:7,2; 

2'5(/^  5 
d'oij  il  vient  l'équation  séculaire  dans  le  17.  et  18.  siècles^  jzz: —  -zn^'^i;. 

et  le  moyen  mouvement  séculaire  de  la  lune  dans  le  18.  siècle,  xzna-f-M-J^^^ 
10^ 'j^  ^J  Sq." -\-'à' ^il' ,6^z:z  10^ '^°b'6' dW '^  ce  qui  sont  les  valeurs  adoptées 
par  Mayer.  L'équation  séculaire  j^zg''  donne  pour  deux  mille  ans,^  20.20.9'zz:  1®^ 
ce  qui  répond  à  l'an  3oo  avant  J.  C.  et  à  l'an  8700  après  J.  C.  (V^oy.  II.  §.  190.), 
§.  154.  Après  s'être  assuré  que  l'équation  séculaire  ne  pouvait  pas  être 
l'effet  de  rattraclion  mutuelle  des  corps  célestes  ,  on  en  chercha  d'autres 
explications,  et  on  pensa  d'abord  à  la  résistance  de  l'éther..  Si  les  corps  célestes 
se  meuvent  dans  un  milieu  qis'on  appelle  Véther,  ils  éprouveront  une  résistan- 
ce d'autant  plus  forte,  que  leur  mouvement  est  plus  rapide.  Celte  résistance 
ralentira  le  mouvement  suivant  la  tangente^  son  rapport  au  mouvement  vers 
le  centre  diminuera,  et  la  planète  approchera  du  corps  central.  Son  orbite 
«tant  ainsi  rélrécie,  la  durée  d'une  révolution,  qui  dépend  du  grand  axe  de 
Forbile  suivant  la  troisième  loi  de  Kepler,  deviendra  plus  courte,  d'où 
résultera  une  équation  séculaire  du  moyen  mouvement.  Mais  alors  Téquati- 
©n  séculaire  de  tous  les  corps  célestes  -devrait  être  positive,  et  celle  des  pla- 
nèles  serait  plus  grande  que  celle  de  la  lunej  ce  qui  est  contraire  à  l'expérience 
(S-  i5î.).  Les  observations  ayant  prouvé,  que  le  moyen  mouvement  des  pla-^ 
nèles  n'est  point  altéié,  îslewtun  en  conclut  avec  raison,  que  les  planètes  se  meu- 
Tent  dan»  un  espace  -vide,  ou  dans  uninilieu  dont  la  résistance  est  insensible, 
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Puisque  le  mouvement  planétaire  suivant  les  lois  de  Kepler  suppose 
'que  les  corps  célestes  sont  des  sphères  homogènes,  ce  qui  à  la  rigueur  n'est 
pas  le  cas  ,  il  importait  d'examiner ,  si  Y  aplatissement  pouvait  produire  une 
équation  proportionnelle  au  carré  du  tems.  Les  rechercher  des  plus  grands 
géomètres  ont  prouve  le  contraire  (^).  M.  de  Laplace  envisagea  cet  objet 
aous  un  nouveau  point  de  rue  (*);  et  quoique  cette  recherche  ne  soit  plus 
d'aucun  usage,  depuis  que  le  même  savant  a  découvert,  que  les  équations 
séculaires  de  la  lune,  de  Jupiter  et  de  Saturne,  ne  sont  qu'apparentes,  l'hy- 
pothèse sur  laquelle  elle  se  fonde,  eat  si  ingénieuse,  qu'il  ne  sera  pas  inutile 
de  l'exposer  ici  succinctement,  d'autant  plus  que  les  observations  pourront 
un  jour  nécessiter  les  astronomes  à  reprendre  cette  hypothèse.  La  théorie  de 
Newton  suppose,  que  la  force  centrale  se  répand  dans  un  instant  jusqu'aux 
corps  les  plus  éloignés,  ensorte  quelle  agisse  sur  les  corps  mus  de  même 
que  sur  ceux  qui  sont  en  repos  j  et  il  faut  convenir  que  cette  hypothèse, 
quelle  que  soit  sa  probabilité,  n'est  pas  démontrée.  Quand  une  force  agit  sur 
les  corps  les  plus  éloignés,  ainsi  que  sur  tous  les  corps  intermédiaires  (^actio  in 
distans),  il  est  naturel  de  supposer,  qu'elle  emploie  un  certain  tems,  quelque 
petit  qu'il  soit,  pour  parcourir  cet  espace.  Cela  posé  la  planète  sera  animée 
dans  chaque  instant  par  une  force  qui ,  à  l'instar  de  la  lumière  ,  quoique 
suivant  la  direction  contraire,  coule  vers  le  soleil  avec  une  rapidité  immen- 
se; et  la  résistance  de  ce  courant  produira  une  perturbation  du  mouvement 
elliptique,  semblable  à  l'aberration  de  la  lumière.  La  planète  frappant  ce 
courant  suivant  la  tangente  de  son  orbite,  avec  sa  propre  vitesse,  elle  éprou- 
vera, outre  la  pression  vers  le  soleil,  une  autre  impression,  opposée  à  soa 
mouvement^  et  ces  deux  impulsions  seront  entre  elles,  comme  la  vitesse  de 
la  force  centrale  ou    du  fluide   gravifique    est    à   celle  de   la  planète. 

§.  i55.  Soit  {Fig.  38.)  G  le  soleil,  M  une  planète  qui  dans  le  tems 
dt  parcourt  l'arc  MNrzôs  ou  la  portion  de  la  tangente  MT,  et  qui  ren- 
contre  le  fluide  gravifique  qui    coule  suivant   MC  avec  la   vitesse  ôj    faisons 

(l)  Voy.     D'udJemhert ,     Opuse.    Math.   Toin.   V.   VT.    et  Lagrange ,    Sur  l'équ.  séc.  de  la  lune, 

élans  Us   ?k>éni.  ds  Maîh.   et  de   Phjs.  présentés  à  l\-4.c.  Roj.  des  Se.  A.nn,   lyyî. 
(a)  Mém.  de  Maih.  «t  de  Phjs.  etc.  ^nn.  Ijjô,  f>ag.   lyS.  suie. 
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sur  la  prolongation  de  TM,  M/7?  zr  MT  zz:  35.  Cela  posé  la  planète  sera 
animée    par    dcus.   forces    MC.   Mm,    qui    seront    entre    elles    comme   les   vi* 

as 

iesses    ^   et  — .    Soit  mja   un   arc   de  cercle  décrit   du   centre  C,    ACM  n:;^, 

à  t  çi 

CMzzr,    enserîe  que  mp.-zz  rd(î}.    M|xzi:3r.-    la  force  MC   étant  =:  -r ,    la 

Cds  ,  .,  ^ 

résisiance  M/??  sera   =: .     En   décomposant   celte  dernière  suivant    MC 

T^  Sàt  ^  C^^ 

et  !a  (lirecllon  oer;)eud!culairej  on  aura  les  iorces  M /x  zi:  — r — —  et  ixmziz 
C  a  0  '  .  .  r^  $  à  î 

■ —:.  d'où  il  viendra    la  force  enlièrey  dirisce  vers,  le   centre- 
ra c^^ 

Ayr.nî  îriené  MP  perpendiculaii^e  à  CA,  M«  parallèle  et  égale  à  mja,  n^ 
perp«°ndiculaiie  à  MP,  nommant  CP=i.rj  PMiz:/^  et  décomposant  le*  deux 
forces,  suivant  x   et  j,,  MC   donnera  les    forces. 

MPz^^i^  fi  +  ^)  ,         PC  zz  ^^  ^  +  ^), 

r'        K     ~  ô  -itj  '  r'        \     ^  $àtj* 

et  )u,A?i   ou  Mn   donnera 

,.  Cd(î)coi(b  C  5  0  sin  (J) 

Mv  HZ 5  vn  z^  B 

rô  à  t       ^  r  $  àt 

La  planète  est  donc  sollicitée  par  les  forces 

.u.vaat   P  c,  X  =  -.  (cos  $  +  ---ï ~j-  j, 

^^T       ^7  c     /.       ^     ,      àrfin0     .      y^$cos(|)^ 

Muvam  M  V,   Y  =  -  (^s,n  $  +  -^  +  — fjT^ji 
d*où  Ton  tirera   les    équations   (§^.    17.   n.  4-^5 

8  3j  cos  ($  —  3  3.x  sin  $  ni  ■ —  2^3/*  (Y  cos  (^  —  X  sin  cp), 
33j  âin  (p  -|-  ^^-^^cos  Cp  rz  • —  igdi*  {Y  sin  (|>  -|-  X  cos  c|))  5 

et   en  substituant   les    valeurs   de  3  3x,  3  3jy  (§.    19),. 

L  23r3cp+r33(î)izz—  ^  3/3cp,  IL  33r  — r3$*zz:— ^  3/*  (^i -{- ^^^ 
Ces  équalions  donneront  celiez  du  mouvement  elliptique,  III,  iV,  (§.  i9)j„ 
si   on  suppose  la    vitesse  ô  infinie» 

Eli  multipliant  L  par  r,  et  intégrant,  on   aura 

r*3<î)zz:  A3/— a^Ca//  ". 
Quoiqu'il  soit  probable  que  6  est  fonction  de   la   distance  r^  il   est  permis  de 
îegarder  6  comme  constant  par  rapport  aux   petite?  variation*  de  la  diatance 
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de  cLaqne  pîan«le  dans  son   orbiie,    à   cause  de  l'extrême  petitesse  de  Titité- 
grale  /  — ^  :    on   aura   donc  /  —        —,   ce  qni   donnera 

Aàf        2s:C^ 
1.     dCÈzr  — — -    —  — - — »   ai. 

Si  Ton  prend   les  rarrés,    et  qu'on  nég!!gp  —  ,   il  viendra 

Tîll  —  ^  _  iui_S_$  - 

ce  qui   étant  substitué  dans    Tëqnalion    IT^  donnera 

en  négligeant  le   terme  inseniible  - -r  «> 

Si   Ton    fait  (p  z=z  nf  -}-  a^,   riz:  a  (i  -\-  aii^,   nt   sera  le  moyen  mouve- 
ment, a  la  distance  moyenne,^  et  a -,  au,   seront   de  très-petits  nombres.     En 

nommant  T    la  durée   d'une  révolulion,    on  aura  «T^zstt,  et  (§    ig.)   tt  n: 

A  .  T                                                 .                                                                          .  A  .      . 

— '—- ,   en  faisant  abstraction  de  l'excentriciié  ;    d'où  il  vient  n  rz:  —  .     AmsL 

a  a'  a' 

les  équations  précédentes  seront  à  très-peu  pi  es, 

a^^         A,  ,2gCnr 

II.     o  =1 :  1  —  3au)-\ 2 ? —  (i  —  2  a  u\, 

©u  en  substituant  A^zn'^gCu  (§,.  28.),. 

ï                «•  ?    I                1     n^at      TT               5  5  tt    ,       -        ,     2n*at 
-  1.  o  :zz  — -  -\-  "inu  -\ ,    IL  0  zz: -\-  fi   u  -A . 

Il  est  aisé   de  voir  que  rintp^îaie   de  l'équation  IL  doit  avoir  la  forme 

i/ —  D  cos   (3^-|-ô-.  -\-Ef, 
à^oii  il  suit^  à  cause    de  rzzza  (1  -\-au)y  que  aD  est  l'excentricité  ellipliquCg 
et  ^^-f-ô  l'anc  nialiet  on  aura  donc  ô  ni  o,  si  l'on  prend  pour  époque  le  pas- 
sage par  l'apLéiie.      Ainsij  en   désignant  par  y  l'excentricité,  il  viendra 

'V                ,    ^                 ■    .           ^  <^  "              'V     , 
u  ziz  ~  cos  Qf  -f-  E/,   ce  qui   donne  — —  zn B*  cos  QL     et 

IL  o  zz  • ^  y  tos  pi  '^  n^t  (  E  -^  ) ,   d'où  l'on  conclura 
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Qznjî,  t.  ^z ■ — ^4  donc  w  zr  —  cos  nt  ~ L 

ce  qui  étant  substitué  dans  l'équation  I,  donnera 

3n'a_           2  n'y                                                  5  n^  a    ^         s,ys\n  nf 
d^zz:  — -  idi dt  cos  nt,  partant  Ç  ~  — —  t^ *"^  "'' 

On  a  donc 

r  =:  a  f  I  -f-  7  cos  p  ^  —  ~—  t  j  ,  et  ($  —  tî  /  — -  2  7  sin  /j  ^  -1 ^—  ^*; 

ni  étant  le  moyen  mouvement,  'xy  &m.nt  le  premier  terme  de  l'équation  du 
centre,  et  — -—  i"^  l'équation  séculaire,  proportionnelle  au  carré  du  tems.  Oa 
voit  donc,  que  cette  hypothèse  explique  parfaitement  l'équation  séculaire 
en  général. 

Gela  supposé  ,  l'équation  séculaire  de  la  lune  étant  connue,  elle  peut 
servir  à  déterminer  la  vitesse  5  du  fluide  gravifique.  Si  on  nomme  /  le  nom- 
bre des  mois  écoulés  pendant  le  tems  i,  on  a  ntziz^.'ni,  et  l'équation  séculaire 

que  nous  venons  de  trouver,    est  çzz.- Le  nombre   i  est  dans  une 

,  365j.  6h.  pm.        ^    ,  r  *  526969  , 

année  m.  — ; — ,  et  dans  2000  ans,   i  zi:  2000  . ;  -  ,    d  ou    i  on   con- 

27  j.  7  11.  43  ïn.  39345 

1  rr        ,.  ,      ,   .  ,         6  n  a-TT'".  (2ooo)«  (525969)» 

dura    i  équation    séculaire  pour  2000  ans,    ^  m — ^ —.    Or 

(^0904^]  » 
la  même  étant  suivant  Mayer  m  i**  (§.  i53.),  il  viendra 

6n-  .  /525969   « 

d  m  — -  71»  a .  4000000    -— — —    . 
i<^  ^  \  39343 y  • 

Mais  71  ni  32'''',  ^4  si  l'on  exprime  le  tems  t  en  minutes,    et  a  m  o,oo25i38  .c^ 

6  Ti  32   94- 

e  étant  la  distance  de  la  terre  au  soleil;  d'où  il  vient  — —  m  -^ —  zz  o,  o54Q; 
et  pour  une  minute, 

a  :=:  TT*  .  549  .  I,  oo552  (^-^|)  •  ^  =:  97-'^753  .  e. 

Le  fluide  gravifique  parcourrait  donc  en  une  minute  à  peu  près  un  million 
de  demi-diamèires  de  l'orbe  terrestre;  et  sa  vitesse  serait  8000000  fois  plus 
grande  que  celle  de  la  lumière  ,  qui  emploie  huit  minutes  à  parcourir  une 
ligne  égale  à  la  distance  du  soleil. 

Si  on  veut  appliquer  cette  théorie  à  la  terre,  on  a  pour  un  an,  z'zni, 
azzz  e,  et  nziz  a',  4^4;  partant  l'équation  séculaire  pour  2000  ans , 

6  îî.  ^  7T* 

^  zz  — -—  4000000  zr  599'',  4  ^^^  ï^'' 
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Puisque   les  équations  séculaires  de  dififérentes  planètes,  ^  zzL ^ 

•ont  comme  nar,  ou  comme  ii^a,  et  suivant  la  troisième  loi  de  Kepler,  com- 
me y  —,    on    trouvera   les  équations  séculaires  pour  2000  ans  ,     de  Mercure 

Ci' 

zrS'^So',  de  Vénus  rz38',  celles   des  autres  planètes  étant  insensibles. 

On  verra  facilement,  que  cette  hypothèse  ne  suppose  pas  nécessaire- 
ment un  fluide  gravifique,  mais  qu'elle  se  réduit  à  ce  qui  suit.  La  pesanteur 
poussant  tous  les  corps  vers  le  soleil  ,  et  leur  imprimant  une  accélération, 
il  faut  lui  attribuer  aussi  une  certaine  vitesse,  qui  doit  être  bien  distinguée 
de  celle  qu'elle  imprime  aux  corps,  attendu  qu'en  vertu  de  la  réaction  eîle 
ne  peut  agir  sur  les  corps  qu'en  tant  que  ces  derniers  lui  résistent,  ou  qu'ils 
ont  une  vitesse,  ditîérente  de  la  sienne.  Chaque  corps  sera  donc  soumis  à 
îa  pesanteur,  pourvu  qu'il  n'ait  déjà  la  même  vitesse  vers  le  soleil j  et  pour 
que  l'attraction  du  soleil  n'eût  aucun  effet  sur  les  planètes,  il  faudrait  qu'au 
commencement  de  leur  existence,  une  vitesse  vers  le  soleil,  huit  millions  de 
fois  plus  grande  que  celle  de  la  lumière,  leur  eût  été  imprimée. 

On  aura  remarqué  que  cette  hj'polhèse  n'explique  point  les  équations 
aéculaires  de  Jupiter  et  de  Saturne,  dont  l'une  est  positive,  l'autre  négative^ 
et  l'on  verra  par  la  suite,  qu'une  véritable  équation  séculaire  n'existe  point 
dans  le  système  solaire» 

§.  i56.  Si  on  suppose  la  théorie  de  l'attraction,  découverte  par  Newton, 
les  principes  de  la  Dynamique  (§.  l'j.)  fourniront  les  équations  différentielles 
du  second  ordre,  qui  renferment  en  n  ême  tems  le  mouvement  elliptique  et 
les  perturbations.  La  première  intégration  n'est  pas  difficile:  elle  donne  des 
équations  différentielles  du  premier  ordre,  qui  renfermeni  les  variations  de 
tous  les  élémens.  Mais  la  seconde  intégration,  qui  donne  pour  chaque  in- 
stant, la  longitude  et  les  autres  élémens ,  a  éié  essayée  inutilement  par  les 
plus  grands  géomètres  des  tems  modernes,  qui  ont  traité  ce  problème  de  dif- 
férentes manières;  et  l'on  a  reconnu,  que  l'intégrale  exacte,  quand  même  elle 
ne  serait  pas  impossible  dans  l'éiat  actuel  de  l'analyse,  serait  tellement  com- 
pliquée que,  pour  lui  donner  une  forme  favorable  pour  le  calcul,  il  faudrait 
îa  développer  en  série.  Ainsi  la  s^w\q  méihode,  qui  soii  en  notre  po-uvoir, 
est  une  u-^froximaiion  q^ui  consiste  à  rejelter  les  quantité»  qiû  sont  Irès-peiiie® 
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par  rapport  aux  autres,  et  à  représenter  l'intégrale  par  une  série,  dont  la  for- 
me est  indiquée  par  celle  des  équations  diûerentielles,  et  dont  les  CDefficiens 
seront  déterniiués,  en  comparant  la  différentielle  de  l'intégrale  supposée  aux 
diiTéreniiellcs  données.  La  solution  du  problème  se  réduit  donc  à  exprimer 
Finlégrale  par  une  série  convergente;  ce  qui  suppose  nécessairement,  que  la 
masse  ou  la  distance,  en  on  mot,  que  ratt». action  d'un  corps  est  inconsidéra- 
hJe  par  rapport  à  celle  de  l'autre;  le  dernier  corps  étant  appelé  le  corps  cen- 
tral^ et  ie  premier  le  corps  perturbateur.  Dans  un  pareil  cas  l'orbite  troublée 
s'écartera  fort  peu  des  lois  de  Kepler,  et  Ton  pourra  la  regarder  comme  une 
ellipse  variable,  assujétie  à  ces  lois,  ainsi  que  l'a  prouvé  Lagrange  (^).  Si  l'or- 
bite troublée  s'éloignait  beaucoup  de  l'ellipse,  si  par  ex.  la  lune  était  quatre 
fois  plus  éloignée  de  la  terre,  le  soleil  pourrait  être  regardé  comme  son 
corps  centra!,  aussi  bien  que  la  terre;  et  le  calcul  de  son  orbite  surpasserait 
nos  forces.  Heureusement  le  système  solaire  est  tellement  arrangé,  qu'on  peut 
prendre  le  mouvement  elliptique  pour  base  de  chaque  orbite  troublée.  En 
concevant  un  corps  A  qui  décrit  autour  du  soleil,  suivant  les  lois  de  Kepler, 
une  ellipse  dont  les  élèmens  varient  par  des  nuances  insensibles,  et  supposant 
que  la  planète  B  est  le  satellite  du  corps  A,  en  décrivant  autour  de  lui  un 
petit  épicycle;  le  mouvement  du  mobile  A  représentera  l'ovbite  primitive,  al- 
téi  ée  p«r  les  inégalilés  séculaires ,  tandis  que  le  mouvement  d«ns  l'épicycle 
présentera  les   inégalilés  périodiques. 

Suivant  cette  méthode  on  néglige  une  infinité  de  termes  qui  sont  cen- 
sés être  inconsiuérables  par  rapport  à  ceux  qui  sont  conservés:  c'est  donc  la 
partie  la  plus  imj)or4anle  et  la  plus  difficile  de  ce  calcul,  de  délerminer  d'a- 
vance les  termes  qui  sont  assés  petils  ,  pour  pouvoir  être  négligés  sans  er- 
reur sensible,  et  d'ordonner  la  série  de  nîanière  qu'elle  commence  par  les 
termes  les  plus  considérables.  Cette  détermination  demande  beaucoup  de 
précaution  ,  parce  qu'il  arrive  souvent  que  des  termes,  dont  les  dillérentiel- 
îes  ont  de  très -petits  coefficîens ,  se  trouvent  après  Tinlégration  multipliés 
par  àts  facteurs  considérables.  Le  mouveoient  des  apsides  de  la  lune  en  est 
une   preuve  remarquable.     Ayant   négligé   les   termes    qui,     dar^.s    irs   équations 

(i)   /TlV.'-T.  de  VAcad.  di  Berlin,   l-]ôl. 
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différentielles,    semblaient  être  inconsidérables,    on  ne  trouva  que  la  moitié 
de  ce  que  les   observations  avaient   indiqué  j    mais  en  tenant  compte  des  ter- 
mes négligés,  la  calcul  se  trouva  parfaitement  conforme  aux  observations  ^  ce 
qui  confirma  la  théorie  de  Newton   d'une  manière  frappante.     Cette  théorie, 
suivant   laquelle  chaque  corps   céleste  attire  tous  les  autres  en   raison  directe 
de  sa  masse,  et  inverse  du  carré  des   distances,  fournit  les  premières  équati- 
ons différentielles,  dont  l'intégration  conduit  h  la  solution  du  problème.  Pour 
les  intégrer,  ou  plutôt  pour  développer  les  quantités  variables  en  des  foncti- 
ons d'une  forme  favorable  pour  le  calcul,  on  se  sert  de  l'autre  supposition,  que 
les  perturbations  sont  inconsidérables  par  rapport  à   la  force  centrale,  et  que 
par  conséquent  la  véritable  orbite,    malgré  les  perturbations  qu'elle  éprouve, 
peut  être    regardée   comm»  une   ellipse,    dont    la    position   et   les  dimensions 
ne  sont  plus   constantes,    attendu  que  leurs    variations  donnent  les  perturba- 
tions;   ensorte  que  c'est  proprement  un  problème  du  calcul  des  variations.     On 
peut  se  permettre   encore  une  supposition ,  savoir  que  le  corps  perturbateur 
suit  exactement  les  lois  de  Kepler,  parce  que  les  perturbations  qu'il  éprouve, 
n'influent   sur  le   corps   troublé   qu'en  changeant  d'une  manière    insensible  la 
configuration    Ctes  deux   corps,  ou  les  argumens  des  inégalités 5   il  y  a  cepen- 
dant des  cas,    principalement  dans  la  théorie  de  Jupiter  et  de  Saturne,  oiî  il 
faut   en   tenir    compte.     Ainsi,    les   deux  corps  tournant  autour  d'un  commun 
corps  central,  celui-ci  sera  pris  pour  centre,  et  l'orbite  du  corps  perturbateur 
sera   le    plan    invariable  s    par    rapport    auquel    le    mouvement    ti'oublé    sera 
déterminé. 

Les  constantes  arbitraires  qui  sont  introduites  par  chaque  intégration, 
sont  les  élémens  des  ellipses  planétaires.  Ce  sont  les  données  qui  ne  peu- 
vent pas  être  déterminées  par  la  théorie,  mais  par  les  observations  seules: 
elles  n'ont  aucune  influence  sur  les  équations  différentielles,  ou  sur  les  lois 
générales  du  mouvement,  mais  seulement  sur  les  modifications  arbitraires  des 
orbites  elliptiques  qui ,  pour  chèque  planète  qui  se  meut  suivant  les  lois  de 
Kepler,  peuvent  varier  à  l'infini.  Il  y  a  six  constantes  arbitraires,  ou  six 
élémens  de  chaque  orbite,  indépendans  les  uns  des  autres:  le  grand  axe  d'où 
dépend  le  mouvement  moyen,     l'excentricité^    la  position  des  apsides,    celle 
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des  noeuds ,  ï'iiîclinaison ,  et  l'époque:  en  effet,  le  problème  donnant  {rois 
équations  différeniielles  du  second  ordre,  dont  chacune  doit  être  intégrée 
deux  fois,  ces  six  intégrations  introduiront  six  constantes  arbitraires.  Telles 
s>onl  les  suppositions,  sur  lesquelles  se   fondera   l'analyse  suivante. 

Quel  que  soit  le  nombre  des  forces  qui  agissent  sur  une  planète,  les 
perturbations  dues  à  l'ac'ion  de  chaque  corps  pourront  être  considérées  sé- 
parément, parce  qu'elles  sont  indépendantes  les  unes  des  autres,  en  n'alté- 
rant que  les  argumens  des  inégalités  d'une  manière  insensible.  Ainsi  on  n'a 
qu'à  considérer  trois  corps,  le  corps  ceniral,  le  corps  perturbateur,  et  le  corps 
troublé}  ce  qui  a  donné  le  nom  au  fameux  problème  des  trois  corps,  qui  a  oc- 
cupé les  plus  grands  géomètres  depuis  Newton.  Les  diverses  méthodes  qu'on 
a  imaginées  pour  faciliter  la  solution  de  ce  problème,  se  trouvent  dans  une 
foule  de  livres.  Les  sources  principales  sont  Z.  Euleri  Theorla  motus  lunae, 
1753,  et  Theorla  motuum  îunae,  1772.  D*\Alembert,  Recherches  sur  d'ffér.  points 
iu  Syst.  du  Monde.  Part.  I.  IL  IlL  et  Opusc.  Math.  Tom.  V.  VI.  Clairaut, 
sur  la  théorie  de  la  lune,  1 7-^0  5  et  les  mémoires  de  Lagrai^ge  et  de  Loplace^ 
dans  les  Mémoires  des  Académies.  Nous  suivrons  particulièrement  la  méthode, 
par  laquelle  M.  de  Laplace  a  enrichi  l'astronomie  des  découvertes  les  plus 
importantes,  et  qu'on  trouve  développée  dans  sa  Théorie  de  Jupiter  et  de  Sa- 
turne (Mém.  de  Paris,  Ann.  1785  et  1786),  et  dans  la  Mécanique  céleste ,  oU" 
TSdigQ  qui  a  fait  époque  dans  l'astronomie  physique. 
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CHAPITRE      IL 

Le   Problème    des   trois    corps» 

§.  157.  M-Je  mouvement  des  planètes  suivant  les  lois  de  Kepler  se 
fait  dans  un  plan  invariable,  et  il  est  tout  simple  de  prendre  ce  plan  de 
l'orbite  pour  celui  des  coordonnées:  ainsi  nous  n'avons  eu  besoin  que  de 
deux  coordonnées  dans  le  I.  et  le  II.  Livre.  Nous  allons  maintenant  consi- 
dérer les  actions  mutuelles  de  deux  corps  qui  ne  se  meuvent  pas  dans  le 
même  plan,  dont  les  orbites  mêmes  ne  sont  pas  dans  un  plan  invariable: 
il  est  donc  nécessaire  de  rapporter  le  mouvement  troublé  à  un  plan  fixe 
qui  n'est  pas  celui  de  l'orbite  j  et  pour  cela  nous  aurons  besoin  de  trois 
coordonnées,    pour  déterminer   le  lieu  de  la  planète  troublée. 

Soit  (iig.  3g.)  S  le  corps  central,  SA  une  ligne  fixe  d'où  l'on  compte 
les  longitudes,  AS  Y  un  plan  invariable  d'où  se  comptent  les  latitudes,  Z  la 
planète  troublée  par  l'action  de  la  planète  Z'j  abaissons  les  perpendiculaires 
ZY,  Z'Y',  sur  le  plan  AS  Y,  et  YX,  Y'X',  sur  la  droite  SAj  menons 
Yj,  Zz,  parallèles  à  SA  et  à  Y  Y',   et  faisons 

SX  — a:,    XYzzj,    YZzn^,    SX'rz:^,    X'Tznj,    Y7l-zz', 
les   rayons    vecteurs    SZ  zz:  r,    SZ'zz:/^ 
et   la   distance  entre   les   deux   planètes    ZZ'z::^. 
'Cela  posé  on  aura 


r 


§.  i58.  Comme  l'objet  de  l'astronomie  n'est  pas  le  mouvement  absola 
des  planètes  dans  l'espace,  mais  leur  mouvement  relatif  auïoui;  du  soleil,  il 
faut  appliquer  à  la  planèle  Z,    outre  les  forces   qui  Taniment,   encore  celles 
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qui  sollicitent  le  soleil  S,  suivant  la  direction  contraire  (§.  5'j).  En  désig- 
nant donc   par  S,  Z,  Z',  les  masses  de  ces  corps,  et  par  C   la  force  accéléra- 

tiice    du    corps  central   à   la    distance  zn  i  ,    cette    force  à   la  distance   r  sera 

C  A^ 

R  zz  —  ,   G   étant  =:  —   ,§.  '27.  (7)1^8)).     Nommons  2.a,  ih,  e,  le  grand  axe, 

'  g  c 

le  petit  axe,  et  le  paramètre  de  l'orbite  de  Z,  et  faisons  pour  abréger, 
la  constante  Crz:  —  ,  de  sorte  que 

(«^  .  .  .  . .  2^G  -  —  =  ~-  z::  B  j 

cela  pose  1  accélération  - —  ou  — -  que  S  imprime  a  Z  suivant  Zb,  sera  as'n.zr--» 
Or  les  accélérations  étant  en  raison  directe  des  masses  agissantes,  et  en  rai- 
son inverse  du  carré    des   distances,  raccéléiation   de  Z   en  vertu   de    l'action 

7/     B 

de  Z'  suivant  ZZ'  sera  —  •  -j,  et  celles  de  S  en  vertu  des  actions  de  Z  et 
de  Z'  suivant  SZ  et  SZ',  seront  -  •  -z  et  --  •  -7-.  Si  on  exprime  toutes  les 
masses  par  celle  du  corps  central,  et  qu'on  fasse  — =:/n,  ■-  znm' ,  la  planète 
Z  recevra   les  accélérations 

— ^^—5 — -  suivant  Zb,    — —  suivant  ZZ  ,  et  — ,-j-  parallèlement  a  Z  S, 

la  première  étant  due  à  la  force  centrale ,  conformément  à  la  théorie  de  la 
pesanteur  universelle  (§.  5^.),  et  les  deux  autres  dépendant  de  la  force  per- 
turbatrice. Si  on  les  décompose  suivant  les  directions  des  coordonnées 
^f  y>  *^   Is  première  donnera,  en  faisant  i  -1~  m  zn  |u,,  les  accélérations 

- — —  suivant  XS-zz — x,    — ^  suivant  ïXin — r.    — —suivant  ZYziz  —  zi 

1  1-1  "^^  ^     rr  m'B  _,  ,  „  „,  -    . 

la  seconde  donnera——  Zs  et ^Z    suivant  Zz  et  sZ',  ou  bien 

m'Bfcc'— .:c)      .        ^    ,           m' h  [y'— y)      .        ^    .           rxf  Q  [z' — -z)      .        ,    , 
^^-^-^ suivant  -\-  X,   ^— — =^ suivant  -f-j^    -^ -suivant  -[-■s/ 

la  troisième  donnera 

— T-—  suivant  — X,     — — —  suivant  —  y,     — rr—  suivant  — z. 

En  nommant  donc  X',  Y',  Z',  les  accélérations  des  forces  perturbatrices 
suivant  —  x,  — y,  —  z,  on  aura 


L  I  V  R  E    V,     C  H  A  p.    ÏL  261 

et  les  accélérations  de   la   planète   Z  suivant  — x,  — y,  — z,  seront 

(c) ^  +  x'=x.    ^  +  r  =  y,    !^  +  z'  =  z. 


Faisons  pour  abréger, 


;7i ■  —  -  ]   —  ^^ 


idVC^  élant  la  différentielle  de  la  fonction  E.,  si  on  ne  fait  varier  que  les  élémens  de 
la  planète  m,   ou  les  lettres  sans  trait:  cela  posé  on  trouvei'a  par  la  différentiation, 

(e).....X'=B(^).     Y=B(i^).     Z'  =  Bp. 

§.   iSg.  Si  l'on   substitue   les   valeurs    {c)  et  {e)    dans    l'équatioa  fonda- 
mentale,  fournie  par  la  dynamique  (§.    i^j.  n.  4)»    '^  viendra 


iiL   o  =  ^^  _!_  ^  _L  /i!^ , 


d'où  l'on  tirera 


f  xd$y — ydâx f  ^'^\  /""^"^ 

^"5 S ÏÎ75 ='{7;)-^{j^)' 

Si  on   intègre  ces  équations,  en  faisant  pour  abréger, 

f/) )\\Ji}-^  (57;^'="'=' 

il  viendra 
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x^y — y'èx x'è% — 'zdx  ,     ^âz  —  zdjy  ^, 

^^^ ~~ir^r'~ --' ""^  "    i^t     —'''      b7>     — ''^ 

d'où  l'on  tirera  Féquation 

(A)  .....  o  ^  c"x  —  c'y  +  cz. 
En    substituant  (  i)  r^zz. Tc^-l-j^ 4- s' ^     r3r  =  «3a;  ^-j9j' 4"  ^^^^    *^^°s 
difïéreiitielles, 


X    r^^x  —  X .rir  y  T*^y  — y .y'èT        _z   T'^'d'z=-''z,T'èT 

r   ~ 

on   aura 


X  T"  a  X  —  X  .  r0-r  -s    y  r-  cf  y  — y  .  tôt  _    a 


3C    y[y'èx  —  x'èy"\-^^{z'èx—'X'è'z\ 


r 


y    x{x'ày — jy5x^  -f- z  (2  3jy  —  ^^~) 


ô  ^   1= 


a  ^  = 

r 


x{x'è'z  —  z5x)  -f-;y  (:>'^z  —  2;dj) 


€t  par  les  équalions    (3), 

X  "V  Î25 

Si   l'on  élimine -r,    ^,    -r,    à  l'aide    des   équations    I,   II,   III,    il   viendra 


X  Cd  dy  -i-c'ddz 


r  â 


'^      r  ât  ^  C      \àzj  \dxj  S 


z c'ddx-^c'  ddy 


r  a  r 

Intégrons  ces  équations  par   parties,  et  faisons  pour  abréger, 


B 


c 


■//■ 


f,  f',  f",  étant  des  fonctions  des  forces  perturbatrices  m%  qui  deviennent 
constantes,  si  ces  forces  sont  nulles,  parce  qu'alors  les  différentielles  de  Rj 
c,   c',   c",    s'évanouissent  {d)  {J' ).     Cela  posé  l'intégration  donnera 
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^l 

r 

— 

a  f 

+  /. 

^«• 

r 

zz 

c'O 

z  —  c 

dx 

4-r> 

p- 

r  ' 

=:  — 

c'a, 

X  -f  c 

'*èy 

+/''• 

âf 

(5)..., 


En  ajoutant  ensemble  ces  trois  équations,  après  les  avoir  multipliées  re- 
speclivement  par  x,  y,  z,  et  substituant  au  lieu  de  c,  c,  c'',  leurs  valeurs 
(3) ,     on  trouvera 

(B) f.  r  -  ,x  V{x^-^ ./+  ..^^  >  =  B  (c=+  c'^-f  c''=)  -f/o:  +/ j  -1-/''  z. 

La  somme  des  équations  I,  II,  111,  multipliées  respectivement  par  docj  dy^ 
dz,   donnera,    à   cause  de  xd x  -\- ydy  -\-  zd z  zn  rdr, 

dxddx  -^  âydBy  -hdzddz     .     pL  d  r     ,     ^^^. 

o F^f« +  T--  +  c^^)' 

dont  l'intégrale  est 

o  ~  ^yji -^  2/(9R)  4-const. 

Dans  l'orbite  non  troublée  l'élément  de  Tare  elliptique  ds  eslzzLyÇdx'^+dy'^-i-Bz^)^ 
et   l'équation   précédente    devient ,  o  =z 1-  const.     Mais  la  vitesse 

i s  /a  I  \ 

rprr— -  est    donnée   par  l'équation,    v^  ziz  2g/^  (— j    (§.  33.  (i)),    ^gj'^ 

z  A"^ 

étant (§.  32.  (3))  zz  Bjo-,  à  cause  du   mouvement  relatif,  d'où   l'on  tirera 

e 

•y*  zz  r-i  ^^M-Bf jj     ce    qui  étant    substitué    dans    l'équation    o  zz 

.-^-r \-  const.   donnera,  const.  zz  — .     Ainsi   on  a 

B^f*  r     ^  a 

"  =  8775-^  +  7+ ^■^(^^^- 
Si  l'on  ajoute  cette   équation   aux  équations    I,   II,  lîl,  multipliées  respecti- 
vement par  X,  y,   z,  il  viendra 

^_-  3s*-hxèdx-hyddy~^.z95z         f^   j,    1^    r    m\  jr  *>  r f7>-R\ 

Le  premier  terme  est      '   ^j    ainsi  cette  équation  devient 


X 
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§.  i6o.  L'équation  (A)  (§.  159.),  étant  du  premier  degré,  est  celle 
d'un  planj  et  comme  les  coordonnées  a:,  y,  Zj  sont  les  mêmes  que  celles 
qui  déterminent  le  lieu  de  la  planète  m,  ce  plan  est  celui  de  l'orbite  de 
m.  La  position  du  plan  de  l'orlDite  est  donnée  par  les  quantités  c,  c' ,  c": 
elle  sera  donc  invariable,  si  ces  quantités  sont  constantes,  et  ne  sera  point 
altérée  par  les  variations  des  coordonnées  x,  y,  z,  ou  du  tems  t.  Si  les 
forces  perturbatrices  m  sont  nulles,  R  et  de,  èc,  de",  le  sont  aussi  [d) 
{f);  par  conséquent  le  plan  est  alors  invariable,  et  son  déplacement  dépend  des 
variations  de,  de,  de",  dues  aux  perturbations.  Mais  les  éléraens  c,  c' ,  c" , 
varient  si  lentement,  qu'on  peut  les  regarder  comme  constans ,  et  le  plan 
tomme  invariable,  pendant  que  les  coordonnées  prennent  les  accroissemens 
"èx,  dy,  dz.  Il  est  aisé  de  s'assurer  de  celte  vérité  importante.  Si  l'on 
ajoute  ensemble  les  trois  équations  (3) ,  après  les  avoir  multipliées  respec- 
tivement par  dz, — dy,  dx,  il  viendra  ozud'dx — cdy  -\-  cd z,  et  il  résul- 
tera la  même  équation ,  si  l'on  difïérentie  (A) ,  en  supposant  c,  c',  c' ,  con- 
stans. Il  s'en  suit  qu'en  formant  les  premières  différentielles  de  toutes  nos 
équations,  par  rapport  à  t,  il  faut  regarder  c,  c',  c' ,  comme  des  quantités 
constantes,  et  que,  malgré  les  perturbations,  la  planète  doit  être  censée  se 
mouvoir  dans  un  plan,  dont  la  position  varie  d'un  tems  à  l'autre,  mais  si 
lentement,  que  ses  variations  sont  proportionnelles  au  secondes  différentielles 
ou  au  carré  de  dt.  Le  mouvement  troublé  est  donc,  à  l'égard  du  plan  de 
l'orbite,  le  même  que  le  mouvement  non  troublé,  avec  cette  différence,  que 
les  élémens  qui  déterminent  la  position  de  ce  plan,  sont  assujétis  à  des  va- 
riations qui  sont  de  l'ordre  des  masses  perturbatrices  m'.  Puisque  les  quan- 
tités c,  c' ,  c" ,  sont  introduites  par  l'intégration  des  équations  (2),  elles  doi- 
vent renfermer  les  constantes  arbitraires,  ou  les  élémens  du  plan  de  l'orbite, 
et  serviront  à   déterminer  ce  plan. 

Si  on  fait  zzizo  dans  l'équalion  (A),  elle  déterminera,  pour  un  instant 
donné,  l'intersection  de  l'orbite  avec  le  plan  des  x,  y,  que  nous  supposons 
être  l'écliptique.  Soit  {Fig.  'ôq.)  SMNQ  cette  commune  section,  SXrr.x, 
XMzrj;  cela  posé  l'équation  (A),  ozzic'x  —  cy,  donnera  le  noeud  ascen- 
dant, les  ordonnées  YZms  étant  supposées  se  diriger  vers  le  nord.     Ainsi,  en 
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nommant  J  la  longitude  du  noeud,  r\  rinclinaison  de  l'orbite,  faisant  tangi^zz^, 
et  prenant  pour  axe  àes  a;  la  ligne  SA  dirigée  vers  le  point  vernal ,  on 
aura  tang  J  rr:  —  =1:  — .  Si  du  point  Y  on  abaisse  la  perpendiculaire 
YN   sur    la   li^ne    des   noenris  ,    on   aura    YNE^tti,    XM=ra;tgJn:— -jc, 

M  Y  =:j  ~  XM  =  tlJHl—  ^-,z  (par  l'équation   (A)),   YN  =:  ^  s  cos  J^ 
Z  Y         c'  "^  ''  c      ■" 

et  é  iz: 1=  —  sec  J;   d'oii  l'on   tirera  les    équations  suivantes, 

YN         c  '  ^  ' 

(6) tang  J  =1  —,  Ù-zz  ^-^ ,    5  sm  J  3Z  —  ,  ô  cos  J  =:  — . 

^  c  c  c  c 

Puisque  les  inclinaisons  é  de  toutes  les  planètes  sont  très-petites,  et  que 
sin  J  et  cos  J  sont  susceptibles  de  toutes  les  valeurs  entre  i  et  —  i,  il  suit 
des  équations  précédentes,  que  c%  c'%  sont  des  quantités  tiès- petites  par 
rapport  à  c. 

§.  ï6i.  En  opérant  de  la  même  manière  sur  l'équation  (B) ,  on  trou- 
vera des  résultats  analogues  relativement  à  la  figure  de  l'orbite  troublée. 
Cette  équation,  étant  du  second  degré,  nous  apprend  que  l'orbite  troublé© 
est  une  section  conique,  dont  les  élémens  dépendent  des  quantités  7^  y'^  y'', 
qui  sont  constantes,  si  les  forces  perturbatrices  sont  nulles  (§.  iSg.),  et  qui 
le  seront  encore ,  si  l'on  fait  abstraction  des  secondes  différentielles.  Pour 
le  prouver,  ajoutons  ensemble  les  trois  équations  (5),  après  les  avoir  mul- 
tipliées respectivement  par  dx,  dy,  d z:  il  viendra  p.d rzzzj^d x  -{-J^ dj -{-  f  d z, 
ce  qui  est.  la  différentielle  de  (B),  les  quantités  c,  c',  c' ,  f,  f ,  f ,  étant  re- 
gardées comme  constantes.  Il  en  résulte,  comme  ci -dessus  (§.  160.),  que 
malgré  les  perturbations,  la  planète  décrit  dans  chaque  instant  l'arc  d'une 
ellipse,  dont  les  éiémens  sont  assiijélis  à  dç,%  variations  de  Tordre  des  masses 
m',  qui  ne  se  manifestent  que  dans  les  secondes  différentielles.  Pour  déter- 
miner les  élémens  de  l'orbite  troublée,  savoir  le  grand  axe  zz  2  a,  l'excentrici- 
té zz:  7,  et  la  longitude  de  l'aphélie  zztc,  faisons  pour  abréger, 

5  "'  "^  ^''  "^  """^  =  n^  /  ^  +/^  -t-r  "  =  x%  c /+  c'f  —  L, 

^     <-of-  c'f  -  M,  cf  .  h  df"  =.  N. 

Si  on  ajoute  ensemble  les  trois  équations  (5),  multipliées  respectivement  par 
a" f  — •  dp  G,   et  qu'on  substitue    (A),   on  auia  cette  équation   de  condition^ 

(7).....o=zc"/-~cr  +  c/'. 

34 
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Rapportons  maintenant  le  lien  de  la  planète  m  à  trois  nouvelles  coorclonnées, 
^.  ^,  xp:  la  théorie  de  la  transformation  des  coordonnées  donnera  trois  équa- 
tions linéaires  de  cette  forme, 

les  coefficiens  D,  E,  F,  etc.  étant  donnés  par  la  position  du  plan  et  des  axes 
des  nouvelles  coordonnées.  Comme  cette  position  est  arbitraire,  on  peut  dé- 
terminer les  coefficiens  à  volonté.     Supposons  donc 

Cela  posé   les  valeurs  de  L,  M,  N,   {h)  donneront 

(8).,...o  — Le  — Me'  — Ne",  et  o  zr  L/^' 4- M /' -^  N/, 
et  si  on  substitue  dans  les  équations  (i)  les  valeurs  (h)  y])  (8),  on  trouvera 

(9I  .  ,  .  .  .  c"x-^cy+cz  =  n^,  eifx  ^f'y^f"  z-X'^, 
La  comparaison  de  la  première  avec  Téquation  (A)  donne  ^  =  o,  et  la  seconde 
devient  par  l'équation  (B),  jarni  BII^  +  X^.     La  somme  des  carrés  des  équa- 

tions  0  donne,  à  l'aide  des  équations  [h)  (7)  (8),  r^zz^^-h^^-j Ï7»X^ — ^*' 

et  l'on  trouvera  (/ï)  L-  +  M^  -|-  N"  zz  n^*  X=  —  (c"/—  c  f  -f  cf'f  zz  n^  X% 
parce  que  le  dernier  terme  est  nul  (7).  Ainsi  la  d&rniëre  équation  deviendra 
;^2  —  ^2  _|_  t's  -^  \{;2^  d'où  l'on  voit,  que  les  coordonnées  f ,  ^,  4-,  ont  la  même 
origine  que  x,  y,  z,  et  que  le  plan  des  Ç,  4»,  est  l'orbite  même,  à  cause  de 
f  zz  o.  La  comparaison  des  équations  ,  *^  zz:  ^*  -f-  4^  et  nr  zz  B 11^  -4-  X  ^, 
donnera 

(10) ,u,=  4=^  =:B'  n^  -}-  aBn'^  X^  4-  (X*—  fi^)  'e, 

ce  qui  est  l'équation  de  l'ellipse,  les  abscisses  ^  étant  prises  du  foyer  sur  le 
grand  axe  vers  l'aphélie-  En  nommant  u  l'abscisse  prise  du  centre,  e  le  paramètre, 
%a,  ib,   le  grand  et  le  petit  axe,    7  l'excentricité,    on  aura  wzzÇ  —  a7  ,    et 

*'  =^  ^'  ('-?)=*'('  -  î  -^'^'i-y')^j  +  'n-i^-  y')  e, 

ce  qui  étant  comparé  avec  l'équation  (xo),  nous  apprend  que  le  paramètre  est 
a  B  n=       „  .   .   ,       X         ,     ,  ,  e  2  B  n»  a      „  , 

-= ,    lexcentncite     —,    et    le  grand    axe   — tt^zz-t — —-z.  On  aura  donc 

(3n).,„.,ezz:  -^— ,     7= -,   flzz -,  Petantzz  -^■^^. 
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Pour  déterminer  la  ligne  des  apsides,    faisons  \pzi:o,   ce  qui  donne  pour  les 

/  f  f  • 

deux  apsides,  les  équations  (/),  jc  m  —  ?>  J^^  y  ?j  ^  ~"  T  ^*     ^^  ^^^  désigne 

y 

par   (p,  p  ,    la  longitude    et    la  latitude    de  l'apliélie  ,    on  aura  tang  (p  :iz: — ^ 
tang  Q  zz  — T-r --.  ,  parlant 

f  ^'^ 

tang  (^  =  — ^    tang  (3 


/  sin  (3  :=:  —  5     cos  (3  sin  cp  n:  —,     ces  (3  cos  <p  1=:  —-, 

VA  À  A 

Comme  les  latitudes  et  les  excentricités  de  toutes  les  planètes  sont  très-peti- 
tes, les  équations  (12)  font  voir,  que  y'^czXsin  p=:p.7sin  (3  est  une  quantité 
du  second  ordre,  par  rapport  ^ft\j\  Si  on  prend  pour  le  pian  des  x,  y, 
l'orbite  de  m,  et  qu'on  substitue  le  périîiélie  «S  au  lieu  de  l'aphélie,  on  aura 
(5iz:o,  cp  zr  180" -|- ■05,  donc^^zz  —  p.7  cos  ro, /'zz:  —  m,7  sin  ro,/"  zr  o. 

§.  162.  On  a  vu  que  tous  les  élémens  de  l'orbite  sont  donnés  par  les 
quantités  c,  c ,  c" ,  f,  f' ,  f" ,  et  «  zz  — ,  et  les  expressions  de  ces  dernières 
peuvent  être  simplifiées.  Si  on  substitue  les  valeurs  {J')  (3)  (§.  iSg.)  dans 
les  équations  (^),  il  viendra 

df-=z{iydx--xdy)  {^^  ^(^^ydz  —  zdy)  {^^  —{xdx-\-zd2)  [j^^  9 

df"z=i{7.zdx  —  xdz)  (^^-\-{^izdy—ydz:)  (^~)  —{xdx+ydy)  (^^  , 
et  en  substituant  les  valeurs  de  (R),  (5R),  et  rdr  (§.  i58.  (J),  §.   iS;.  (j)), 

Ç  df—ix{d'K)'-'{l^)dx-~{^^rdr, 

(i3).....)a/'z= 


^       =^j(^R)-(R)aj-(^)r3o 

/  a/'zz:2s(5R)-.(R)as—  (—\  rdr. 


Si   on  met  à  la  place  de  c,  c',  c" ,  leurs  valeurs   (3)  ;^§.   1 59.) ,  les  équations 
(5)   deviendront 

J  -^  ~  -J-  "  }àài*  ~~  » 

* 
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-.y, yi-z  j^d  %  {x  'è  X  -\-  y  d  y^  —  %  {d  x"^  ->r  Sjy^) 

©i  en  subsliluant  9  5^  i=  a  a;^ -j- 3 j^ -j- B  5% 


r       '  B  â  ^2  * 

f-fX  J   f ^y     ,      r^Tdy  —y  ^^"^ 

^'^^- %  ^  -  V  -i lâT^ ^ 

Mais   on  a  {h)  (§.   i6i.)  /ô/H-/' 5/' +/'' 5/'' ==  XaX:  en   muUipIiant  donc- 
les   équations   (i3_)  par  (i4)>  il  viendra 

(■5) X9X  =  (.„.+  '-'(^;;7^-lS)  OR)  +  (^:  _  .,)  ^R)  a. 

Les    équations  (5)    (§.  iSg.)   donnent  ('— —/Y-f  ("^—/'Y-f  Z"^— /''Y— 

___  _  ^ 

ce   qui  étant  développé   donnera 


^^  -  -f  (/^  +/V  -^f" .)  +  x^  =:  n^  ^ 


Or    le   dernier    terme    est  nul    (§.    160.),    et  y^ -j-/'j -4-/' 5  zn  |ar  — B 11^ 
(§.  iSg.  (B;),  parlant  11=^-^— —B IL'- —  ja=  4- X%  et  en  substituant  ju.'^  — X^zz: 

B-n^"p  ^§.  161.  (Il)), 

(16) |Y=,Bfii^-p\ 

Si  on  ajoute  ensemble  les  carrés  des  équations  (3)  (§.  iSg.),   il  viendra 

^  '      fi^^^^        '   ^''''''  ~^^-  —  ¥"J7ï  ■"■  ^^  '   ^^   ^"  substituant  (16), 

(^7) Ç^-^'  z=:2p.r-  Pr^  -  Bn\ 

Si  on  substitue  (16)  et  (17)  dans  l'équation  (i5),  elle  deviendra 

xaxz=(P/^  — Bn*)(aR)— Pr(R>ao 

et  la  différentiation  de  i'éijuation  X®  iz:  jli^— B  H^  P  (11)  (§.   161.)   donnera. 
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xaxz::  — BPnan  —  iBn^ap, 

En  égalant  ces  deux  valeurs  de  X9X,   on  aura 

BPIian=:Pr(R)ar— lBn^dP  +  (BlP  — Pr^)(aiî). 
Or  les  équations   f/>(3)  (§.  i5g.)  donnent  'B{cdc-\-cdc'-[-c'^dc'')   ouBIiaiIzz: 

ce  qui  étant  multiplié  par  P,  et  comparé  à  la  valeur  précédente  de  BP 11311', 
donnera  o  — B n=(aR)— ï BlI^aP,  d'où  l'on  tirera  aP=z:2(3R).  et  à  cause  de 
P-^(ii)  (§.    161.). 

*  (18) a-  n=2(aR). 

Les  équations  (/)  (g.  iSg.),  (i3),  (18),  donnent  les  différenlielles  des  ipian- 
tités  c,  c ,  c',  f,  J'y  f",  —,  dont  dépendent  les  élémens  de  Forbite  en  vertu 
des  équations  (6)  {%.  160.),  (ii)(i2)  (§.  161.);  et  leurs  intégrales  sont  don- 
nées par  les  équations  (3)  (§.169),  (i4^,  et  -  :i=:  a  /  (3  R).  Ainsi  ces  équa- 
tions renferment  les  inégalités  séculaires,  dont  celle  du  moyen  mouvement 
mérite  une  attention  particulière. 

§.  i6i.  La  formule —  =:  2/(3 R)  qui  est  de  Tordre  des  masses  per- 
turbatrices  m',  exorime  la  variation  de—,  due  à  l'action  de  la  planete 
Ttî,   que  nous   désignerons  par  ô'  — .     En  nommant    donc    a    et  (a)  les  demi 


^  V'     ^V^    \x-^ 


axes  de  Torbite   invariable  et  de  l'orbite  troublée,  on  aura  -j^  m h  ^  T 

{a)  c.  ai 

:2:ii^_|_2/(aR)  —  P^   d'où   l'on  déduira  facilement  la  variation   du  moyen  mou- 

c 
venient.     On    a  vu   (§.  67.  (A)),    qu'en  vertu  de   la   troisième  loi  de   Kepler, 

corrigée  par  la  théorie  de  la  pesanteur  universelle,  il  est  /z^a^irzag^CCi -4-m):= 
2/a.^C,  n  étant  la  vitesse  moyenne  dans  l'orbite  non  troublée,  et  C  la  force 
centrale  à  une  distance  égale  à  l'unité.  Or  nous  avons  fait  t^§.  i58.  (a)),. 
2^C:zzB,  d'où  il  vient  «^a^zz,u.B.  Si  on  désigne  par  v  le  moyen  mouve- 
ment dan&  le  tems  t,  on  a  -izzini,  a vrrvi 8 ^,  équation  qui  a  aussi  lieu  dans 
l'orbite  troublée,,  parce  que  les  variations  des  élémens,  comme  'an,  ne  se' 
manifestent  que  dans  les  secondes  différentielles  (§.  160.  161.)  j  il  s'en  suit 
'é'^.'i  ziz.'d  n'a  t.     Si     on    diilérentie    l'éq^uation     n^  a}  ziz.  \i,Vi  ^    on   aura    0^ 
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za'^  ndfi  A-^n* a^  da,    donc  —  =r  —  f, .  — .    La  différentielle  de  — est '■ , 

'  n  -^     a  a  a* 

,     .     ,.  .  ^û       a    ^  n  ^        du       Sa^M,        .  i... 

doù    Ion   tire zz— d  —,    partant     -  zn —  ^— »  et  en  substituant  (18) 

a        fj.       a        '■  n        z}j.      a  ^ 

(g.   162.),  dnzn (3R),  donc  dd^-zzdndl-m  —  0/2(8 R)3/,  et  en  intégrant, 

(i9).....v=:i//a72(aR)a/. 

§.  164.  Considérons  maintenant  les  inégalités  périodiques.  L'équation. 
(C)  (§.  iSg.)  donne  le  rajon  vecteur  dans  l'orbite  troublée  ,  d'où  l'on  con- 
clura celui  de  Forbite  invariable  ,  en  faisant  m' zz  o ,  et  par  conséquent 
(R)zzo  et  (aPijzzo.  En  désignant  donc  par  r  le  rayon  vecteur  elliptique, 
et  par  r-\-m'^r  sa  perturbation,  on  aura  les  rayons  vecteurs  dans  l'orbite 
invariable  et   dans  l'orbite  troublée,   par  les   équations 

(*) ''  =  -F7,T-V  +  T'"' 

Jààl*  (  m'ô  r^      '      "      '  '    '       -^  ^        ' 

r[  I 


en  négligeant  les  produits  des  masses  nij,  m'.  Substituons  maintenant  {lï)  en 
Qjj   divisons  par  2,  et  mettons  m'  à  la  place  de  ^m' :  nous  aurons 

IV.    o=z _^__^-t---—  -f.(R)4-2/(aR). 

En  ôfant  Téqualion  IV,  après  l'avoir  multipliée  par  x,  de  l'équation  I,  mul- 
tipliée par  m'r^r  (§.  159.),  et  négligeant  les  produits  des  masses,  et  par  con- 
iéquent   ni  (r — ],  on  aura 

o  zz -— i^ '-  —  :r  (R)  —  2^/ (3R), 

dont  l'intégration   donnera 

^__^'r-^r.èx-m'x.B{:r^  _/^(R)  di  ^  ^f  xdt  f  {d^K), 

En  opérant  de  la  même  manière,   II.   mrôr— IV.j'  donnera 
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Si  on  ajoute   ensemble   les  deux   dernières  équations  ,    après  les  avoir  multi- 
pliées respectivement  par  j  et  ■ — x^    il  viendra 

TvfrSr(xdy — ydx)  


(D) J  ndt  ~ 

i   xfy{K   dt  —  rfx  (R)  dt^^xfydtf:dK)  —  2yfxdlf(dR\ 

Comme  on    néglige   ici   les  produits  des  masses ,  il  faut  mettre  à  la  place  de 

X  dy  —'y  d  X 

^-jT sa  valeur  dans  l'ellipse   invariable.     Soit    donc  {F/g.  4o.)  NPQS 

le  plan  de  l'orbite,  "^pqS  le   plan  des  x,  y,  et  supposons  pour  un  moment 

que  les  abscisses   x  soient  prises  sur  la  ligne  des  noeuds  SN:  ajant  abaissé 

les   perpendiculaires  Vp  sur  le  plan  des  x,  y,  et  pr  sur  l'axe  des  x,  Vrp  —  y) 

sera  l'inclinaison    des  deux  plans,   et  on  aura  Sr  i^  x,  rp  iinzy^    pPrzs.-    en 

nommant  donc  y    l'ordonnée  sur  l'orbite,  Pr^  il  viendra  jzny  cos  tj.    Or  la 

première   loi  de  Kepler  donne    (§.    19.  V.)  xdy—ydxz:~Adf,   d'où  il  suifc 

xdy — ydx  zz  Adi  cos  y].     Si  on   substitue  (§.   i58.  (a))  B  zz — -  :zz 


.,      .      ,       xdy— ydx         c(i— 75)cos7)       ...       .         zirab    , 

iljiendra   ^^ —  ^ Z^"*    ^^'^  A  —  — .^^    (§.  38.),    T  = 

—    étant  la  durée  d'une  révolution,  ce  qui  donne 

Bc^r  na  • 

Si  on  substitue  cette  valeur  dans  l'équation  (D),  elle  deviendra 

g.   i65.  La    somme    des  équations   I,  II,  III  (§.   iSg.),    multipliées   re- 
spectivement par  X,  y,  2,  donne 

Or  dd  {r'')z:ii{xddx  J^yddy  -^  zdd  z)-{~  -^  (J)  x''  -\-dy^  ^d  z%  ce  qui  change 
le  premier  terme  de  l'équation  (20)  en  ^ lI_Z_L .    Mais  si  l'on  nomme  i> 

ad  t^ 

la  vraie  longitude  dans  l'orbite  invariable,  comptée  d'un  point  fixe  quelcon- 
que, et  m^v  sa  perturbation,  on  a  ds^ziidr-^-r^dv"^,  et  '^dd .r^^zrddr-\-dr^^ 
d'où  il  vient  '^dd  .r" —  ds^  zzirddr—r^  dv"".  En  mettant  donc  r-j-w'îr  et 
v-^m'^v  à  la  place  de  r  et  de  v,  l'équation  (>o)  deviendra 


■^'-^+K'-^)+(«>- 


2^2  A  S  T  R  0  N  0  M  î  E     P  H  Y  S  I  O  U  E 

Les  termes  indépendans  de  m'  expriment  le  mouvement  elliptique  :  il  faut 
donc  que  tous  les  termes,  multipliés  par  m,  soient  nuls  séperément;  ce  qui 
donne  pour  le  mouvement  troublé, 

o  zz: ^^^ -^v-  H~  m- 

Si  on  substitue  r^^v  —  ^^t  §.  19.  V.\  A  =  naV(î— 7^),  B=:azV  (§.  164.), 
et  rdv^  iziddr  -^ — -  V)dt^  (§.    19.  IV),   la  dernière  équation    deviendra 


"- ^3-â7^ -—^. ^7a7-^^^-^^+"'^^- 

L'équation  IV  donne  -  —~  =r  "^^^^  +  (R  '  "h  -  f  .^R)  .   ^o^t 

m'  ô~  r  .  33  r  -f-  -î  w/ 3  r  .  9  '"^  r  -t-  77i'  r  .  33  î  r  . ,  , 

îe    premier    terme    est ,    ,  -.^, :    cette    valeur 

eliangera  l'éq«ation   précédente  en 

^m'dSvy      _„^2N__  4mV.335>_>+6j7i^3r.3  5>  +  2m^5>.33r  ^  .  .j^.^gy-^^^p^ 
n  a  3  f  ^  n=  a-'  3  f  2 

d'où  l'on  tirera  en  intégrant, 

VL   m'ô-...y(i-7*)=z  ^^^^•^^>+!:^:i!l^_^,^^y>,R)a,4.3;za/3//.3R). 
^  na^ât  '  ' 

§.    166.  Reprenons  maintenant  les  équations  (3)    {/')  (§.  i59.)» 

n=*a-'3t  -^        l^  \dxj  \dy  J  S 

-^^31-  =^  -^^'  J  ^  M  ~"  (3^;  Ç   +  ^  * 

n^a^dt  •'         l      \dyj        "^  \d  z  J  S      ' 

Ç,  C,  C",  étant  les  parties  constantes  de  c^  c ,  c" ,  ou  des  élémens  qui  dé- 
terminent le  plan  de  l'oibite.  Dans  l'orbite  non  troublée,  R  étant  nul,  les 
quantités  c,  c' ,  c" ,  elles-mêmes  sont  ces  constantes,  d'où  il  suit  (§.  160.(6:), 
tan2^'»1  == — ,     C0S71  — —  ,     et  lï^  —  — — -  zz:  ■  —  (§.  161.    (i'J)i 

donc    C  zz:  — —  "]/  ju,  (1  —  7^*).     La  ijremière    des    équations    précédentes    don- 

n  a 
neia,  en    négligeant  les  produits  des  masses, 
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et   en   ajoutant  ensemble    la  seconde   et  la  troisième,    après   les  avoir  multi- 
pliées respectivement  par  y  et  ■ —  x,    on   trouvera 

d'oii  l'on  tire  au  moyen  de  réqualion   (^21), 

'  __  ^'y  —  ^"  X        C'y  —  C"x   -  ^    C      /a  R\  /d  RN  •? 


c 


étant  la  valeur  elliptique  de    l'ordonnée  z,    et  les   termes  suivah* 

sa  perturbation  m'6'2.     Il  vient   de  là 


{i2),,.,.m'à-z—<f  ^-"-fàt 


)   .  y  r:,/^-    i^^\         /aR 


■X 


c         l       \dxj  \d 

X    ^^     Ç        /3R 


z 


aR  2 


■,-hVl'^'Z 


Maintenant  si  on  nomme  p  la  latitude,  s  son  sinns,   on  aura  laneSzz: 

dou    il     suit     m   ô  Ig  p  z= -7— ~ -n -,    et     la     diûerentiation     uonne 

étgp=:  — ^      dou   il   vient  n/ à  z  ziz -^  zz:  —        —  — — -.     Au   mo- 

cos^p  cos  p  CJS=p  I    —  s2 

yen  de  ces  valeurs  et  de  C  =  — —  y/a.(i  — 7^; ,    l'équation    (22)   deviendra, 
en   faisant    /x  zz  i, 

r    "^/';5y^      f^^\  /^^'  ?     I   "'^ /-^     <^      /aR\  /-aR    ? 

*      r  -^        l      \dxj  Va^yS  r -^        l-^\dzj  \d  y  J  ^ 

-    §.    167.    Prenons  maintenant  l'orbite   primitive    pour  le   plan   des  x^  y, 

comptons   de  l'aphéhe  les  longitudes  v,   v\   des  planètes  jjî,  m,    la   ligne    des 

apsides    étant   l'axe  des  Xj,   et  faisons  sinp'in^'.-   cela   posé    on  aura 

o^zz—^z^vizzs,    xmrcosv,    yz^rs'inv,     xzizrcosv'V(i  —  5'"), 

ce  qui  donne   (§•  157.   (»)), 

^2__  ,,2^  ^/2_  ^^^  ^^g  ^^,_^  ^^  y  ^^  _  ^,g^  ^  ^^^^  ^^^    ^^g^  ^^^^ 

3  5 
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(E)  .....  E  HT  S  '■'*  __  ^. 

/  —  n/  {  r^  4-  r'^  —  2  rr  cos  (t?'—  r)l/(i  — 3'-  }       *, 

(F; C^^;— -r, y(i— 5^)  -I ^ . -^ __^-_  ^., 

f  r^-f-r  ^ — 2rr'  cos  [r;' — v)  -,/(i — s  ')f  2 

<^^^  •  •  •  •  fe)  ^^~ 7^ ^^'~'  '-^TT~7, T 7—^- Tr>- 

\"  '  /  '  {r^-hr  ^—^rr  co^i^Tj'^ — ^ijyi^i  __5'a  jï 

d'où    il    suit    (R)  zzz  r  (t^)-  De    là    on    conclura    ies    équations    suivantes 
(§.    164   j65.  166.): 
pour    le   rayon  vecteur^ 

IV.    0  — ^^-^  H ~ \-  n^  a^  r  (^--j  -f  2  n\i^  f  (3R), 

(         ^  .  .     /0R\^^      .       -  „    ^    /aux  ^  > 

'^      ""  >'^'~'^')  /-]-2co&i;/rsin'i;.9//(aR)  — 2sinv/rcosi;.3//(aR)Y 
pour  la  longitude  y 


n  a^  d  t  '  \d  r  ^ 

et  pour  la  îatltude, 

/  ....         .  /^  R-N .  „    .       fdK\  ^ 

VII.  o=i:/?ï'o5y(i — 704-"«sini;.frcosi;[^  ja^--72«cosî;./rsmi'U— j  dt. 

§.  j6S.  Les  équations  précédentes  renferment  toutes  les  inégalités  pé- 
riodiques, et  séculaires,  et  le  principal  objet  de  la  suite  de  cet  ouvrage  est, 
de  développer  ces  équations,  et  de  les  appliquer  aux  différentes  combinai- 
sons  qui  se  présentent  dans  le  système  solaire.  Je  commencerai  par  la  fonction 
R  qui  entre  dans  toutes  les  formules,  et  je  me  bornerai  à  développer  les  équa- 
tions IV,  VI,  relatives  au  rayon  vecteur  et  à  la  longitude,  jusqu'à  la  troi- 
sième dimension  de&  excentricités  et  des  inclinaisons,  ei  l'équation  Vli  qui 
donne  la  latitude,  jusqu'à  leur  première  puissance.  L'angle  v'  qui  entre 
dans  les  équations  précédentes,  est  la  vraie  longitude  de  la  planète  m' ^, 
réduite  ou  projéiée  sur  le  plan  de  l'orbite  de  la  planète  m  (§.  167  ).  En  nom- 
mant donc   v"  la    longitude  de  m^  dans  son  orbite,    Il  la  long+tude  de  son 
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noeud  ascendant  sur    le  plan    de    l'orbite  de    m,   v  l'inclinaison  de   ces  deux 
plans  ,    et  o  -sa  tangente,    on  aura 
sinv  — --^-^-ÔXi-îô^),  sinp'r/z:a-(i-iô^-)sin(v''-n),  tgp'rôsinCv'-n). 

Mais  on  a  aussi  \g^'zz~~-y   d'où  l'on  tire  l/(i_/^)=:(,_^ô^)  £^^^;f^, 

donc  sin  {v'  -  H)  =  (, _ ;.  J,.  (^Z:^^^    ^*  ^^  développant, 
(«)  .....  sin(u'— n)  =  Ci— |ô^)  {  I  -t-Iô-^sln^(t;''— n)  }  sin{v"—U).' 
Si  ô^  est  nul,   il  vient  sin  (u' —  n)  =  sin  (v' —  n),  ou   v'zizv":    d'où  il  suit 
^ue  v" — v'  est  fonction    de    ô^     Faisons   donc  v' z=:  v'' — êô^,    ensorte  qu© 

sin  (i;'— n)  =  sin  (i;"— n)  —  ÊÔ-^cos  (î;''— n). 
La  comparaison  de  cette  valeur  avec  (a)   donnera 

£  cos  (  v"~  n)  —  l  s\n\v"—  n)  —  î  sin3  {y"—  U)  ,  ou 
£  =z  J  sin  (y"  —  11}  cos  {y"  —  ïï)  =z  |  sin  2  (y"—  II). 

On  a  donc  v' zn  v'^ — -— sin2  (u'' —  II),    d'où   l'on   tirera 

COS  [v'  —  v)  ~  COS  [v"  —  v)  -\-  —  sin  {v"—v)  sin  2  (u"— II). 
Or  V{i—s'^)—i  —  ls'^—i—~s\n''{v"^U)—i—^^  -cos  2  (v'^— H), 
d'où    il  ^uit 
cos  {v'  —  v)V{i  — 5^)zzcos(i;" — v)  —  —  cos(ù' — v) -{- ■— cos  {v"  -\- v  —  alI). 

En  substituant  cette  valeur  dans  R  (E)  (§.  167.),    et  faisant   pour  abréger, 
f  r  cos  [v"  —  v^  __  p        r  {cos  (y"—v)  —  cos  (y'^-irV  —  an)}  

(i) i  r""  -j-  /''2  —  2  r/  cos  (i;''  —  v)  -n  Q, 

/  —   {cos  {v"  —  v)  —  cos  (u''  -j-i;  —  2ll)}=i:9=:  2/^  p^ 

on  trouvera 

Faisons 

(c) P-Q-^z=S,     et    I  (g-i-^)  ^=zS^ 

ensorte  que  S'  .renferme  tous  les  termes  dépendans  de   l'inclinaison,    et  nom- 
mément du  carré  de  sa  tangente.     Cela  posé  nous  aurons 


• 
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(A) R  =r  m'  S  +  m'  ô^  S'. 

§.  1^9.  La  quantité  S  renferme  les  termes  indépendans  de  rexcenlri» 
cité,  aussi  bien  que  ceux  qui  en  dépendent:  désignons  par  B  la  première 
partie,  ou  ce  que  devient  S  dans  les  orbites  circulaires,  les  excentricités 
étant  nulles.  En  nommant,  donc,  comme  ci-dessus,  a^,  a,  les  demi -axes  des 
orbites,  /x,  /x'  les  longitudes  moyennes,  a,  a'  leurs  époques,  n,  n'  les  moyens 
moiivemens,  7,  7'  les  excentricités,  to,  îs''  les  longitudes  des  périhélies,  r,  r 
les  valeurs  elliptiques  des  rayons  vecteurs,  v^  v"  celles  des  longitudes, 
ni^r,   mhv   leurs   perturbations,    et   faisant. 

//— janziw,    T:zza-\- Lr,    r'=:za'4-Ar_,    1;  zz /x -f- A  v  ,     v"  inix  A^  ^v\ 
ensorte    que- 

[d) \i.:zz.z-\-  nt,     /x'zz:  t  -\"  n  t,     d}i  nz  nd l^     d \if  zn  n'dty. 

les  lois  de  Kepler   fournissent  ces  équations  (II.  §.  iSg.), 

N— =3^7^— 7  (1 — |7^)cos  {\}. — ro)  —  Î7^cos2(,m< — ts)  —  f  73cos3(|j,— w),, 
(^iW-zz^y^i  — I  7")sin(,a  — to)  -{-|7^sin  2(,a — te)  -|-Ï|73sin3,  (;x  —  w);, 

et  les  mêmes  équations  donneront  — -  et  A  v',  en.  marquant  d'un  trait, 
y,  j.i,  ro.  Si  on  fait  7  zzymo,  ou  q^u'on  mette  a,  d^  |x,  /x',  à  la  place  de 
?:,  r ,    't'j  v'\   dans  les  équations,  (è),   on  aura  par   (c), 

(fcj B  m  - — -  —  - —  (a    -j-  tt  *  —  la  a  cos  w)       ^  • 

Puisque  S  est  une  fonction  des  variables  r,  r ,  Vy  v'\  qui  devient  111:65  si 
7  zn  7'  i:::  o  ,    on  aura  par   la  série   connue   de  Taylor, 

'S=:B  +  A.(^-i)4-A.'(^)  +  A.  (ii)  +  A .' (li)  +  cet.. 

oii  il  faut  substituer  dans  les  différences,  partielles  (_.    )?   (w)»  ^^^'  r-^cij,, 

r'::^a.f    v  ^z  |x,,   ^''^^/x',     v'^—  v-mw;    d'où   il  vient 

f3S\__fdB\        fSS\__fdB\         /3S\__/aB\        fdS\__fdB\ 

W  "^  v^y  ''  W'J  ~~  wy  '   v^y  ~"  W  '  v  v^V  —  \?  /^v  ' 

La.  série  entière,  jusqu'à  la  troisième  dimension,  des.  excentricités,,  sera,  donc; 
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B4-Ar[  —  U-Ar   — /-^Zi^;|  —  W-Av    -- ,  -f 1 -1--7  H K-t,) 


ddB 


ddB 


'  \6a<^iJj  \àa'jij  ^daà]i/J   '  V^a^u/ 


f- 


6    Vda- 


+ 


o'  /;,■ 


^a^^a' 


^^     Q-J    \    ^r"^  ^^[  ^''^\  ,    Ar^AV'V  ^^B    \  I    Aî'Ar'^/  ^^B  ^        ArAV^/  5^  B  \ 


ArA'j'^/  a^'B   \     ^r'^^vf   ^^B  \       Ar'^Ati'' 


\  ,  Ar'Av^^  è^  B 
2       \^a'^x' 


Ar'  Av'-' 


9'B     X     ,      Av^  Av' 


d^  B 


^  u  2  a 


?)  + 


Ai;  At;^^^  /     ^^  B 

2  Uaoiu/  = 


-f  ArAr' Av  f-^^,— ^  +  ArAr'Ai;'/-^,^-.') 


f^VA^-'A^A^-'C^^^.) 


4-  Ar  AuAi;' 


da!  à  a  â/vL* 


Opérons   de  la  même  Eaeon  sur   les  foncîions  Q"  et   q,    el  faisons  pour   cela-. 

(/).... ..(û^-f-"'''~~ ^^^'^'c os iv)      '^':ziSBj    —^  {^"0- (/-^' — /•'-) — cos (fx'-|-a — 2n  }=:6, 

Les  fonctions  Ç  et  </  élant  déjà  miilîipliées-  par  ô''  (§.  168.  (A)  (c}),  elles  ne 
seiont  développées  ici  que  jusqu'à  la  preraière  puissance  des  eAceniricilés. 
Or  puisque  Q  ^  se  change  en  !i5,  et  q  en  Ê,  lorsque  les.  excentricités  sont 
nulles,  on  aura   comme  précédemment. 


,^-t  > 


Q     =  =  .S  +  Ar(^-^J+cet,  î  =  fe^-A^(-J  +  cet,^,  =  ^-, 
parlant  (§..  i58.   (c)) 

^,^J|^^+i^^-(if)4.A,<-:)  +  A.f|?)  +  A."(-^ 

35'  étant  zz  S  —  -r-  « 

§.,.  170.,  Si  l'on  développe  le   trinôme    a^-f-a''*  —  2««'cosw)  en  une 

Sfixie  ordonnée  suivant    les   puissances    de    cos  w^    et  qu'on   exprime  cliaque. 
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puissance  de   gos  w  par    les  cosinus  des  angles    muliiples  de  Wf    on  trouvera 

des  sénés  de  cette  forme, 

1  ... 

|V^«  -j-  a'^  —  2  a  a'  cos  nO     ^  =:  M  -f-  N*-- ^  cos  i  ■w, 

^a^  -\-  a'^—iiac/  cos  ^v)~^'  zz  m  -\~  51^'^  cos  hv, 

I  s'étendanl  à  tous  les  nombres  entiers  positifs*   Ainsi  on  aura  (B)  (y)  (§.  169.) 

(.) B  =z  — -^^i^  _  M  —  ]N ^^'^  cos  / w,     fS  =  5JÎ  +  ^^'^  cos  àv. 

Si  on  veut  étendre  /'  à  tous  les  nombres  entiers,  soit  positifs  soit  négatifs, 
ce  qui  sera  fort  commode  pour  le  calcul,  on  n'a  qu'à  diviser  par  2  les 
coefEciens  N^^-*,  ffl'^^^,  donnés  par  le  développement  des  puissances  de  cos  w, 
parce   que  cos   (  —  îw)  :^  cos  ivv.     Supposons   donc 

(E) B  -  ^  A^=^  +  l  A^'^  cos  iw,       (F) ^  =  ?  51^'^^  -|- 1  îi^'^  cos  Iw, 

ï  s'étendant  à  tous  les  nombres  entiers  ,  tant  positifs  que  négatifs  ,  excepté 
zéro,  vu  que  le  cas  où  i  n:  o,  est  représenté  par  les  copfficiens  A*^*-*.  %^°^.  li 
faut  observer,  que  A^- '^  —  A^'\  %^- '^  —  îi^'\  (^â~"j  ==  (^7^)'  ^^''' 
et  que  le  terme  -7^  doit  être  ajouté  au  coetKcient  A^^^  ,  parce  que 
Zi:  ■ (a   -j-  a    —  laa  cos  w)      \ 

§.  171.  Pour  déterminer  les  coefficiens  A,  S(,  faisons 

(h) —  rza,    i-}-a^ — 2acoswrzX,  a^-j-«'^ — aaa'costvrnE,  et  supposons 

^\     5  =:  ï  6^='^  4-  b^^^  cos  w  -f 4-  b^^^  cos  i%Vj, 

(  X""»  —  X  c^°^  ■+  c^'^  cos  w  -|- -f  c<^^"^  cos  nv; 

î  s'étendant  seulement  aux  nombres  positifs.     Cela  posé  on  aura 

Or  nous  avons  supposé  B  —  ï  A^"^ -f  A^''^  cos /w,  35  =  1  ?1^'^  +  ?t^''^  cos /.v, 
si  i  ne  s'étend  qu'aux  nombres  positifs:  d'oii  ri  suit  A^®-^:::!::' — —j-^  A  ^  zn — 

(0 aA^°>Z-è^°\    a'A^'^z:a-.h'-'\  a' A^''^  Z- b<^'\   a'i?i^°^Zc^'\  a'^^i^^^ Zc^'K 

Les  coefficiens  A,  SI,  étant  ainsi  donnés  par  b,  c,  déterminons  maintenant  ces 
derniers.    Supposons  pour  cela  en  géjiéralj 
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(/-)• X~  '^zr /^^'^^  4-  //^>  cos  w  -[- -f  p^^^  cos  îw,  -    . 

i  s'éiendant  a  tous  les  nombres  entiers  et  positifs.     On  aura 

d  .  X      ■**  zr OC  sin  tu 

X""^  .  à'zù  I  4-  a^ —  2  a  cos  '■iv  ' 

d'où  Ton  tirera,  en  dillérentiant  la  série  (v)   par  rapport  à  iv. 

srasimu  

I  -f  a^  —  2  Ci  cos  lu 

^«>  sin-ZU-^- ~f-[/.— 2)p<^^^^^  s;n(;  —  2^7t;-f-(/  —  i)p'^*— i)  si'n  (i  —  i)  W-f-f^^*^  sin  f -ï;^ 

'^*-^-(-p'"  cos  -ïD-f-,  ,.,.-+ j,-^^       ^)  cos(z  — q)  lU-f-^*^*       ^)cos  (z  — 1^  tu  -f-p^^)  cos  z  "ÏO 

En    iDiiUipliant  en    croix,     on    trouvera   le    coefficient  de    sin  (/— -i)  v/   dans 

ie    premier    membre    :z:  ra.{/5^^  ~^^ — P^^^}i    ^t    dans  le  second    membre   iz; 

(/ —  i)   (î  -f-  a^) p^^~  ^^  —  (/ —  2)  ap^^""^^  — •  iap^^^,  Eti    égalant    ces    deux 
valeurs,     on  aura 

U-----P    -  rr~^.  • 

Supposons  que  le  développement  de  x~^~^  donne  la  série 

(/^'^^  -\-  g^^^cosw-\-.....-\-ç^^~'^^  cos(i —  i')w-\-c/'^'''^cosîw -\-(f^^~^^^cos(y.-\-  iJ^'i-V 

et  multiplions  par   i  -\-  cr'  —  o.  a  cos  w  zz:  X:  il  viendra 

X""*"  HZ —  aq^^""^^  {cos  ('" — •  2)  w  -|-  cos  i-^vY 

-[-  (i  -}-  a"}  q^'^'^  cos  îw  —  aq^^'^  '■^  ■{  jos  iw  -j-  cos  ("  -|-  2)  «■}•  : 
le    coefficient    de  cos  Av    est  donc  nz  —  af^*-^" '-'-]- (i  -4- a^)^^'^^  —  ar/'-^"'''^. 

Mais  on  a  aussi,  par  (^),   X~^  zz -j-y»^^-'  cos  z\*%  d'où  l'on  tirera 

0;  ), .  p^^^  —  —  a<7^^'-  ^)  -f  (i  -I-  œ)  y^^>  —  aq^'~^  '\ 

La  formule  (')  a  lieu  .  quelle  que  soit  la  valeur  du  nombre  r:  on  peut  donc 
y  mettre  r^i  à  la  place-  de  r,  ce  qui  changera  X~^'  en  X~'"~*,  et  par  con* 
séquent  p  en  q.     Si  l'on  t'ait  en  même  tenis  /zrz'-j-  i,  la  formule  ()  donnera 


ce  qui  étant  substitué  en  (w),   donnera 

(o)  .....  p 

et  en  changeant  /  en  /-f-  i. 


(/) 2  r  '(.  q^^  —  ï^  — r  (i  -f-  a^)  g< 


(i^  I)  __  2ra^(^°)  —  r(i  4-^2)^(1-4^.) 
ï4- 1 —  r- 
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Si  on  meî  au  lieu   de  ç^^~^^^  sa  valeur  (  )  dans  la  dernière  équation,  elle  de- 

Tiendra  p^^^'^zz  -^ '--^ ■/- — — • ^- ^ ;  d'où  ils  suit 

^—r  ^  (z  +  r)  (i  -Ha»)  ^  "^  (î  H-  O  (''  —  O  (  ^  +  ^')  * 

Mais  l'équation  (o)    donne—-  ç^'"'^  =:/?^^") -f-  !lill!lfl  J  ^^Cz) .  .^n  comparant 


I — r 

2  r  a 


ces  deux  valeurs  de o^^~^\  on  aura  l'équation 

I  —  r   '  ^ 

(l^  a^^  —  (/  -f-  r)  (i  >4-  g^)  ?^  (»>  —  ^  (.-  -n  —  r)  a  j)^^^  -^  ^^ 

^'^ ^       ""  r^i  — a')2 

Si  l'on  fait  maintenant  rz=:|,  les  coefficiens  j),  q,  se  changeront   en  b,  c,  et 

les  équations  (/;  {jj')  donneront 

f^^ ^0)_    ^CZ-Ofi  +  a")  6^^-^^-(az-5)a&^^-^> 

_ (^2  z  —  i)  a  '    - 

O) c<^>  zz  ~^,-,  {   1  +  a^)  ^^^'^  —  2  a  Z.^'"-^  «>}. 

Au  moyen  de  la  formule  {0  on  trouvera  chaque  coefficient  de  la  série 
X~  *  ,  par  les  deux  termes  précédens,  ou  par  les  deux  premiers  coefficiens 
^Co)^  ^(O^.  gj  la  formule  (3)  donnera  tous  les  coefficiens  de  X"~  s,  ceux  de 
X""»  étant  connus.  Tout  se  réduit  donc  à  calculer  les  deux  premiers  coef- 
ficiens è^^-^  Z*^^\ 

§.    172.  Soit         Xî  —  l  hS''^  +  /2^^'>  cos  nv  -I-  cet. 

et  désignons   par  *e   le   nombre    dont    le  logarithme    hyperbolique    est  l'unité. 

Cela   posé  on   aura,   en   taisant   iv  V —  t  —  r, 

2cosivrz:e'"-}-e"~^,   partant    Xiii(] — ai^)\\- — ae~^)  (§.17^),   d'où  il  viendra 

=\4  <  «     r  ^^      ^r  3  «=*       ,™  3. 5. 7. ..(an  —  3)     „    „^  ^ 

X^  HZ  <   1 e    —  e     ■ e^    — -  .  .  .  . — oJ^  e"    S  x 

2.4-  2.4--6  2,4->6....2ft  5y 

3.5   .7...  (2  71  —  5)        „_,  („_!; 


2 


^- 


a 


-     _r__  j^     -2r  fj3_^7— -12"  — ^J    ,71-1  ^— (7i-i)r 

2  2,4.  2,4,6...  [2  71  2) 


En    multipliant    ensemble    les    termes  analogues    de    ces    deux    séries  ,    qui 

contiennent     la    même    puissance    de  a ,    on  aura   le    terme  indépendant    de 
r  ou  de  w, 

a*     ,         a*      _,        3«.a»  3*.  5  =  .7= [in — 3)«     .„ 


A=:i-4-  —  ~l -  — -1 —-^— A.  4.: 

4        "^(2.  4)2  (2.4,6f^".*"      1  (2.4.6 27l) 


a* 
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Si   l'on  multiplie  chaque  terme  par  celui   qui  le  précède  dans   Faulre  série, 

on  aura   le  terme  qui  dépend   de  r  et  de  — r, 

T^-- _«S   r^.-^?ST_— —  — -—  5^5^7^..(2n-5?[2n-3)    ^^_a?_ 

ZC  Si  2.4  2.42.6  2.42.  62....(2n  — 2)^271  S"" 

r  a=  3a*  3'.5».7  = (^n— 5)  =  (2m_3)     ^ri-27. 

-—  a  COS  ÏV  ^  I  —   — 7  —  — 7-7-^  — ^  •  .  .  •  • 7T~r5 7 Ta *^  C  * 

^  2.4         2.4  -o  2,4  .6  (271 — ^y.zn  )' 

et  Xî  n  A -[- B -|- cet.  les  termes  suivans  dépendant  de  2.r,  ou  de  zsv,  3w, 
etc.     Mais  on  a  aussi 

X2  iz:  î  /i^^^  +  h^^^  COS  w  4-  cet.    d'où  l'on  tirera 

2 

IA<«5=A,  et  Â^'>  =  — a$i  —  ^  —  -1°^— cet.^,   ou 

Pour  tirer  de  là  les  valeurs  de  è^°^,  ^^^^^  faisons  dans  l'équation  (/?}(§.  i7i-}» 
r=:  —  -'  alors  p  deviendra  le  coefficient  de  X~^z=:X^,  et  9  celui  de 
X'"'*'""^  ^^  X      ^,    donc  p-zzh,  qziLh;  ainsi  la  formule  (p)   donnera 

aCï)  —  (4  ?  +  6)  «  fe  (^°-^-0  —  (2  i  —  i)  (I  +  g')  /)^^'^ 

et  en  faisant  izzo  et  ^nzi, 

d'où  il  faut  chasser  A*-^^,  ce  qui  se  fera  au  moyen  de  la  formule  (/)  (§.  171.}» 
laquelle,  en   faisant  r  zn  —  ï,  / 11:  2,   devient 

^«^2;  __  __v ^ çg  Q^j  étant  substitue,  donnera 

5  a  ^ 

^t-%  7(0)  __  (i-hct^)fe^°^  +  6afe"^  (j)  __  2afe^°>+3(i-+a'')^"* 

^^^ —  (i-a=)^  '      ^       —  ~         ï^^=^^" 

Au  reste,  il  est  aisé  de  voir  qu'on  peut  toujours  supposer  a  moindre 
que  l'unité,  pour  que  les  séries  précédentes  soient  convergentes,  en  prenant 
pour  a  le  rapport  —  ou  —  ,  selon  que  vi  est  une  planète  inférieure  ou  su- 
périeure,- car  on  va  voir  (§.  i74-)  »  ^"6  dans  le  second  cas,  on  n'a  qu'à 
substituer pour  h^^'„ 


(l)  Voy.  Théorie  des  car,  ses,  des  eléin,  des  Flan,  dans  les  Mém,  de  Berlhi,  A.nn.  lySl-  f^E-  ^Sj.  etc, 
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On  trouvera  pareillement,    par  la  formule  (3)  f§.    171.)» 

^^^ ""       -  (i-a^-  '    '^       —  (i-a^;2  —  (THI^»         • 

§.    i^i.  Si   on   ditférentie   l'équation    (/;  ^§.   l'ji.)    par  rapport    à  a,    il 
Tiendra 

X— i  ax       ^-3  ,  .      I  a&^^^  ,  a''^> 

■ .  -—    ou    X     2  (cos  W <X^  ZII  ,^   — 1_  .....  -L.  _       -  cos  iW. 

2        o  Cl  -     a  a       '  '      a  a 

I  _.  c:2  —  X 

Mais  cos  w  •— <x  zi:  — ,   d'où  l'on  conclura 

2a 

• zn  *■  .  — — - —  cos  IW. 

la  la  ~       a  a  a  a 

Si   Ton   substitue  X"  *  —  ^,  c^^^  -4-  c^^^  cos  i\v ,    X"  ^  —  ?  6^^^  -f  b^^^  cos  i  w ,    ^/) 
i(§.     ^'O,  on   aura 

--, —  zi: ■  c^^' — -- — j   d  ou   Ion  tirera,   par  lequation  (o)    ;§.    171.), 


âa 


za  z  a 


(7^  .... .  -^ —  :z: ^= <—  b^^'  — • b^^^^^';    partant 


dj(2 

d  ce 

d  b<^'  a  6<^^  —  6<"  d  b'"  i       d  h'"^ 

5a"~        I  —  Q.**  d  a  a        da' 

Les  difîérentia lions  successives  donneront,   en  substituant  (7), 

^9) a-zï-^ 


&-=  (I  —  a®j3 


Si  on  difTérentle  Téquation  (3)   ^§.    i/'0>  ^^  qu'on  substitue  les  valeurs  précé- 
dentes, on  trouvera 

ëi  ainsi  du  rcisle. 
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Les   coefficiens  b^^^,  c'^^^    étant  des  fonctions  de   s<; ,  ôa  peut  exprimer 
le  terme  sénéral  par  (^^^^zrrRa*',  ç.e  qui  donne    -;-—  :r:Rra^""  ^=iRr -77;-— -. 

Mais  l'équation  5^^^  =:R  -^  donne   ^r —  zr  Rr  -— v:;,-  ,  d'où- Il  résulte    — —  rr: 

—.- — .  On  trouvera  de  la  même  manière -^— n: -;.    - — ,-:c — —zz-r-.-^r — — - 

nr  -7-.-^=; — -1    et  ainsi   do  Tes'e.     Si   l'on  substitue   ces  valeurs  d/ins  les 

da=*  a'3'    aa=* 

différentie'les     des   équation?    (i)  u^.   ttu),    ob   aura   a'  . —~ —  m- — - —  zn 

1     dhii)      ,  ■  "  '  ^"^  ^*       ^ 

.  -—  ,  donc 

a'      ox 

d  Cl  a  a  a  a  à  a  o  a  aa.  ^ 

,3  a  a  J^'^  _  _  ^'^^'^      /4   ^^^^^^  ^_  ?1^^^ 
*  ~d  j^  ~~       ~ââ^  '    **    *  "To^"  a~a«  * 

a-ai*')      ac^î)      ,^   a  a  31''')      aa::^'! 


(12) 


aV  —  aa  '   '^   •   aa^'    —    Bj^^  '  ®^*^' 


§.  174*  Les  formules  précédenîes ,  relatives  à  l'action  de  la  planète  m' 
sur  w^  serviront  en  même  tems ,  avec  de  légers  changemens,  à  déterminer 
les  perturbations  de  m'  par  Faction  de  m.  Si  l'on  nomme  ^ô^^^,  ^c^^\  'A^^^, 
'St^^^,  ce  que  deviennent  b^^^,  c^^^,  A^^\  St^'\  relativement  à  la  planète  m' ,  il 
est  aisé  de  voir,  que  les  deux  derniers  coefficiens  n'^éprouveront  aucun  chan- 
gement,  parceque  le  trinôme  a'^-\-a" — laacoswzzz.h  reste  le  même,  si  l'on 
change  a  en  a',  a  en  a,  et  w  en  — w.  Il  faut  cependant  excepter  AS^\  dont 
le  terme  à  ajouter  (§.  170.)  devient  -^  au  lieu  de  —^.  Cela  posé,  les  équa» 
tions  (1)  (§.  171.)  donnent 

Ainsi  le  calcul  qu'on  a  fait  pour  la  planète  m,  s'appliquera  à  la  planète  m'', 
à  l'aide   des   formules  suivantes: 


a  a         a  ^ 


§.   175.   Pour  ce  qui  regarde  les  rapports  différentiels,    l'équation 
(§.   169.)  donnera 


^8i  A  S  T  R  O  N  O  M  I  E    P  H  Y  S  I  Q  U  E 

—  =  — ,— -(-(a— a  cosw)L       %    — ,  _-—  — ^,3 \-{af  —  acosiv)L     ^, 

d'où  il  résulte 

dB    .      ,     dB               acosw  — »  _ 

c  .  ■—  -f  a' .  —  =  — • ^5 \-L     -  z=:  —  B,  OU 

<9a'                            oa             d  a'                 '         d  a  oa'          a=    '                      ù  o. 
Les  différentiations  successives  donneront 

,      d  dB                   dB  ddB 

dada                   à  a  a  a^  ' 

d^'  dB         ,ddB  dB  BdB        j  ,39B  d3  dBB 

da  da*^    '        d  a'^  3a'  dadaf  o  a'^  d  a'  dada!* 

,    335  ^aaB        a^'B       .     a^B  _    ddB  a^s 

==:  — -  3  -:r  -T a  ^  — ,  :     a  .  =; — s— 7^  m  —  o  - — r— -  —  a 


da^da''~'  da^  d  a^'  dada'^"^  dada'  d  a^  d  a' » . 

a    a'--- 

d a'^        aaB  ,    ,  a^B  aaB         a^B      , 

- — -^   ,         OU    r^-Tz  4-0'  ^  ,,  =:  — 2  '--7-  — a  5    ---7T,  donc 
#  £?  a  o'^  aa'  a a'^  dada^ 

,  Ô^B  aa_B_  d^  B 

Si  l'on  substitue  successivement  les   valeurs   qu'on  aura  trouvées,    il  viendra 

^      dB  „  dB  ,     ddB  dB  „   ddB 

da'  d  a*  dada'  da  d  a^^ 

,ddB          „    ,    ,     dB   .      .JdB        .    ,  d'B  ^ddQ         .a'B 

/^—  .  =Z2B4-4-« \-a  -     ,-,  a  a' -  -—-zz  —  àa—   ^—a^\       * 

,,,      a'B  ^^B.^^ddBr^d^B 

ta) ^«"  5ri7i  =  ^"  vi  +  ^"  5^  +  "  5»^  • 

a  û'3  a  a        ^        a  a^  c^  a^  ^ 

-  4 ^  —  24  B  4-  q6  O X-nia^-z     -  4-  16  «^  ^-  3  +  "   "^  1  ;  etc. 

aa'*         '«■•"If       da    ^    ^         da^    ^  d  a^   ^         da^' 


En  opérant  de  la   même  manière  sur  l'équation  (/)  (§.   i6g^,  on   trouvera 
£^  —  —  3  (a  —  a  cos  w)  L~  i    ^  =:  — .  3  («'  —  a  cos  ^v)  L~  ^   partant 

«  i^-L.a'i-^=--3L~''  =  «3S3,  d'où  il  viendra 

da    '        s'a' 


^    ,  —  _^  aa'  sin  w. 
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à  a'                               à  a  à  a'^  ^           àa     ^           ei  a^  ' 

^"^^ "^     ,   -®'  __        .  ,^,            c^  55  ,  a  I&  ,          ,996           , 

à  a'                                    à  a  da'  à  a  à  af 

Il   est  aisé  de   voir,   qu'en   vertu   des   équations  (F)  (F)   i^§.    170.),    les  mêmes 

relations  ont   lieu,  si   l'on   met  A*^^^   à  la   place  de  B,    et  51*-^^    au   lieu   de  ^» 

L'angle  w  étant  zz /x'  —  /a,  les  équations  (B)  {f)  (§.  169.)  donneront 
les  relations  suivantes: 

/  d  \ 9B      d^ __a>?s     aaB   aas      95b a^B 

(  ^T'  ""         ^  '      9m/  9~/x'   97c9m/  9~J1=*      riâ''         Tjj."^^ 

)        9=^B_^ 93  B  '93B       d^  & 

^^ ^  9~l2~97r'  ~"  ""  97(.^'      TpTd^^  ~~  Iri^^* 

/  9^6 9-^B  91&  9  6 

Au  moyen  des  formules  (H)  (I)  (K) ,  on  peut  chasser  les  différenti- 
elles da\  d\if,  des  équations  (G)  (Ù)  (§.  169.) 5  ce  qui  étant  fait,  il  suffira 
pour  développer  ces  équations,  de  connaître  les  différentielles  de  B,  SB,  6, 
par  rapport  à  a  et  fi.  Pour  cela  la  différentiation  des  équations  (E)  (F)  i^f) 
donnera 

.9B        t9A'^»    .    t9â'ï'>  ^        aaB       -r99\^^>    ,    fddk^*"» 

— -  :=  „ \-  l cos  i  \v,  —  --  -zz  -  ^-~—  +  %  ——^~  cos  i  w;  etc, 

.55_j93I"*    ,    i9  2I^»'^  .  96  .     9B  z     w/'.    •     . 

7^  —0-——  +  '  ":. ^°s  ^^'^'  «—■=&,•  ^—  =1:  -  A^^-»  sm  iw, 

~-^:=: A^'^cos  nv;    ^r--=: •  A^^^sin  nv;    --zz -Si^^sm  nv* 

^  ,-'-  2  9  ju.^  2  9  ju,         2  - 

--—    {sm^v+Sln(^.+^.-.a^)^    -^^,=0. 

§.   176.   Substituons   maintenant   les  valeurs    (H)  (I)   (K)  (L)   dans   les 
équations   (C)  (D)  (§.   169.),   et  faisons  pour  abréger, 

Ar       Ar'        _         Ar'        „,  aAy'       .,  3Ar'       , ,,,         /Ay'\* 


(L) - 


Gela  fait,  l'équation  (G;   deviendra 


à86  A  S  T  R  O  N  O  M  I  E    P  H  Y  S  I  Q  U  E 

(M) .....  s  =  I  A<'V'e  +  :-  •  VV  ^''  +  4  •  -T%-  J'-r"'  -r\,-\~  P 

et  Féquation  (D)  prendra  la   forme 

^  ^^'  A  5((«)  _  _L  -f- 1  ?t^^>  cos  /w)  (^  sin  w  -f  (J'  sin  v[/) 

-j-  —  ^  !  ?t^^^(7+/'  +  a f)  cosiw+iîi^^ù  siniw  i  {  cosxv  -=  cos^  }  <, 

^tV  d  a       /  ) 

Développons  maintenant  les  fonctions  {s)  par  le  moyen  des  équations  (e) 
i&  '%■);  ^^  observons  que  y^  &,  sont  de  Tordre  des  excentricités,  et  que 
par  conséquent  il  serait  inutile  de  développer  h,  h,  g\  au  delà  de  la  se- 
conde dimension  des  excentricités,  et  /",  f",  O',  au  delà  de  la  première,  parce 
que  dans  l'équation  (M;,  h,  h',  g",  sont  partout  multipliés  par  y  ou  P,  et 
f",f"'>  pary^  ouy^^,  et  que  ô'  ne  se  trouve  que  dans  l'équation  (M'),  et 
par  conséquent  multiplié  par  le  carré  de  l'inclinaison.  Cela  posé  on  trouvera 
fi=:Ï7'— ïy=*--7(i --^  V').:  os  (a— to)-f-7'(i  — |7'^)i;u6  (.u ---toO— |7=cos2(,a--TO) 

+  ^7^*  cos  2  (a'  —  ro')  —  3 73  eos  3  (a  —  où)  -|-  |  7'3  cos  3  (a'  —  to'), 
/■  n:  I  —  I  y  =^H-  7 Y  i  —  J  y'")  cos  C ^  — tÂ3')  -1-  î  7  ^cos2  (^i'— w')  -f  |y 3eos3  (m-'—  w')» 
f'znx  -f-  2  7'  cos  (a'  —  -ce'),  /'''  =  i  -|-  3  7'  cos  (m-'  —  xc')j 

ê  =:  7  (2  —  ^  7^)  sin  (m.  —  to)  —  7'  (2  —  |  V^)  sin  (•/  —  to')  -|-  |  7^  sin  2  (a  -«  w) 
—  \  V  sin  2  (,a'  _  ro^)  4-  -  7^  sin  3  (m.  —  w)  —  -  7'^  sin  3,  (m-'  —  «5')  , 
ê' iz:  2  7  sin  (a  - — ît) -f- 2^  sin  (a' — •  te'); 

^  — i-|_^y^4_ly2ços2(/  — îo')— T7'3cos(|x'  — c3')-h|y3cos3(M.'  —  wOp 
A  =1:1  ^-i7'^  +  2  7'cos(^l'  — tc')-f-|7'^cos2(/A'  — îoOj 
/z=i-f  17'^— r(7^  +  y^)-l-(r-|-î:y^cos2(M.'--ti30-i-^'''>'^cosa(M.---TO5 
-j-  2^■=' 7  7'-{cos  (/Ji' —  )u,  —  to' 4- ta)  —  cos  (m/ -j- fA  —  C3' —  W)} 
— |i'73{cos(^l^ïc)  — cos3(fA— w,}-(|/=4-|)7'%os(f*'-w')--cos3(/---îcO} 
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^  |/^7«  yjcos(/— .  2/J,  C3'-|-   2TO)  COS  (jll'  -j- 2  fJl  —  ÏS' 2  TO^} 

-j-  5/2^  y^^.OS  (2/a'  —  fx  ^  ^W'  -j-  V5)  —  COS  (2  )U.' -{-  ^  _  2  te' —  10  }• 

À'  =:  I  +  ^  7'»  —  /"  (7^  +  Y^j  4-   2  7'  cos  ^/x'  —  ^')  +  {i^  +  ^J)  7'^  cos  2  (m'  —  to') 

4-/^7'cos2(/A-.w)-|-2i^7  7'{cos  M.'  — /x  — TO'-|-ro)  — cos  /^'-f- ju.  — w'— îàj)}, 
/  —  i  —  ^  iy^+Y')-hrcos  (/-^O  +  (^'  H-ï }  'V  \^os2(^'— îQ' )  +  Ç 7='cos2(m— w) 

4- 1  «^  7  y  {cos  y  —  p,  —  ro'  4-  ic)  —  cos  C,a'  -}-  /x  —  ra'  —  %o}}. 
Si  l'on   donne  à  l'équation  (M)   celte   forme , 

S=    r.A<')+A.a£^-+0.a'if*;!+A.a3  5'^ 

C  o  a  d  a       ^  ' 

on  aura ,    en   développant    les   produits    des   cosinus    en  cosinus   des   angles 
multiples, 

^-  T^'S~  r  4-  ^  n  r  -  ^  7'"0  ^os(,^'-îc'}-H  "-  7'«cos.  C/A'_to04-  ^7'3ccs.^C^ -^}  , 
^-  \ff'-\  v^'+7'=}-  i- 'K- -| 7^4- ^-  V'^,co6(m.-xc3+  ^  y(,  +7V|-7'=3cos(a  -î«^) 

—  ^7^cos^i(a-.w}-^-y^cos2(a'— 03)  — -.77'cosC/--/x  — co^-f-tc)       ' 

— -7ycos(a'4-/x  — œ'  — îc)  — ^^7^cosJCa  — çc)-f  i|'y3cos3(^i'— tcO 
I  ^ 

—  ^7^7'cos(a'  — 2H.  — to'  -\-  2tc)  —  —  7^  7' cos  (ja' -f- 2/a  —  w'— 2  to) 

—  g-  7  7''{ cos  (2  /  —  fx  —  2 to'  4-  ro)  -[-  cos  ( >.  \i!  -\- \i  —  im'  —  ic)}  , 

€>  =  \rr"-\  ^7»  4-  7-)  -H  ^  7^  cos  .  (^  -  t.)  +  ~  7-  cos  2  (a  ^  t^O 

~|-7y{-o^(a'-.;x-U3'4-û)4-uos(X-|-/x— 15'— iD)}  -  i-7(V"4-47'^^)cos(a-TO) 
•4~7'^^io7=4-7'^'0  co5(,/  — w) -fi- 73  cos  3  (.L-~TO)4- A  y3  cos  .3  (a'  — ïoO 
+  ^  '^'^  '^'{ '^^s  (u/  —  2  /x  —  îD  4-  2  te)  4.  cos  (a'  4-  2  H.  —  îS'  —  2  k)} 

—  ^   7  7'ltG6C  ^/X'—  /X  —  2TO-  4-  tl}4-C0S  (2^x'  4-  iX  -^  2©'^  II)}  , 
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A  ■=.  ^-f^  ~  _-i7  (7"  +  27'-)  cos  (/x  —  to)  -^~y'  (2  7^*  +  7'*)  cos  (/  ^  ic') 
—  -^  73  cos  3  (w  —  to)  -4- -/-  7'3  cos  3  (a' — to') 

_|_         72  y  i^^g  ^,^/___  2  ^y^ ^^  _j_  2  Ic)  -}-  COS  (/  -j-  2  p.  to'  —  2  ro)  } 

' ^  7  7^ {  COS  (2 ft'  —  /ji  —  2  îo'  -|-  ts)  -[-  COS  (  2  //  -f"  |x  —  2  to''  —  ro )  }  , 

-3'— i/Yii^i  — ^(7'--|-7'^>+-^%=G0S2(,a  — îc)+^'r=^^ 

4-  i^  77'  cos  (,a'  —  fj.  —  ro'  -j-  ^)  —  i^  77'  cos  (|a'  4-1^  —  •cj'  — •  ic) 

7'^)cos(/-=to') 


i4z*-+ï    ,. 


6  I 

—  -  i^73{cos  (.u, — vi) — cos3(M.  —  'ro)}  4-77^(1  — /'7' 

-f  !i^dl£  7'3  cos  3  (M.'  —  ^0 

4-  —  7^  7'  {  7  cos  (m-'  —  2  /A  —  te'  4-  2  tô)  —  3  cos  (m-'  4"  ^  ?^  ""  ^        ^  ^^l" 

-|-^  77'^  -(cos  (2/0.' —  |u,  — .  210' -j-  ro)  —  cos  (2  fj,'  -j-  [4  ~  2 is'  —  ^)}5 


=  l/A'=.i(7^  +  y=)-i7(i- 


8 


7'^)  COS  (m-  —  W) 


4-1  7Y1  ~  (/^  —  1)  7^  —  ^-^  7'=^)  COS  (p.'  —  roO  —  T  7^  COS  2  (M-  —  te) 

2  \  0  /  4- 

3  I 

4-  -7'^  COS  2  (/  — •  toO 7  7'  {cos  (/j.'  —  p.  — 10'  4-  w)  4"  cos  (fx'  -+-  fx  —  îo'  —  "to)} 

_  i!!_ilî  ^3  cos  3  (M-  —  te)  -t-  ^-^  y3  cos  3  (^.^  —  te') 

jti  7^7'cos(fx'  —  2/jL  —  ie'4-2te)-| -7-—^  7^  7' cos  (m.' 4-^1^ — ^^ — ^^) 

^^— ^  77'^cos  (2  fx'-|-  ^^  —  2  te' — te), 


i'  +  i 


-| — ^ 7  7'^  cos  (2^,' — ju, — 2  te'  -|- te) 


4> 


=  ^%"Z7  /'i-ii^7^-/2r^)sinOx— TO)— r  ^i_/272_i^£y2Vj^^^^/__^,^ 

4-|  7^  sin  ?  (/a,  —  te)  —  I  7'^  sin  2  (/  -=  te') 

-|_L77'{3in  (a'4-|x  —  te'  —  te)  —  sin  (/ —  ju,  —  to'4- ^)}  * 

-\~- — 4 — 7^  siîi  3  C,a  —  te) — —  73  sin  3  (f.i'  —  te  ) 

_  J_  727'j^8/^-}-  5)  sin  (lu,'—  2/0.  —  te' 4-  2tc)  -|-  (8P  —  5)  sin  (ju/ 4-  2/j.  — ■  ro  ' —  2te)} 
4-  ^— ^  7  7'^  {sin  (2  )x'  4  M-  —  2  te'  =-  te)  —  sin  (2/0,'  —  /j.  —  2  te'  4"  ^=0)}, 
•^nilôX^''^^— -7^^sin  2  (fx—te)  — 1 7'^sin  2  (a'  — te') -h  77'sin  (H-'-j-ix  —  te'— te) 
4.  i_  7  (,7^4-  87")  sin  (m,  —  te)  —  4  7'(87^4~7'^)  sin  (/a'— te')—  4  73sin3(fJi— -rj) 

1    j5  id  ïo 
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—  Il  Y^s'm  3  (p.* — jjs')  -f-  ~  7'^7'{7  sin  (/ — 2}x--r^'-\-7.x>5)^sin[ixf-\-'>.iJ. — tk'— aw'  l, 
^-I-7y*  ^25  sin  (2|u,'  -h  U-  —  2Ts' — ■©)-}-  sin  (ï.a' — jj.  —  ^m'-\-  w)}, 
a  zz  r^f'^  =4^^  C^"'  +  '-"^'^^  5^"  C"-  —  ro}  —  iy  (27=^  -f  7'")  sin  (m.'  -  w') 

if.  o  o 

~\-L  y^  sin  3  (il  —  îc)  —  ^  7'3  sin  3  Cm,'  —  to') 

^1. 7^  y  l^jn  (|a''  —  2  /x  —  îO^  -j-  2  ro)  —  3  sin  (/j/  4-  2  ju.  —  ço'  —  2 io)|- 

-{_l77'^  ^sin  (2|j.'  —  i«,  —  2W'  H- w)  +  3  sin  (su'-f-l^  —  2  te'  -- ro)|. 

g,  1^7.  Les  coefficiens  ^,  S,  0,  A,  contiennent,  outre  un  terme  con- 
stant, les  cosinus  des  différens  angles  qui  résultent  de  la  combinaison  des  deux 
anomalies,  p.  — 03,  jx' — to'';  et  4>,  "^F,  Q,,  renferment  les  sinus  de  ces  angles. 
En  désignant  donc  chacun  de  ces'  angles  par  y],  v)  étant  :zz  o  dans  le  terme 
constant  de  31*,  etc.  et  substituant  3''cos7),  S'cosr),  ©'cosy),  A' cos  t}, 
^'sinn,  ■^^'sinn,  ^'sin^,  au  lieu  de  JET,  Sj,  etc.  l'équation  précédente  (§.  176.) 
prendra  la  tormer 

b  —   1   .  A^**^  -f-  Zà  .  a \-@  .a    — r— r h  A  .  a-ï 

4-^A.A^^^+2  .a  -^^  ^0.^2-__-4-A^a3-^-^cosnvcosvï 

1    <i  ^/   <  (z)     I    ,Tr/        ^^^*^     in/       2  ^^  aW  >  .    .     . 

-f-  5  4>  .A"-"  +  ^  •  «  -T—  "T  ^  '  «   — 7-a—  f  ^  sm  i TV  sin  ■>!  ; 

où  ri  faut  mettre  successivement  à  la  place  de  a',  etc,  le  coefficient  âe 
chaque  terme  de  5*,  etc.  qui  est  fonction  des  excentricités,  7,  7',  et  à  la 
place  de    -kj  celui   des  angles  >],  auquel  appartient  le  coefficient  a\ 

Gomme  i  s'étend  indiâeremment  aux  nombres  positifs  et  négatifs ,    et 
que  cos  ( —  i-w}  zzl  cos  iw,  sin  ( —  mv)  m  —  sin  iw,  ( —  /)  sin  (—  i%v)  -zz  i  sin  nv, 
on  aura  généralement,   en  désignant  par  /  le»  valeurs  positives  de  i, 
eos/w  cos  >>zz:  2  cos  i'  \m  cos  y\  zz  cos  (v]  -|~  ï' w)  -^  cos  (>|  —  t^  w), 
eos  î  w  sin  t}  :=:  2  cos  /  iv  sin  y\  zn  sin  (/]  -\-  i'  w}  -\-  sin  (7)  —  1'  ^v), 
î  sin  iw  cos  r)  iz:  a/  sin  /'w  cos  v]  zr  /  sin  (r]  -f-  î''u')  —  i'  sin  (vj  —  «  V)^ 
î  sin  Mv  sin  y\z:za  i'  sin  i'  w  sin  y),  ziz  -—  T  cos  (rj  -j-  /'  w)  -|-  «'  cos  (r]  —  ^■^v}<, 
Dans  le  second  membre  des  quatre  équations  précédentes,  le  premier  terme 
se  change  dans   le  second,    si  l'on    donne  ài'  une  valeur  négative:  par  eoii- 
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séquent,  si  l'on  fait  /  en  même  tems  positif  et  négatif,  ce  qui  doit  se  faire 
(§.  170.),  le  second  terme  sera  déjà  renfermé  dans  le  premier,  et  il  ne  re«- 
teia  que  ce  dernier:  ainsi   les  quatre  équations  précédentes  deviendront: 

f  cos  îw  cos  y]  zz.  cos  (''w  -|-  v)),     ces  iw  sin  rj  zz  sin  (/w  -|-  vi), 

^  i  sin  Av  cos  75  zir  /  sin  (w  -f-  tq),  /  sin  / w  sin  "i^  zz  —  /  cos  s^/'îv  4-  y]}, 

La  première  et  la  dernière  des  formules  (  )  donneront  à  féquatioa  précéden- 
te  cette  forme: 

(N) S  z=  r .  A^^>  +  A  .  «  i^   +  e  .  a^-  ifV  4-  A  .  c3  Vr 

y-   COS  (iw  -f-  >]) 

d  a^     '  à  a" 

Opérons  de  la  même  manière  sur  l'équation  (M')  (§.  176.),  qui  ne 
doit  être  développée  que  jusqu'à  la  première  puissance  des  excentricités. 
En  faisant  donc  pour  abréger, 

§  =:  cos  Cm-'  —  ft)— cos  (fj-'-j- h-  —  2  ÎI)  —  -  7  cos  Ca'— te)  -j-  ^  7  cos  (/  —  2  fi-j- ^5 

3 
.    .      -\-iy'  cos('î}jl'  —  jLt  _=  t3')  _|_„7  eos  (a  -|- tsî  —  ail) 

—  -  7  cos  (a'  -f-  2  n  =  n  — -  2  lî)  —  2  7'  ros  (  2  fx'  -|-  ja  —  a'  —  2  II)  , 

©jz: — -^7cos(iu,' — ît)4-  -7'cos^ju, — îâj)— -.7co,^(a'— 2|x-f^'}-f  ^7''cos(2|x'-=p.-to') 

-]-  i  7  cos  (a   -j-  ^  — ^  2  n)  —  ^7'  ces  (a  -{-  îS'  —  2  II) 

-|- 1  7  cos  ;  )x'  +  2  /Jt  —  ^  —  2  H)  —  i  7'  cos  (  i  jx'  -|-  /-i  —  ^'  —  2  îî) , 

i^=z7sin  (//  —  t::)— 7'."^ir  (a  — te')— 7  sin  (p,'— 2]h-|-k)  — 7'sîn  (ap,'— p-=-c:') 
H- 7sii   ('j/ -}- CJ  —  2]I)  ~7'sin(,a-f-îo' —  an) 
—  7  sin  ('/  +  2fi  —  îÂî—  2  II)  4- y  sin  (2  ^i' -j- ,^  —  vf —  2 II}, 

réqua'ion  (M')  prendra  la   forme: 

S'  zz  —  ^S-    -Sr^^  — -^3,4-  -(^  .a-^^l-^----  cosnv  jo-.ti^^  +  C).a-— -  ^ 

H- ^aa' sin  w.^.ei^^^ 


L  I  V  R  E    V,    C  H  A  p.    II.  agi 

d'où   l'on  conclura,  comme  ci-dessus,    en  employant   la  même  notation  dont 
nous  nous  sommes  servis  relativement  à  S, 


+  °4  cos  (nv  +  yi')\  (  r  —  '•  §'    5!''  +  ©  .  a  ^'--  l  : 

^\  ©',  ^'    étant  les  coefficiens,   et  rf   les   argumens,   des  dilférens  termes  de 
Z'}  GV  ^    4^1  seront  successivement  substitués. 

§.  j-jS.  Il  faut  maintenant  développer  le  terme  r  f- — )  :=z  m' r  f — ■) 
-j-m' ô*  r  (  — )  ($.  iG8.  (A).  Sa  première  partie  devient  m'a  ( — ),  si  les 
excentricités  sont  nulles  (§.  169.):  on  trouvera  donc  sa  véritable  valeur,  en 
substituant  dans  Téquation  (  )  (^.  169.1,  ^  i^)  ^"  ''^^  ^^  ^'  ^*  "( — ) 
au   lieu  de  B.     Cela  posé,    il   est  aisé  de  voir  par  les  équations  (fi)  i^i)  \^ïQ 

(L)  (§.   17 5.),     qu'il   faut  mettre 

dB  ,.         1     T,  5B     ,         S>aB  ,.        ,     9B 

a  —   au  lieu   de   B,  —   4-  a   — -  -■   au   lieu  de  — , 

295B     ,         9'B  ,.  ,     55B  5d^B     ,         5*  B  ,.  ,     d^B 

"    -  ,    4- a  — —  au   lieu   de  -     ,  ,      — — -  -+-  a  -— ^  au  heu  de  ---  , 

^^B  ,.  ,      dB  a=)B       ,  d»B  ,.  -        a^B 

a-'B              ,.          -,       d^B                ^^8         ,               <J*B 
a 7-  au   heu  de   — r  ,         ■ 7:;    +  «    — •„ --;    ou 

6      as     ,     i8a     a^B     ,     qas     53tj  a^      oi*B  ,.  ,         3^  B 

-r     /v  •  — .H ^i,  • h    /„  •  au  heu  de — —  , 

2a»5B       ,  a*B  6     a^ji  6a   a^B  c=   a*  B  ..  .         ^■'B 


^"  n — ;  4-  «  —- OU    —  --.IJr  '1  —  rJ'.r "  .'   -T  au    lieu    de  .^— - — ;» 

d'^n                         a4      5B        36       ^aaB         12      .?'B         a^    d^B  ,.  ,     a^  î5 

a T-     ou    — ~T-it T-  a'- T  a^  — —    ,-•     —au   heu    de^--, 

«   —   —  ou   —   «    ~    —  s\vi  i^v    au    heu  de    —   el  de  —  ■- — ,, 

d  a  è  l  2  d  a  au.  à    i- 


—  a cos  Mv   au    lieu   de  — ,-,     cie  —-7:3,     et   de -- 


r^    aA^-i^       .  ,.       ,  a^B      ,         a^B       ,333        ^  ,       a^  8 

_  _,^         ._sai  i,^  au  heu  de^  — ,    de  —  -—--,   "e ---^^ ,   etde—  --< 
2       a  a  a  j,-*  d  ^.  â  .c         à  '.a,j, "  «',->■ 

Au   moyen    ue    ces   subsiiUihoas    l'équation   (  ,)    donnera 

# 
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a«     a»  ^fo» 


a*     3*  A"' 


'a        d  a 


COS  ÏVr' 


-f  -  .  ^^  .  f  \  (h'  -Vff")  CCS  /  H'  -f  5  (  /"-f  /' 0  /  sin  /  sv 


4*    ao= 


Faisons  pour  abréger. 


2    \       'a 


.,^7.x 


K^  +  ~r  -  Ç  ^')  =  'f ,  {-  ^  (/+ r ')  =:  '^^  ou 

T  ~  i  (2  -f  7'  4-  7'*)  —  ^  7  (i  —  ^  7^  -f  i  7'^")  ces  (}}.  —  ro) 

-j„  y  ^i  _j_l72_j_^yAcos(fi'— ro')  —  i7^cos  2(m,  — îo)-|--y^cos2(jii'— toO 
---77'  Icos(|a'  — fi  — 03'+^)-[-cos(fj,'-j-jU— ro'— ro)}  —  —  73  ces  3  (a  — 05) 
-}-— 7'3cos3(f4'-.TO')  -^7^ycos(f(.-2/;i-io'4-2OT)~j7®7'cos(/u,'+2iJt-ïo'-2w) 

«—  _   7  7'2  ^  COS  (  >  (*'  —  fA  —  2  13"  -f-  ^)  -]-  COS  (2  f^'  -j-  1^  —  2  ^' ^)  J  » 

'A  =-  i  (7^+  7")  -  i  7  [i  +  -  7^+  -  7'»')  COS  (jji  - tsî)  +  j  7  Yi  +  ^  7^+  ^  7'^")  cos  (p.'- ro') 

+  7'^ COS  2(n' —  es')  — 77'  {cos  (jJi' —  fi  —  w'-\-x>5)  +  C0S  ([A'-f-ft  —  to' —  TO)f 

-|-  i_  73  COS 3 (|x—  05)  4-^ "V'^  COS  3  (}a'—  to')  —  ^  7^7' COS  (|u' —  2  f4  — ro'-f-  2  te) 

—  •-7"7'cos(f)k'+2fA-ï3'-2W)~— 77'^{cos(2H.'-n-2W'+îc)  +  cos(cin'+}A-2tc'-c:)|r, 
8  Os 
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'"0rr-C^-i-r')-f-^7^co8  3  (|Jt--TO)  -j-i^'^cosa  (pi'  — c^l 

77'  I  cos  (tt' —  fA  —  cj'-f-  ÇiJ)  -f-  cos  (pf-\-  n  —  tO  • —  Xf/j^ 

4 

>_  l-7f57H  i4'^'^cosrn— TO)-)-  i  7'(87*-t-57'^;icos^/*'— to';  -j-  ^  y^cosSfp,—^) 

-j 7'3  cos  3  ("ft— ro'j-^  -•  7^  V^{  cos  (p.' 2Vi — 03'-|-2î5j  -^  C0S^JtS.'^2|Jlt — ïc'i — awjj- 

. L  7y-  ^cos  (afi'—  fi  — =-  2  w' -|- te)  -f-  cos  (âfs'-^p,  —  atJî' —  ns^  }, 

_|_y  S  i^îfZTJ'yfi  _.l(iil=li)  7'=  ?cos  (h-'  — w')  -j-.^i^-7^cos2(iR.— es) 


2  z^  +  5 


7'^  cos  2  (|a'  —  roO  -f-  ^i^  —  ^"j  77'  cos  (n'  —  f*  —  w'  -f-  ce) 


^  \  3  fa  z' i^ 

—  U^  -f-  i  j  7y  cos  (h.' ^-  [X  —  ïàs'—  ro)  -i ^^-^g 73  cos  3  ((A  —  to) 

^iJ_^y3cos3(M'-«30+^7=^r5      '^^^^        ;       '^^^   ^  ^      ^i 

-f-  ^7y^{  f  1  U'^—  5)  cos  (2)Jl'— |U,— 2Uî'  -j-XO)  —  5  (3  i^-|-l)  cos  (2fi'-j-/A— 2C3'— ÎC)},. 

^S  r=  i  r7^  --h  7'^)  —  *  7  5  I  —  ^-^^^  7-  —  ^''""^  V^  ?  cos  (ix  —  w) 

^17'  5  I  _  iilnZ  72  _  '^'''  ~"  7'^  ?  cos  (|u,'—  ro')  -t-  7'^  cos  2  (fj.'—  tïïO 
2         ?  2  8  J 

-- 7y  {  ces  (|ii  —  I*  —  ^ -f  ïC) -|- COS  f  M-'i- M -- ^'--- ^)}  •— --Tg  — 'V^  COS  3  (fi -— w) 

/,-2  i._  I  C      (ôi*^ — i)cos''u.'-f^2|j, — ni' — 2ro)> 

-|-iq--:ly3cos3(H/--^)^.i7V3        _    '      ,,^  '^       ,         \ 

'16  ^'^  '     '      8  i — {'i.i^-\~\)CG&{\i.' — 2fJ. —  t0'-f-2tDj> 

u_  i  77^2  f  (^^ — i3j  cos  (2;x' — )x — 2î3'4-ro; —  f6/*-|-i3j  cos  (2|a'-i-ju,^ — 2ca' — •aj)f, 

8  * 

'4>  zi:  7$  I  _!i!=^7^-— — y^  ?sinCa-ro)-y  ^  1  _!i!=-'7^-=^'y=?sin(/-co^) 
C  16  fi         Se  «  4) 

-j-  ^  V^sin  2(/x-îo)-^  7'^sin  2(fJi'-ro')+-77'{3  sin(M.'4-ia-î55'-ro)-sin(fji.'-p.-îïj'+îo)} 


8 


-H  — ~ —  73  sin  3  (fx  —  TC) .   7'^  sin  3  (fx'  —  cj') 

i  «1       ^8  12  ^ 

—  ^  7V-{(4i'*— i)sin  (ja'— 2JA  — ro'-f  2ro)4-(4i^~3)sin(fjt,'4-2fA— ti3'-^2ro)}- 

+  ;^  ^^^  {(^  ^*^+  3^)  ^'"  (^i^'+  ^  — 2TO'— T53)  —  (8  i^-j-7)  sin  {p.\i!—  ^  — 2W'-|-ro)}, 

"^F zi:  —  -  7^sin  2  (/x  —  tiS)  —  1  y^sin  2  (jx' —  'CS')  -[-  77' sin  (/+  /x  —  ro' —  to) 

+  ^  7(1 17=4-1 6 y") sin (fx-w)-^-^  7'(i67^+5y^)sin(it'-ç30-  ,-^^^siû  3(/x-=w) 
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i6  ^  16  '  10 

-l_  i-  7  7'^  1 5  sin  (2  fi'  —  /x  — =  2  ^'  -]-  ^)  4~  ^7  ^^^  (^  '-•''  4-  ?^  —  ^  î^'  —  îc)}. 
'     ï6 

En  employant  la  même  notation  que  ci-dessus,    ensorle  que  "T  iriT'' cos  vj'j 

'«î»  i:^ '4>  sin  >i',   etc.  on  aura   par  les  formules  (/)  ^§    '77-^» 

^^^ \.drJ  da    ~  à  a^     ^  da'       ^  da* 


A-    J  ,  V  .  •    /  cos  (iw  -f-  71  }, 


A   et  f^  ayant   les  mêmes  valeurs  que  ci-dessus  (%.   176.}. 

La  fonction  S'   i§.   169    (    ))  devient  |  93    &^    si  les  excentricités  sont 
nulles:    on   aura   donc  dans  le   même  cas 


d'où   l'on  conclura  la  valeur  générale, 
r^^\-C  +  àrl^i-\-A/('^]  +  Av(t^  +  A^'(i^;  et  l'on  a 

\ç^ay  —  2"^      da  da       da    ^     2  d  a^  ^  à  a  2  j  a^  ' 

/d  C     _  o     a^'     ^^  _L.  ^  ^'     _^A  4_  ^     ^^'      '^  ^    4_  '^   f      ^^  ^1 
ia~,'J   —    2  "   c/a'  '  ^  a  "^   2  *  •  3^ ./  +  2  •  7a    '  "c^  a'   '^  ^         d     d  .  ' 

/a  C  V  __   fl     ^55'     ^  '^    I    ^  s-tt'    _il?_  _i_  ^  ,  "^  ^   .   ii  _u  i  f»     ^35' 

'\d  xj  £  '   ^  a      ^a         2         '  da  d  d.    '     2       o'  a       c*   ',     '     2  â  a  c>    .  * 

.•■ac-,          a     a -S'     c^  &    ,     «,■,,.      5=^b      ,     a     955'      ,.]&  a  ^  ^  qj 

.- 1   . —   ___   ^ ,  _,        _L   ;:^   , -4-   •—  e  .  ,■ — f-     —   D  , 

\d  ■/y  "2       c^   J.'        d  a  2.  '   ducipJ  2        oi  a        d}j/  2  àad:J.'' 

'Si  on  substitue  dans  ces  lormulcs  les  valeurs  (11)  (_!)  ^K)  (L)  ^§.  175.;,  jl  vieiuira 


'di'\  a  a' 


r  .  - — -    n:  —  (cos  n-  —  cos  vy !  -^  ,      .  _,  .,,  ^-  ,  .  „,-,■> 


'a  \  'dey 
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w  étant  zrfi'— fA,  et  ^—/-j-P'  — ail.  En  mettant  à  la  place  àef,f',  ^^  f'^ 
leurs  valeurs  (§.  176.),  développées  jusqu'à  la  première  puissance  des  excen- 
tricités, employant  ies  mêmes  dcnotations  que  précédemment,  et  faisant  pour 

abréger, 

'%—\  cos  %v  —  L  cos  x|;  —  -^  7|cos  (p.'  —  ro)  —  cos  (j^  4.  t3  --  2  n)| 

+  ^  7|C0S  y  2  fl  -]-  W)  —  cos  ('Jî.'  +  2  J15.  —  OT  —  2  II}} 

-|-  I  7'{C0S  (2  {i'  —  f4  —  ÎÂîO  —  cos  (2fi' -j- /i  —  ^' —  2  ÎI^}  , 

'^  —  \  7{gos  (m.'4-^— 2n)  -j-cosy-h2{A— m— 2n)— cos(fi'-~ro)— cos(p,'-.2iii4-w)| 
-fi7'^cos(f*— roO  +  cos(2fj!.'— fi— m')— cos (p.+ro'— 2lî)~cos(2ja'-f|ii— ^'—aJI  }, 

'^  — ^7{ûn  (fi'— ro)  —  sin  (f/— 2^i4-tÂj)~sin  r|x'4-^|x— co--2ll)-f  sin(|i -fro—all)! 
+  i  y|sin  (2/x'4-^t-— îo'-~3n) —sin  (/x-f-i3'— an)  —  sin  (ja--c5')~sin(2/--;x— Ç5')J, 
en  trouvera  l'équation  suivante, 

'S-.  '6',  étant  les  coefficiens  du  cosinus,  et  '^'  ceux  du  sinug  de  chaqu® 
angle  r{  qui   entre  dans  les  fonctions  '^■,  '©,    S^. 

§.  179.  Les  équalions  N)  (N)  (?)  (P')  sont  un  répertoire,  où  l'on 
trouvera  toutes  les  inégaliiés  qu'on  se  propose  de  calculer.  En  effet  ces  équa- 
tions donneront,  par  ia  Hifférentiation  vulgaire,  la  fonction  [dR\  et  par  une 
intégration  facile,  les  autres  quantités  qui  entrent  dans  les  équations  IV— VII 
(§.  167.),  lesquelles  renferment  toutes  les  inégalités  du  rayon  vecteur,  de  la 
longitude,  et  de  la  latitude.  Comme  la  dernière  ne  sera  pas  développée  ici 
au  delà  de  la  première  puissance  des  excentricités  et  des  inclinaisons,  nous 
commencerons  par  l'équaùon  VII,  dans  laquelle  il  faut  mettre  l'unité  à  la 
place  de  i       7^  i  —  s",  et  cos  v.     Cela  posé   1  équation  VII  deviendra 
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ozrrw'ô'5  4-««  sin  vfrcos  v  (j— )  ^i  — na  cos  v/rsîn  v  (-— ')  3^^ 

[n)  «'^'"  -7-_+  7^-  y)  =  V-  -  ,»  ^  (§•  '58-  '57-  W  (■)}.  Toas 
les  termes  de  l'équation  précédente  étanL  rnuilipliés  par  ^',  nous  ferons  rzzia^ 
r=zaf,  'urziix,  v'=:p/,  p.  et  fx'  é!ant  les  longitudes  sur  i'oibite  de  la  planète 
m.  On   aura  donc,  à  cause  de   :;iz:o  (§.    167.), 

Çd^)-"''{v--'$)^  et  l:z:(a=  +  «=-2a«'cosiv)"^=:<B  (S-  167.169.  (/), 
partant 

(  j— j  =:  —  /«' s' 35';  ce  qui  change  l'équation   précédente  en 

VII.     oz=zà's~-na^  sin  iifz/ ^'  Bt  cos  ix-^na^  cos  i^r^fz  ^'  di  sin  |tt, 
s'  étant  z=:a^s'  (§.   167»), 

Soit  {l'ig.  4i.)  YIE  l'écliptique,  lA  le  plan  de  Torbite  de  m,  mS 
celui  de  l'orbite  de  la  planète  m',  supposée  en  S:  abaissons  les  perpendicu- 
laires SA,  S«5,  sur  les  plans  lA  et  lE.  Cela  posé  on  a  s'zza'sin&A,  oa 
s'zza.SA,  et  dans  le  triangle  S  a  A,  sin  SA  3=sin  Sa  A  sinSa.  En  nom- 
mant ^,  ô',  les  inclinaisons  des  orbites  m  et  m' ,  relativement  à  Técliptique, 
ou  leurs  tangentes,  le  triangle  las  fournit  l'équation  cos  S  a  A  zz:  ^  cos  I .?, 
d'où  il  suit  sinSaAzzi,  et  SAzirSa:  nous  avons  donc  z'zna'  (^s  —  as).  Les 
triangles  las  et  /S 5  donnent  les  relations,  tg  as  ou  asmôsinl^  etS^zziâ^sinz'^;^ 
d'où  l'on  tire  zf  zna' {.^' sxnis —' ^ûnls).  En  nommant  donc  J,  J',  les  lon- 
gitudes des  noeuds  ascendans  des  orbites  m,  m,  sur  l'écliptique ,  et  mettant- 
à  la  place  de  /x,  \x' ,  les  longitudes  sur  l'écliptique ,  vu  que  leur  différence 
est  de   la  seconde  dimension  des  inclinaisons,  on  aura 

s'=:«'{^'sin(/— J')  — ôsin(jui'  —  Z)}z=za'{[q'  —  q)sm\if — {p' ■—p)cos p/}  ^ 
en  faisant  pour  abréger,  ^ sin  J  1=  p^  ^  cos  J'zr.q,  &'  sin  J' rz p ,  ^'  cos  J'  ziz  q\ 
En*  différentiant  l'équation  VU,  on  trouvera,  à  cause  de  diii.ziz  ndl^ 

©  zn     '        —  n"  «^  cos  ^/s'  ^'  de  cos  ps  —  n'^  a^  sin  ju  fz  33'  dt  sin  fi  ^ 

et  la  seconde  différentielle   donnera 

©  n:  ■■■■'"  -\- /»3  «* sin  p.fz'  PS'  â /  cos  f&  —  n^  a*  cos  ft/^'  95'  d^  sin  p.  —  «^ «^  s' S^* 
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Si   on  subslitue  la  valeur  de  S  s,  tirée  de  l'équation  VII,  il  viendra 

Substituons  maintenant 

z'z^a'{(q'-ç)smi,'~.(p'^p)cosy.'},  SS^-z?St^»>^  J^-f  ?fi«>COS  iV  (§.  17O.  (F})| 

et  nous  aurons,  par  les  formules   (t)  (§.   i']']-). 


a^  a  ^r^^{{q'  • —  ç-)  sin  (iw  -{-  p/)  < —  (j^  —-p)  cos  (Jw  -j-  \i')}. 


§    180.  Les   équations  IV  et  VI  (§.   167.)   renferment  encore  les  fon- 

d  d  .r  S  r      S  r            r  .  ^  S  7-                  S  r  .  dr  ,,  ,         wi 

étions    — — - — ,    -T-,    r ?^-TT,    :r ; ;r;^  •  Pour  les  développer  jus- 

qu'à  la   troisième  dimension  des  excentricités,    donnons  aux  perturbations  du 

rayon  vecteur   et  de   la  longitude   (§.    i65.)  cette  forme, 

{a) m' ô  r  =  m'«  (w  -f  î/'  +  u  '  -+■  u"'),     m' ô  v  =  m'  (U  i-  U'  -f-  U''  ^-  U'"), 

le  nombre    des  traits  indiquant   l'exposant   de  la  puissance    des  excentricités, 

par  laquelle  Tinégaiité   est  multipliée.  Il  suit  de  là,  en  substituant  r^a-|"Ap 

(§.  169.),  et   faisant    ~— ?,    -^  =.f. 

Or  l'équation  (e)   (§.    169.)  donne 

pz=~7^  —  7(i  — -7*;  cos  (ix  —  r^)  —  l^^cos  2  (^  —  ro)  —  |7' cos  3  (iu.  — »  w), 
?*  zn  -  7^  -j-  -  V^  cos  2  (/A  —  xa) 73^005  (ja  -—  to)  —  cos  3  (f^  —  îo}}  , 

?^  =z  —  -  7^  cos  fp.  —  vs) 7^  cos  3  ffi —  Wj,   parlant 

4  _  4  ^ 

( i-f-? j~^z=i -j- ^  7'i-7(2-j- j  7*jcosria-— w)-j- -- 7'cos2(hi— îi5)i- 7- 73cos3 'fx- ®}j 

d'oii  il  résulte 

fil —T-  ZluU  +  -  7*4- 7  (2+  -  7')  ces  (u  -te ;+  -  7^cos  2  f ju-ro  )+  V  7^cos  3  rii'--tiï)| 

u   _i  r^  ^       i2  4.      -^  ^'         ^      2  4-  >'» 

I  5 

-j-  u'{  l  -}-•  -  7"-|-  27  cos  (}i. 155;  -j-  -  7^C0S  2  (u—TO^  j-f-  ""{  I  -f-  27  cos  (fA— Wyf-j-  J*''"'» 

On   trouvera  de  la  même  manière 

rô'  r  zz  a  (i  -{-  ?;  3>  zz  a^  (u  -|-  w'  -f-  ^^"-|-'  V;  -^  a^  (a  -h  li'  -f-  u';  f ,    doae 
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Or    ^^  zzzy  (i  —  -y^)  sin  ^jn  —  cj)  -f-  7^  gj^  2  f/i  —  cijj  4-  ^  7^  sin  3  Tfi  —  -ro)  , 

^^^^  zz:  7  f  3  —  -  7"^;  cosifi—'Wj^  27'  cos  2  f^  —  w  ;  -}-  ^  7^  cos  3  (>  — wji 
é'où  l'on  tirera 

dd.r^r          ddu    ii-^ly^-y(i-l  y'j  cos  ^ft  —  ^) 
12]  , • — J 

f  " —  7^  COS  2  Tj*  —  îo  I  —  -  7 3  cos  3  fjL4  —  to, 

V.  s  ■  o  . 

^  -^ — i|i  +-72-7cos^H-TO)--7  C0S2^|u,-îC)}+-,— ,1^  „7cosfjj.-cj)f+---— - 

-}-  ---"  {  >'  f  I  —  -  /^;  sin  0*  —  tsj)  -}-  7^  sin  2  ("ja  —  'RîJ  -j-  |  7^  sin  3  (fi  —  îo;|- 

H —  i  y  sin  ^|Lt  —  toj  --[-  7'  sin  et  (u.  —  vs)f  H -—  7  sin  ( f^  —  ^] 

►f- 1/{7  (i  —  -g  y^)  cos  (fi  —  îiJj  4-2  7^  cos  2  jA  —  îCj  -f-  -|-  73  cos  3  (j»i.  —  tc)|- 

-j-  «■  {"^  cos   H,  —  co)  "i-  27^  cos  2  f^  —  V5j}  -j-  i^' ,  7  cos  (fl W). 

On.  trouvera   par   le  même   procédé, 

— ^— z=:r«-f«  "h«  ja?»    -;-^--;^5^=zl-f-^7^   donc 

de 
et  si  on  substitue  les  valeurs  précédentes   de   p  et  de    — ^-a 

'  nat" 

^_^     rdô-r_9j.    (  2^,0- 'v*;^  7^2  i-i7^jcos(M.  —  tc)^ 

n  .  .^  =  »  ^^,_-^.^  •  ,i:^al  -  naf   1        7»cos2(m^«)-  ^  73cos3  (^-^)< 

C4] ..... ^;^-^^  =u7{(i-i-i 7*)sin(^~toH-7sin2(H^i.H  f 'V^^sin3(M'-ic)^ 
4-  «'  7 1  sin  (h  —  wj  - 1*  'V  *^^  2  (i*  —  ^)  }  'i^  ""  '^  '"^  (1*  —  ^)» 
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Substituons    maintenant    les  valeurs   [i],   [a],   [3],   [4J  j    dans    les  équations 
IV,  VI  (§.    167.),   qui  prendront  cette  forme: 

IV.  0  =  ^c-^ { I  +  ^ 7^— 7( I—  1 7^)cos(a— ro) - --  Y-cos2(u..-^m)~~  73cos3( f^—^')^ 

^  "TTt"  ^'''  ^'  "~  ô  ^""^  ^^^  ^'^  *~  ^^  '^^^"  *^"  ^  ^^  —  ^3)  -4-  S 73  sin  3  (a  —  xi5)} 
i-*  — —  {V  sin  (ft  —  «ï)  -j-  7^  sin  2  (fji  —  ro  ;}  -|-  - — - — -  7  sin  (p,  —  w) 

'\'m'u{  i  -\-  i  7'-t- 37  f  I -j-  i  7^)cos(fj,— te) -f  1 7^cos  2  r].!^-?3)  +  ^  73cos  3  (/.!,— to)} 

I  9 

-f-mV{i  f-  -7'''t-37cosr|x— roj4-  -7'cos2(M.'-îc)}-^mV{[+37cos'^— w)}-^?/?^^ 

VI.  m' (U -|- U' -f- U'' -f- U''Q  z= 

m'  u{y  (i  -i-\  y^)  sin  fft  —  to j  4-  7*  sin  a  f ja  —  ro)  -}-  ^  7-^  sin  3  (^t  —  C3)^ 

■4-  m'  u'  {y  sin  (;a  —  ro)  -}-  7*  sin  2  (/a  —  ro)}  -f-  m'  u''  7  sin  (/x  —  vs) 

"^  ^aT  { '  H-  "^^  —  '^  (-1-  i  ^^)  cos  f/x— to) — ^  7=^^005  2  ffi—vsj  ^  ~  73cos  3  (m— ro}f 

+  W  {^4-^''-^cosr,--t.;>  :  7^cos2(,-^)}+  ^_^:: |,_^eos(,x^z.j4.  î^'f 
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CHAPITRE      II L 

Inégalités    indépendantes    des    excentricités    et   des    incli- 
naisons^ et  celles  qui  dépendent  de  leur  première  puissance. 


§,  i8i.  X\eprenons  l'équation  VII  (§.  179.)»  et  observons  qu'elle  ren- 
ferme la  différentielle  /za^zzdju,,  sans  celle  fidlzzd}x'.  Son  intégration  sera 
donc  plus  facile  ,  si  l'on  y  introduit  l'angle  /x  au  lieu  de  |u.' ,  ce  qui  est 
aisé  par  la  méthode  suivante,  dont  nous  nous  servirons  aussi  pour  simpli- 
fier les  équations  IV   et  VI.     Faisons   ponr  abréger, 

n^  a^àY-%^'^  ~  -^^    {(/  -  q)  sin  p.'-  (p'  - p)  cos  ^l'}  =  Y, 


2  ^'  a'^  S 


»■ 


^  «^  a  St^^^  {{q'  —  q)  sin  (/xv  -f  mO  —  (p  -  p)  cos  {iw  -{-  f.')}  -  Z , 

VIL     o-^|^  +  «=»5-.-Y-Z. 

Comme  la  valeur  de  i,  dans  le  terme  Z,  s'étend  à  tous  les  nombres  entiers» 
positifs  et  négatifs,  excepté  zéro  qui  est  renfermé  dans  le  terme  Y,  il  est 
visible  qu'en  mettant  i —  i   à  la  place  de  /,  Z  se  changera  en 

Z^  =z  ^  a^  a  Sl*^^-  ^^  {{cf  ^  (7)  sin  {iw  -\- \^)—  {p  —p)  cos  ( w  +■  ^l}}, 

parce  qu'alors  iw  -\~  ju,'  devient  (j  — ■  i)  (m-'  —  p.)  -|-  ju,'  zn  /  (a'  —  jn)  -|-  /a.  Ce 
nouveau  terme  Z'  n'est  pas  moins  général  que  Z,  puisque  i —  i  s'étend, 
aussi  bien  que  Jj  à  tous  les  nombres  entiers.  Il  faut  cependant  excepter  le 
€as  où  iz=— =1,  qui  ne  saurait  être  représenté  par  î—\  qu'en  faisant  /zzo, 
ce  qui  est  exclu  des  valeurs  de  i.  On  doit  donc  ajouter  un  nouveau  terme 
ï'  qui  exprimera  ce  que  devient  Z  dans  le  cas  de  izz — i,  d'où  il  vient 

r  —  -  a*  a'  %^'^  {fy  —  ç)  sin  p.  —  {p'  —  p)  cos  jj,}. 
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On  observera  encore,  que  le  terme  Y  doit  être  exclu,  parcequ'il  est  déjà  ren- 
fermé dans  Z'.  En  effet,  si  l'on  fait  /=i,  et  qu'on  observe  la  règle  de  mettre 

i»fCo) L  à  la  place  de  ?§(^'~*\  Z'  se  changera  en  Y.  Ainsi  nous  sommes 

parvenus  à   cette  équation  , 

om— — -b»"^^-^   — Z'^:-^--!-  '^-^  ô^ 
.       __  !!:!  ^2  c/  St^'^  {C<7'  —  9)  sin  f;.  —  {p'  —  p)  cos  f4 

^-a'^  d  %i^^-^^  {(/  —  q)  sin  (/w  -f  ^l)  —  (p'  _p)  cos  (nv  -j-  r)}. 

Il  est  aisé  de  voir  que  finlégrale  de  cette  équation  ne  peut  avoir  que  la 
forme, 

^s-=zt  (A  sin  M-  +  A'  cos  \x)  -|-  B  sin  (/^v  -|-  /x)  -f-  B'  cos  iiw  -}-  ^^}• 
En  effet  il    en  résulte 

■  zi:  in  (A  cos  ju.  —  A'  sin  ja)  —  li^  t  (A  sin  fx  -]-  A'  cos  p,) 

_  |-  (,/  _  n)  -|-  ;,}2  {B  sin  {iw  -f  p.)  -f-  B'  cos  (/w  +  fx:}. 

En  substituant  ces  valeurs  de  ô\s  et  de  —zr^-  t^'^ns  l'équation  précédente,  et 
égalant  à  zéro  le  coefficient  de  chaque  argument,  on  trouvera  que  le  terme 
multiplié  par  t  est  identiquement  nul,  et  que 

d'où  l'on  conclura 

VIII.  5-5  z=  ^  a*  a'  §(^»^  {(yo  -— p')  sin  i*  -{-  (7  —  ^')  cos  m}  t 

Le  premier  terme,  étant  proportionnel  au  lems  i,  croît  à  l'infini:  il 
fournit  donc  à  la  vérité,  aussi  bien  que  le  dernier  terme,  une  équation  pé- 
riodique dont  la  période  est  donnée  par  l'angle  p.,  ou  par  la  révolution  de 
la  planète  m;  mais  la  valeur  de  cette  équation  ,  ou  de  son  coefficient 
-T-  a^aU^^^,  augmente   indéfiniment  d'une  période  à  l'autre.    C'est  une  suite 
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liécessaire  ée  la  variation  des  éldmens  p,  g,  p' ,  q' ,  ou  des  inégalités  sécu* 
kires,  qui  produisent  une  équation  de  la  latitude,  proportionnelle  au  tems, 
et  donnée  par  le  premier  terme  qui,  par  conséquent,  nous  servira  à  déter- 
miner les  inégalités  séculaires  des  élémens  p,   q,  p%  q'.     Ce  terme  est 

(,t} ^s  —  ja"  a'  %i^'^  {{p  —  pO  sin  ^'-f  (y  —  q')  cos  \i\t, 

^çt  la  véritable  inégalité  périodique  de  la  lalifude  deviendra,  après  avoir  sub- 
stitué  (§.   ï  79.}  p  zz  ô  sin  J,  q  Tizd  cos  J,  /?'  iz:  d'  sin  J',  q'  zz:  ô'  cos  J', 

■n?  a*  a'  ^^'^  —  '^ 
î  X.   0  5  tu  -- — ■    .  ,  ■■= r  U  sin  (ùv  -f- 1*  —  J)  —  ^'  sin  (i%v  -|-  1^  ~  J';}- 

Il  faut  se  rappeler  que,   dans  le  cas  où  ^'zz  i,  on  a 

£s  =z !^fl^—  S  l  $|(o>  —  4  l  {/  sin  -(m'  —  JO  —  é  sin  (ji'  —  J)}. 

§.  182.  La  solution  des  équations  IV  et  VI,  consiste  en  peu  de  mots, 
à  intégrer  la  première,  et  à  substituer  dans  l'équation  VI,  les  valeurs  de 
V,  u',  u',  et  de  leurs  difFérentif?lles,  données  par  cette  intégration,  ainsi  que 
les  valeurs  de  R  et  de  r  (^— ),  développées  plus  haut.  Nous  ferons  ces 
opérations  successivement  par  rapport  aux  quantités  w,  u^  m",  u',  et  nous 
commencerons  par  u. 

Si  on  exclut  des  équations  IV  et  VI  ($.  180.)  tous  les  termes  mul- 
tipliés par  7  ou  7',  elles   deviendront 

m!  d  d  u    .        ,    n       ,      2         /3R\    ,         ^      r/-^^5^ 
o  zz:  — ^ — \-  m  n    u-\~n    ar\  - —  1  -\-  "nv  a  j  [a  nj, 

nà  t  \^  ^  / 


nême  cas  (^.  ]6B.\  S' rz  o  et  ri  j— )z=o,  Tun  et  l'autre 
h*;  d'où  il  suit  Rzz/?/S(§.  168.  (AJ  et  r  [^\zz:mr[jA, 
176.   178.)   r=z^,    ^rzî,   'r=:  ?,    ':=rzzT,   et   tous  les 


eî   Ton  a  da«s  le  mi 

éJant  de  l'ordre  de  V 

On  a   de  plus    (§. 

autres    coefficiens    sont   nuls,    ainsi    que    l'argument    11    de  ^S*  et  de  '37.     Le« 

équations  (N)    (P)  (§.  177.   178.)   donneront  donc 

Rzz^  A^°^-f-A^^>cosMv,    et  ri^^^j  =:  -  a -^-h-«-y^  cos  ih'. 
Or  a  .  Mvzzi  (rt'  —  zï)  5/,    d'où  l'on  tirera 
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C9R)  ir  ~  inA^'^  dtsïn  iw,   /(3R)  =  ^  ^'Zn'^  ^^^  ^^^*^^'  +  '^^' 
C  étant  une  constante  arbitraire»     Il  s'en  suit 

/a  //  (^aR)  1=  ;n  G^  —  — ,-.,  sin  iw, 

^      /^R-\^.        "^^     ^dA'-^>               m'a        Ba*    .     , 
fr  I  - —    a  ?  m  —  o  if  -^ —r-T 7T  -^ —  sin  i  w, 

e:rz  --  -f-  n*u-f«  a  (2C4-  -  -ayj-f'^  «  (^^r:;,,  +  -  -3^ -)  cos  mv, 
a»    ,         ./o^    f       aA<2>\  na       /  3nA(»^      ,       aA^»"^ 


sa» 


U  zz:  -— -  -j-  «  a^  (  3  C  4"  ^  -^—  )  —  rj -^    77-^ — jr  -{-a  —  —  i  sm  i  w 

ndt     ^  \  da  J         z(_rt  —  w)\!i[n—n^)*  da  J 

Le  second  terme  de   la  dernière  équation,  étant  proportionnel  au  tems,   doii^ 

aérait  une  partie  du  moyen  mouvement:  on  le  fera  dispaïaître,    en  détermi" 

aant  l'arbitraire  C   ensorte  que  3  G -j- ^  ^-^^ — soit   nul»    Si   on   substitue  cett© 

a   ^  A'^^  ,        -^ 

▼aleur,    Crr—- — ,  les  deux  équations  précédentes  deviendront 

o  zr  -—-  -f  n-u  —r  or  -~-  -f  /i* ûA"'*  -| -—    coâ  iw, 

^t'     '  o  ^a       '  \n  —  n'  -2      d  a  / 

TT        -5u                 u          /3naA(«)     ,      ,aA<;2)\    .     . 
U  =  — —  —  — -r    — r-  -|-  a^  — ;^ —  )  sm  i  w^ 

L^intégrale  de  la  première  ne  peut  avoir  que  cette  forme^ 

(a) z/  rz  A  -|-  B^'^  cos  iwj    d'où   il  suit 

(^)  . . . . .  ^  zz:  /  f/j  -  /.')  B^^>  sin  Iw,     ~^^  =  -  r  («  -  n  f  B<'>  cos  iw,  . 
ce  qui  doit  être  identique  avec 

îl   en  ïéâulte 

(c) A  =  '-  ^-^ ,    B<'>  = =! /"-lA'i!  +  1'  ^^''' 


d'où   Ton  conclura  les  inégalités,  indépendantes  des  excentricités, 
m' auzz.  m' a  A  4"  "^'  «  B^^^  cos  iw , 

Si  on  substitue  les  valeurs  de  A  et  de  B^^^  que  nous  venons  de  trouver,  on  aura 
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L'équation   (B)  (§.  169.)   nous  apprend   que  B,   et  par  conséquent  A^*^ 
et  A^'-*  (§.  iTO.  (E))   sont  d^s  fonctions  ^e^   lignes  a,  a,    de  la  dimension  — î, 

d  ou  il  suit  que  aAr',    a ,  a^  —-—^—,    sont  des  nombres.     Il  est  donc 

visible  que  Téquation  XI  exprime  la  longitude  en  nombres,  tandis  que  l'é- 
quation X  donne  le  rayon  vecteur  en  parties  de  la  distance  moyenne  a  qui, 
suivant  l'usage  adopté  dans  les  tables  astronomiques,  sera  exprimé  en  parties 
du  rayon  de  l'orbite  de  la  terre.  Ainsi,  pour  avoir  les  inégalités  de  la  lon- 
gitude en  secondes  d'un  degré,  il  faut  diviser  U  par  sin  \" ,  ou  ce  qui  re- 
vient au  même,  il  faut  ajouter  b,'i\^fyi5i  au  logarithme  de  U,  donné  par 
l'équation  XI.  Il  en  est  de  même  des  autres  inégalités  u',  U',  etc.  Au 
reste  il  est  aisé  de  voir,  que  les  équations  X  et  XI  restent  les  mêmes,  soit  qu'on 
donne  à  /  des  valeurs  positives  ou  négatives j  d'où  il  suit  qu'après  les  avoir 
multipliées  par  1,  on  ne  doit  étendre  la  valeur  de  /  qu'aux  nombres  positifs. 
§.  i83.  Considérons  maintenant  les  inégalités  de  l'ordre  des  excentri- 
cités, et  tirons  pour  cet  effet,  des  équations  IV,  VI  (§.  180.),  tous  les  ter- 
mes multipliés  par  la  première  puissance  de  7  ou  7 ,  Relativement  à  ces 
termes,  les  équations  (§.  176.  178.)  donneront 
Tji: 3r  =  î ycos  {}i'—  îb'),  Ain  2  =z' Azir'S  —  ^^^7'cos (u/—  te')  —  ?7  cos (a— ro\ 
4>— '4>=z7sin(M.~t«j)  — 7'sin(a'— te'),  '1='^— 7'cos(m.' — oJ'j  — i7cosCa— n), 
tous  les  autres  coefficiens  étant  nuls.  Ou  a  donc  par  les  équations  (IN) 
(P)  (§.    177.   .78.), 

^-m'S-  -  fA^^>+a  ^")  ycos  (f.'-^')-  -«  ^'  7  cos  ((x  -  uj) 

. —  m  UA^'^  + )  7  cos  f/w+ft-TO )  +  —  S  (2/4-1  )  A^'^+a  — —  l  7'cos  {hv^-ix  '-tâs'), 

\  2.     d  a  J         ^  ^       a    l^         ^  à  a    ^ 

r{-^]=:n/ri~)z=:—~  [a  ^- +  a"  ---^    7  cos  (f.  -  ^) 


d  rj  X^T"/  2      \         d  a  d  Ci 


1    ^/   S  ^/  .    ,)  «  ^^  J_  ?L  ^l  ^   r  cos  (mv  -f  fx'  -  V5'r     11  suit  de  là 


]    ^i 
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+  ^  m'/i  $r2/+i)  A^^'^4-a  ^— ?  raisin  (iw -\-  fi'— w'), 

2  ^  '  OC)  v'i  ^/ 

f-rr  /^^^'i/o/  .   ddU  ,        du  .        ,  . 

IV,   o  znm  -——  -4-  m  ^r w  —  m    ■— —  7  cos  (fi  —  'K5)  -1-  2 m  n  ■— •  T  sin  Cr  —  cj) 

01  01  dt 

-f-  3  m'«^^^  7  COS  ([x  —  îjj)  -}-7î^  ar  (^1^^  -f  2n^«/  (dR), 
VI.  m  U'=::m'w7sin  (ju  — ro)  — . 7  cos  (y,— w)  -^ — 

Maintenant  la  méthode  employée  dans  le  §.  181.  nous  servira  à  chasser  l'an- 

3— j,   pour  en  faciliter  l'intégration.   Fa 

m'      aA"'         m'    2^3A<°>_                   ,     d  A^°'>    ,     -m/    ^ddA^^r       ^^,, 
—  a  -3 G^  -^;— o—  ^=  W,       /w'fl  -— a^  —s-^-  =  VV^  f 


isons 


c  3A(^">\       „     f     ,    c  ...N       aA(ï') 


=  Z' 


-na- — ;=¥,  0-i)m'«    /A^^V- -— -    =:Z,   -  m'/z  ^  (2/+i)A^^>+-     , 
2  3a  ^v/  y^  a     d  a  /  2  ^^         -^  <^a 

de  sorte  que 

r/— j=:-W7cos  (M-tÂJ)+WVcos  Cia'-ro')  -X7cos  (nv+jtt-to)+XVcos  (w+^Z-wO, 
(d R;  Z3  Y7 a /  sin  (w  —  ro)  —  Z73 /sin  (/tv  -}-  /x  —  ro)  -f-  ZVa  t  sin  (/ w -[-  fi'—  •03'). 

Il   est  visible   qu'en  mettant  i — i   à  la   place  de  i,  X'  se  changera  en 
X  —  m  ia  — ^^ r  —  «    — â"^—  j   et  Mv  4-  fi'—  to'  en  mv  -f  fx  —  to . 

Si  l'on  fait  izz: — i,    X'  se  changera  en 

A  '  =:  —  a    —Z-—T-  ,    et   7  îv  +  fx  —  C3    en   a  —  w  , 
2  3  a^  ' 

On    peut   donc   substituer   X" -|- X'"  au   lieu    de  X'j    mais  il   faut  observer 

que,    dans   le  cas  de  /m  i ,    X"  sera   identique  avec  W,    de  sorte  que  le 

terme  W  devient  superflu.     Cela  posé  on  aura 

L-h  ^  ^^a— ^— ^-- 3^— j7  cos(.w  +  .a~;30• 
39 
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Par  le  même  nvocédé  on  trouvera  que  Z^devient m'n<('n—-i)hS^~^^+a —     — >. 

'  ^  z  O  à  a     y 

s\  on  met  /—  i  'r  plare  de  i\  et  que  dans  le  cas  de  i  z:z  —  i,  7/  devient 
m'     /w,-i         5a(ï^\      ^  ,     .  ,  ,.         ,     „, 

—  /2  A^''^  — <7— ^ —  •  Ln  substituant  ces  deux  termes  au  heu  de  Z,  on  aura 
3       \  a  a  J 

(tf  j . . . . .  (^3  R)  —  —  «  G  --^ —  7a  l  s  m  ■> — tw)  -f-  -—  /2    A^'  -'  —  a  — ^ —  j  7  3  /  sin  (h-—"^  0 
—  (î  —  0  '^^  "  { ^'A^  ■  -j- -, —  J  ydt  sin  (nv  -\- \i  —  tàj) 

Sï  l'on  fait  /=!,  le  dernier  terme  devient  nul,  comme  cela  doit  être,  par- 
ceque  l'expression  primitive  de  (3R)  ne  renferme  point  l'argument  ft  —  ts'. 
On  conclura  des  équations  (e)   et  {d) , 

f/) ..  .  »=/fôR)"= ^i— — 7cosip,  — ro)— —    A^'^  — «-—-    7'cosr;ji  — rc') 

^  v?  V       ^  3        a  a  ^  ^         2   \  d  a  J  ■ 

/   r        (ik^^^  -I-  ^   ^-)  7  ros  {Jw  -t-  ^^  -=  îc) 

(z  —  i)  m'n     )        ^  Ida, 

/— A*^         H T  — j7'cos  C'w -4- fx  —  ^j 

(5-V  . , .  .  pZ/raR-)  — ^-  a  —  -  7sin  (a-  to)  -  ~  (  A<^»>— «  -— V'sin  O-îO^ 
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,        (        //  A^'^  -j-  t   ^-^  ■'-  )  7  sin  ('Nt^  +  ^  _  TO)       ) 

/i)  .  = ,  ,  .  /r   --   a^  —  ™  -    .,  ——+a^  — -  ^-   7sin  ,p,-X0  +_-«__  -^-  7'sin  (^i-io  } 
""     \i  rj  !in\      àa  à  a^  J  an         ^  a*  vr-        ^ 


2/ 


/ — (  ia  ■ .^  -    7  Sin  (mv -4- /A — tjù    > 

V\  d  a  Ida*)  vir-  J 

Les  valeurs  précédentes  (r.)  {b)  (§.   163,)   donneront,    conformément  aux  for- 
mules  \i)  (§.    177.), 
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cos  (}JL  —  TÂ5)  rr  A  cos  (jj.  —  to)  -[-  B^^^  cos  (/  w  -{-  p.  -  -  îk?}, 
a  sin  (|i  —  to)  =:  A  sin  (fx  —  ^5)  -[■-  B*-' ■  sin  (/tv^  -|~  |a  -—  es), 


0) 


sin  (jU,  —  to)  rr  —  i  (n  ■—  n')  B^^^  cos  (hv  -{-  p.  —  ro), 


9  tt 

^—  cos  (,a  —  ro)    zr   i  («  —  n')  B^^^  sin  (mv  4-  F-  —  ^)) 


^^^  cos  (h-  —  îs?)  =  —  r  C'z  —  îi'Y  B-^'^  cos  (mv  -j-  IK  ^.-  ^5"). 

Si   l'on  substitue  ces  valeurs,   ainsi  que    (d)   (/),   dans  l'équation  IVj  et  qu'on 
fasse  pour  abréger, 

D  =z  n-^l  a^  —- — — — -  ] ,         D  :=:  rr  [a  A^''  —  a    —.- —  ■ — -—  L 

f3r„_^/^*_^2'*_,j  (-^_„f>)_3jjs      ^     „    ÔA(»>     ,     -n?     ,  3âA(*) 

î  i^n  —  nj  —  n  '    z  (n — vf)  —  n  ^c  a  d  a*      ^ 

l'équation  IV.  deviendra 

3  (5  11  ' 

o=z  — — -  _|_n^ti'— D7C0S  (ja  — w)  —  D'y  cos  (fit  —  to') 

—  E^'^  7  cos  (zV  4- JU  —  to) -t- E^^'  — '^  7'cos  (ùv  ^  M.  —  Tc'). 
Il   est  visible    que   l'intégrale    par  rapport  à  i/  doit    avoir   la   forme  suivante, 
(/^) ii'=fy  cos  (/x  —  ca)  -{-J'Y cos  (m-  —  TO')  +^^^7  sin  (m  — ro)  -j-/0'sin  (ju.— w') 

-|-  ''î  7  cos  (iw  -\-  \i  —  to)  -|-  ^'  y  cos  i^iw  -}-  M-  —  ^')j 
d'oij    l'on   tirera 

(0 -ff  ==Cg-'z/^)7sinOj.~ro}+C/-/7/^)  V'sin(.u-TO')+^«i?Vcos(|x-TO)+-^'/2;7'cos('ja-'CJ') 

-f-  '■/(«■ — ji')> — n]{hysia(iw-\-iJL  —  TJ5)-\-h'y'sïn{iw-\-fJ!.  —  îo')}, 
(fn) ■——  zzz  n  {ig  —  nf)  7  cos  fju,  —  XJ5  —\~  n  (ig'  —  nf')  Y  cos  ({a  —  w'} 

—  /i~  /  {^7  sin    JU,  —  X)5)  -\-g'Y  sin  fiu,  —  vs')} 

—  [i {n  —  ri)  —  «} ^  {A 7 cos (Iw -\-\x  —  o3) -[- /îVcos Tmv -f- JU- ^ ïc'  }•. 
En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  IV,  et  égalant  séparément  à  zéro 
le  coefficient  de  chaque  argument,  on  trouvera  c[U2  f,  f^ ,  disparaissent  da 
calcul,  et  que  ce  sont,  par  conséquent,  deux  constantes  arbitraires.  Les 
autres  coefficiens  seront 


3©8  ASTRONOMIEPHYSIQUE 

Les  valeurs   (g)  {h)  (i)  (l)  donneront  à  l'équation  VI  la  forme  suivante, 
U'=:fA4--  —2/—^  a-'^-^—a^  ^^-Usin^M— îCJ-f-5  ^7cos(m.  — îc) 

î             3rz— i)n=a       f..(i^    ,     a  5A<^»K  V    a,    •     /"       1  ^^ 

Hr-  7   o-  . — 1^ i (  î  A*-'^  + 1  >  y  sm  (iw  4- \i  —  ro) 

-4-  77 7^ (  hi-hila   — — -j-û-^  — T-a"  j 


n  2(f(ji — n'} — «3^\  " 

2nfl2  /.^A*;*— ï>     ,     g  9  3A<^g'  — ^h 


ï l- 

i(n, —  n'}— -n  V  é  a  2 

On  fera   bien   de    déterminer   les   quantités   arbitraires/^/',    ensorte    que    le 

premier  et  le  troisième  termes,    qui  donneraient  une  partie  de  Téquation  du 

©entre,  disparaissent:    d'où  l'on  tirera,  en  substituant  les  valeurs  précédentes 

deD,  D',  et  A=:|--~  (S-  182.), 

a     ,dk.'^'         a»  a  a  A"'      ^,  a  /.(,)  ^  ^^''^  ,dd\<^'\ 

f:=z  --  -z  a^  - —  —  T  -^-"2-  î  /  —  —  7    A^'^  =—  a  -3 —  —  a    -y-^-  ], 
^  5  à  a  4.      d  a^     '  '  4.  \  à  a  à  a^   J 

Le  second  et  le  quatrième  terme,  savoir 

(y)  .  .  . .  .  m'  U'  ^  —  ^  {D  7  cos  (m  —  te)  -[-  D'  7'  cos  (/a  ■—  w')} , 

nous  serviront  à  déterminer  les  inégalités  séculaires  des  élémens  7,  îiff»  Il 
ne  reste  donc  que  les  deux  derniers  termes.  En  substituant  au  lieu  de  B*-'% 
D,  D',  hf  h',  leurs  valeurs  (c)  (§.   182.)  et  (/?),  et  faisant 

«WO')—    1        — /*n(rt  — nO(7Ti— iir/)-+io/uH^  — ^0  — 6^^         >       2      a(i) 

j*(n  — n')" +  5Pn (?!—/)''— 9-f=/i(ft—nO  (an  — 5ft^)  + 12  m' (n—nQ-— 1271=»    2  2  £^l!Î 
ai(.i=«fi')C'C'^— ^0-t-fi)-f-  CK"-""'^0-~^0*OC''  —  n')  — an)  ia 


+ 


LIVRE    V,    C  H  A  P.     III.  3oj^ 

'T"  2z(n— nOCKi  — "0  — ^}*(K'^  —  ^')  — 2  71}  <Jtt 

+  z  {n  —  n')  (J{_n  —  n')  -  n)  {J  ^n  — n'j  —  in)  à  ci^         * 

réquation  précédente  deviendra 

XilL  JiW  ziz  —  m'm^'^  y  sin  (/(a—  |x)  -f-  |x  -  ro)  -f  m'^^^h's'm  (/(/_p,}-|-,x— H^. 
Si  l'on  substitue  dans  l'équation  (k)    les  valeurs   précédentes  de  J",  f'f 
g,  g',  h,  h',    en    excluant    l'inégalité    séculaire,    renfermée    dans     les    termes 
gt,  g' t,  et  qu'on  lasse  pour  abréger 

p  Çn~-ny  -hP  n  Cîi  —  nO  —  3  n"         ^  ^  ^A^ n^  a^ îî^^l 

"*     î (n_Ti')(î2(n— /i'j2_n2) ^f~7i_n')  — 271)  "  ^       ^  a       '     2/(n— ?i')^z(u— ft')— an)     o>  a»    * 

z  (u  —  //3  C^  C'^  —  ^0  —  ")  C^  ("•  —  "■  J  —  ^"' 

iÇP  (n  —  nO  —  n)  u«  a»  ^  a*^»-^  n' g^  ______  ??^^^^ 

on  aura  l'inégalité  périodique  du  rayon  vecteur, 

XII.  m' ê-r  m  m'a  m'  =  —  m'a^  (  -  — \-  ^  ——r~    7  cos  (p.  -«  ^5 

\ô    a  a  4-     à  a     J 

,c=  /^..^       aA«>      „  aaA«>\  ^,      .        ,. 

—  m'  M^>  a  7  cos  (/  (/-<-'—  h)  +  /a — te)  -f  m'JN  ^»)  a  Y  cos  (/  (/■—  fx)  +  /x  =»  ^% 
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CHAPITRE      IV» 

Inégalités     séculaires. 


'  §.    184.   A-/étermino'ns  maintenant    les  inégalités   séculaires ^    où  les  va« 
iiations   des  élémens   des  orbites,    et  commençons  par  celle  du  moyen   mou-^ 
vement   ou    du  grand  axe.     Avant  d'enter  en  matière,    il  ne  sera  pas  inutile 
de  dire  quelques  mots,  pour  fixer  le  véritable  sens  de  cette  variation,    par- 
cequ\m    moyen    mouvement    variable    pourrait    paraître    une    absurdité.     Le 
moyen  mouvement  est  celui  qui   tient   le  milieu    entre  le   plus    rapide    et  le 
plus  lent  des  mouvemens  vrais,  et  il   est  trouvé   par   des  observations  qui  em- 
brassent   un  long  intervalle  de  tems,    en  supposant   le  mouvement  uniforme 
pendant  ce  tems.     Il   est  donc  évident   que  la  valeur  du  moyen   mouvement 
doit  toujours    être  censée    se  rapporter    seulement    à   la  période ,    à  laquelle 
s'étendent  les  observations  qui  ont  servi  à  déterminer  cette  valeur.  Le  moyen 
mouvement    sera   donc  variable  ,    si  des  observations  ,    faites    dans  une  autre 
période,   donnent  une  valeur  différente.     Dans  un    pareil   cas  le  moyen  mou- 
vement changera  d'une  période    à  l'autre,     et    rigoureusement  parlant,    il  ne 
pourra  être  supposé   constant   pendant  une  seule   période,  attendu    que  ce  qui 
arrive  en  passant  d'une  période  à   l'autre,   doit  également  avoir   lieu  entre  les 
différentes    parties    de  la   même  période:    ainsi    la   valeur    du    moyen   mouve- 
ment ,    déterminé   par   observation,   n'est  qu'approximative,   et  ne  pourra  être 
regardée    comme  constante  ,    que  relativement    à  une   période    qui    est   assés 
courte ,   pour  que  la  variation  du  moyen  mouvement    pendant  cet   intervalle 
soit   insensible  j    ainsi  qu'on  l'a  vu  dans   la  théorie  de  la  lune.     Celte  varia- 
tion du  moyen  mouvement  est  ce  qu'on  appelle  proprement  équation  séculaire. 
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Reprenons  l'équation  (9)  (§.   j63.) 

vznnizz.  ffandlidR),   et   ovzn5>?3f. 

On  a  vu  r§.  176.  177.),  que  les  fondions  T,  A,  0,  A,  5,  @,  ne  renfermenf, 
outre  des  termes  constans  ,  que  les  cosinus  des  angles  v] ,  lesquels  sont  la 
somme  ou  la  différence  des  niuitiples  de  \i,  p/,  p!u&  un  angle  constant,  de 
sorte  qu'elles  pourront  être  exprimées  généralement  par  FcosJ'n't — m/~{- A), 
attendu  que  [^  z=  £  -f-  «^  p/  =:  e'  +  n  t.  Les  coelEciens  partiels  I',  'F,  etc.  sont 
fonctions  des  excentricités,  dont  les  variations  sont  de  l'ordre  des  masses 
perturbatrices  m' ,  et  qui  par  conséquent  ,  dans  la  fonction  R  qui  est  déjà 
multipliée  par  m ,  doivent  être  regardées  comme  constantes,  si  l'on  néglige 
les  carrés  des  masses.  Ainsi  ces  coelïiciens  ,  après  avoir  été  multipliés  par 
cos  (/ (/  —  m) -f- n  ,  auront  pareillement  la  forme  F  cps  {i' îi' i  —  iné-f-A).  Il 
suit  delà,  par  les  équations  (N)  (N')  (§.  177.),  que  chaque  terme  de  R  est 
de  la  même  forme,  de  sorte  que  R  =:  m' /?■  cos  («' v  — /v-f-A).  Or  nous  avons 
vu  §.  160.)  qu'en  ditrérenliant  par  rapport  à  ^^  il  faut  regarder  les  élémens 
de  l'orbite  comme  constans,  d'où  il  suit  (d  R)  :iz  7?i^  i  k  d  ^  sim  i'  m' — /v -|- A)j 
donc  en   substituant  d^^zizndt,    et   faisant   pour  abréger,  i' v' — ?*v -j- A  zz  0, 

(^B'):iz  m  ikndf  sïn<p,  f(^R)-=:m  i k n f  d t  s'\n  <ïs -zi: ^  '  -—  cos  (I>> 

i  nf  —  in 

Si  on  substitue   l'unité   au   lieu    de   i  ■\- m,   dans   l'expression  précédente   de   v 

et  dans   l'équation   (ib)  (§.    161.'),  il   viendra 

v  =  3../a/(-.R),l=:2/(aR),  donci=:--^^coscp  et  v=:- ^^J^^'^sin^. 

Il  suit  delà  que,  si  l'angle  $  n'est  pas  constant,  les  quantités  a  et  v  ne  sont 
assujèties  qu'à  des  inégalités  périodiques:  ainsi  le  moyen  mouvement  n'aura 
aucune  équation  séculaire,  à  moins  que  /  «'  —  in  ne  soit  nul,  ou  que  les 
moyens  mouvemens  n,  v! ,  ne  soient  commensu râbles;  ce  qui  n'est  pas  le  cas 
dans  le  système  planétaire.  C'est  d'ailleurs  infiniment  peu  vraisemblable,  par- 
ceque,  n,  v! ,  étant  des  constantes  arbitraires,  leur  commensurabilité  suppo- 
serait un  cas  unique  parmi  une  infinité  de  cas  également  possibles.  Mous 
n'avons  considéré  ici  que  l'action  d'une  seule  planète  m' ;  mais  R  eet  propre- 
ment fonction  des  actions    de  toutes  les  planètes  iW ,  m" ,    etc.   a)n6i  (h.  aura 
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îa  forme  {in'^in-{-i"n'^-^cet.)t-\-A,  et  une  équation  séculaire  du  nioyCTi 
mouvement  suppose  i  n  -j-  /'  n'  -\-  i"  n"  -j-  cet.  1=  o  ,  ce  qui  est  encore 
moins  probable:  l'équation  séculaire  qui  aurait  lieu,  si  les  révolutions  de 
deux  planètes  étaient  commensurables  ,  sera  détruite  par  l'action  des  autres 
planètes,  à  moins  que  les  moyens  mouvemens  de  toutes  les  planètes  ne  soi- 
ent commensurables.  Si  on  donne  à  î  une  valeur  négative ,  on  aura  l'équa- 
îion  de  condition  î  n -\- î  11'  ino)  cela  suppose  également,  que  les  deux  moyens 
mouvemens  sont  commensurables,  et  que  l'un  est  rétrograde,  ce  qui  n'existe 
pas  dans  le  système  planétaire.  Il  suit  de  ce  qui  précède,  que  les  grands 
axes,  les  moyens  mouvemens,  ou  les  durées  moyennes  des  révolutions  de 
foutes  les  planètes  de  notre  système  ,  ne  sont  assujètis  à  aucune  équation 
séculaire,  et  que  ces  élémens  n'éprouvent  que  des  oscillations,  ou  des  iné- 
galités périodiques  qui  dépendent  de  la  configuration  des  planètes.  Mais 
il  en  suit  en  même  tems,  que  cela  n'est  pas  d'une  nécessité  absolue,  qu'au 
contraire  l'invariabilité  du  moyen  mouvement,  sur  laquelle  est  fondée  la  sta- 
ïiililé  du  système  solaire,  est  due  à  l'arrangement  particulier  de  ce  système, 
et  au  rapport  des  dislances  des  planètes,  que  l'auteur  de  la  nature  a  choisi. 
Il  est  vrai  que  ce  résultat  remarquable,  que  MM.  Lagrange  et  Laplace  ont 
trouvé  par  des  méthodes  différentes  (^),  suppose  qu'on  néglige  les  carrés 
des  masses,  et  les  puissances  des  excentricités,  plus  élevées  que  la  troisième^ 
ainsi  que  nous  l'avons  fait  dans  toute  cette  analyse.  Mais  M.  Poisson  a  dé- 
montré le  premier,  que  les  quantités  du  second  ordre  des  forces  perturba- 
irices  ne  peuvent  non  plus  produire  aucune  inégalité  séculaire  du  moyen 
mouvement ,  et  qu'en  général  la  stabilité  du  système  planétaire  n'est  point 
altérée  ,  en  ayant  égard  au  carré  des  masses  et  à  toutes  les  puissances  des 
excentricités  et  des  inclinaisons  (^).  Cette  vérité  importante  fut  prouvée 
dans  la  même  année  par  MM.  Laplace  (^)   et  Lagrange  C^). 

(1)  Théar.  des  car.  sécul,  des  élêm.  des  Plan,  par  M.  de  la  Grange  (clans  les  Mém.  de  Berlin^ 
.Ann.  I781.).  Théor.  de  Jupiter  et  de  Saturne  par  M.  de  la  Placé  (dans  les  Mém.  dt 
Paris,  Ann.   lySS.)-     Mécan.  cél.   Tom.  1.  Liç.  11.  77=.   54.  65. 

(2)  Sur  les  inégal,  sécul.  des  mojens   moue  dus  plan,  (Journal  de  l'école  poljiechn.  Cali.  XV.)' 

(3)  Supplém.  à  la  Mécan.  céleste- 

(4)  Sur  la  théor.  dès  var.  des  élém.  det  plan.   etc.  {Méni.  de  l'Jnstit.  de  France,  .Ann.  1808.). 
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§.  i85.  Puisque  les  latitudes  et  et  longitudes  des  planètes  dépendent 
de  leurs  noeuds,  inclinaisons,  anomalies,  etc.  les  variations  de  ces  élémens 
doivent  nécessairement  altérer  le  lieu  de  la  planète,  d'où  résulteront  de  nou- 
velles équations  des  latitudes  et  des  longitudes:  et  ce  sont  justement  les  termes 
(^)  (j)  ^"^  nous  avons  séparés  des  équations  périodiques  (§.  i8i.  i83.). 
Ayant  donc  déterminé  l'ellet  des  inégalités  séculaires  sur  les  équations  pério- 
diques du  lieu  de  la  planète,  ces  nouvelles  équations,  comparées  aux  termes 
(•^)  ij)f  ^^^^  serviront  à  déterminer  les  inégalités  séculaires.  Mais  ces  der- 
nières étant  l'effet  des  perturbations  ,  et  par  conséquent  multipliées  par  la 
masse  perturbatrice ,  leur  influence  sur  les  perturbations  périodiques  doit 
être  de  Tordre  du  carré  des  masses,  que  nous  négligeons  ici:  il  faudra  donc 
se  borner  à  l'effet  qu'elles  ont  sur  les  inégalités  indépendantes  des  perturba- 
tions, ou  sur  les  équations  elliptiques.  Conformément  aux  notations  adoptées 
dans  le  §.  179,  la  tangente  de  la  latitude  ou  5  est  égale  à  ô  sin  (u  —  J), 
où   l'on   peut  substituer  fA  au   lieu  de  v:  on  a   donc 

s  zz  q  sin  \k  —  p  cos  fi. 
Or    si  l'action    de  m'  fait  éprouver   aux  élémens   p,  q ,    dans  le  tems  t,  les 
inégalités  séculaires  m't^p,  m't^q,  il  en  naîtra  en  même  tems   une  équation 
de  la  latitude,  ni'^s,   de  sorte  qu'on  aura 

5 -|- m'^s r=  (<7  -|- m'i^cf)  sin  ^  —  (/?  -j-  m't^ip)  cos  fx,  partant  Ô5 = /(S'ysin/x  —  ô)3C0S|a). 
Si   on  compare  celte  équation  avec  {£)  (§.   181.J,  il  en  résulte 

La  différentiation  des  équations 

przôsinJ,     «7  zz:  ô  cos  J,     p' n:  ô' sin  J',    /=:  ô' cos  J',  donne 
67?z=ô'ô.sin  J-[-^ô  J.cosJ,     ô'^  =  ô^.cosJ— ôôj  ,sin  J, 
d'où  l'on  tirera 

ô"ô  =  0";?  sin  J -j-^V  cos  J,     ô5' J  =z  ô"^  cos  J — 'S'^sinJ, 
et  en  substituant  les  valeurs  précédentes  de  ô  p,  ^q, 

ô^  —-^a"  a  St^»^  {(/  —  ç)  sin  J  -f  (p  —  p')  cos  J}, 
ÔÔJ— ^a^a'3t^^^{(/  — ^)cosJ-t-Qy'  — ;?)sin  J^, 

40 
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les  variations  des  inclinaisons  et  des  noeuds  dans  un  tems  quelconque  i  étant 
m'/ôa  et  n/  tSJ.  Si  Ton  substitue  maintenant  les  valeurs  de  p,  q,  et  qu'on 
désigne  par  N  le  moj'en  mouvement  annuel  de  la  planète  m,  on  trouvera  Vaccrois- 
sement  de  rinclinaison,  et  la  précesràon  des  noeuds  par  rapport  aux  étoiles  fixes, 
dans  le  nombre  d'années  /, 

XIV.     m  a^:rz^  ni  t  a"  a  $i^^^  ^'  sin  (J  —  J'}, 
4- 

XV.     m'aZ—  J  m'ia"  a'  5l^'V^'  cos  (J  —  J'j  —  \ 

Ces  équations  nous  apprennent,  i)  que  l'action  des  autres  planètes  peut  im- 
primer aux  noeuds  d'une  planète  un  mouvement  direct  ou  létrograde,  selon 
que  cos  (J  —  JO  est  plus  ou  moins  grand  que-,,  mais  que  les  noeuds  recu- 
leront toujours  ,  si  la  distance  entre  les  noeuds  ascendans  des  deux  planètes 
qui  agissent  l'une  sur  l'autre,  est  plus  grande  que  90  degrés^  1)  que  l'incli- 
naison va  en  croissant  eu  en  décroissant,  selon  que  J' — J  est  plus  ou  moins 
grand  que  la  demi-circonférence,  et  que  cette  variation  est  d'autant  plus  consi- 
déiable,  que  l'inclinaison  de  l'orbite  de  la  planète  perturbatrice  est  plus 
grande^  et  que  la  dislance  entre  les  deux  noeuds  approche  d'avantage  de 
90   degrés. 

Si    la   planète    perlurbatrice    m'    est   la  terre  ,    ô'  est  nul:    on  a  donc 

S"èrzo,   et   èJ^^ ~  a^  d%^^^.     Comme   on  peut  substituer  à  la  terre   toute 

^-  ,  .  ,   ■ 

autre  planète,  on  en   conclura   cette  vente  importante,   que 

Vans'Ie,    formé   pur  les  plans  de  deux  vrbiles  planétaires  ,    fi'esé   point  altéré  par 

leur  afiradion   muîudle , 

malgré  les  variations  conlliruelles  j  auxquelles  est  assujèlie  la  position  de 
€es  deux  pkns  ,  ainsi  que  leur  inclinaison  relativement  à  l'ccliplique  ou  à 
un  autre  plan  quelconque.  Il  en  suit  de  plus,  que  la  commune  section  des 
deux  pians  aura,  en  vertu  de  leur  attraction  mutuelle,  un  mouvement  rétrogra- 
<le ,  quoique  leurs  noeuds  relativement  à  l'écliptique  puissent  avoir  un  mou- 
vement  direct. 

§.   1K6.  On  peut  trouver  immédiatetnrnt  le  même  résultat,  h  l'aide  àes  fon- 
ctions  Cf  c,  c  .    La  diûërentielle  des  équaliouvs  p:;:^--— ,  ^:^~(§.  îOo.  (6};est 
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dp  =: —  — r-  ,     3  0  rr ■ — ■—  ,    d'où   il  suit   K.   î85.) 

de  zz.  ^  (^c''sin  J  -f-  3c'  cos  J  •— ^ôc),     ô3  Jrz  -  (de'  cos  J  —  3c'sin  J). 

C  t; 

Puisque  les  quantités  c,  c'%  sont  de  Tordre  S,  leurs  carrés  doivent  être  né- 
gligés ici:  ainsi  l'équation  (/z)  (§.  i6i,)  donne  czz:  JlznY  —  l^.  i6i.  (iij). 
Si  on  substitue  Bnzw^a^  (§.  i63.)  et  e'zzz-2.a{ï- — 7";zr2a,  on  aura  cziz — , 
En  mettant  à  la  place  de  de,  dc'j,  de'';,  leurs  valeurs  f/)  (§.  iSg.),  et  ob- 
servant que  2  zz:  o  (§.    167.),   les  équations   précédentes   deviendront 

^    C      /i  R\     .     ^    ,        /a  RN  ^    ,        /5  R\  /3R\   ,7 

d^  =  -;za3^^j  (7^;  sm  J  +  :.  (^-^j  cos  J -f- j  (— j  ^-^  (-^j  ^^ 

.-^T  ^  <;     /^i^\    •    T         /a  R\        ,> 

ôaJ  ii:7îfld^<ix    1  sin  J  —  y     - —     cos  J  >  1 

i    \dzj  -^  Va»;        S* 

d'où    l'on    tirera,    en    substituant    x-^zacosy,    jzzaslnv^    x  zz  a  cos  v% 
y  =  a'sïnv'  (§.   167.), 

d^  -  -  /zû^  a/  ^  i^j~j  cos  (V  -  J)  +  (^— j  èsmv-  i^jjj  é  cos  i;  ^, 


eajn:  —  ;2a^3z!  (r^)  sin  (v  — J). 


Substituons    maintenant    (§.   i58.   (')  (e)),  , 

/5R\  ,    //r  i\         m'a:      /a  R\  ,    ,/i  sN     ,    m'^* 

Câl)  ^'^'^^  (r^  -  f)^    i^  =  Ca^  +  «'=  -  ...'COS.V)  -I  (§.   :67.) 
=  S5(§  369.  (/);=z§i^°>^|5l^^'>cosnv  (§•  170.  (F)), 
dans  les  dernières    équations  qui   deviendront: 

d$zzm'  na^dl\  ^&^ 77  "h  r>  5t^^-*  cos  /w  l  {/  cos  (u  —  J)  —  «'  Ô  sin  mv}  ,     , 

ed3=im'tia"z'df\n^°^ }-  -{- l  H^^^  cos  i\A  sin  Çv  ^  3). 

Or  zzza\'q'' — <7)sin ju.'~|-(;? — /?Ocos/x'}-    (g.    179.),    d'où   il  est  aisé   de  voir, 

que    le  produit    de  SI*-"'-' ^  par  s'  sin  (v  —  Jj  ,    par  s'  cos  {y  —  J)  ,    et  par 

ô  sin  IV,  ne  pourra  donner  que  des  termes  périodiques^  il  en  est  de  même  du 
produit  cos/wsin  w  ~  sin(/-(-iJ  w,  qui  est  périodique  ou  nul.  Il  ne  restera 
donc  pour  les  inégalités  séculaires,  que  les  termes 
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dôi='^  ncî'i/  St^'^  a  t  cos  iw  {(/  —  q)  sin  n'  i»  (p  —  /^'j  ^os  fx'}  cos  (i;  —  J), 

éaJ=  ~  7za"û'5(^^'^a^cos/w{(^'—  ç)sin  fx' -f  ip  —  f/^  ces  fi'}  sin  (u— J). 

Si  l'on  développe  les  produits  des  sinus  et  cosinus  suivant  les  formules  ff) 
($■  177-)  >  on  aura  les  argumens  (/-|-  ij'/—  0"—  1}  H^  ^  J  et  (/+  ijiv4-J; 
et  il  est  aisé  de  voir  que  le  premier  ne  peut  pas  devenir  constant,  quelque 
valeur  qu'on  donne  au  nombre  entier  /,  à  moins  qu'on  ne  suppose 
^/.|-i^j^'__(/— ])lu,z=o,  ou  la  commensurabililé  des  moyens  mouvemens  ju,  \i\ 
qui  n'existe  pas  dans  le  système  planétaiie.  Il  ne  restera  donc  que  l'argu- 
ment fi-+-i)'w  -\-^,  qui  se  change  en  J,  si  l'on  fait  rzr — i:  d'où  il  viendra 

a^—  -  na'a  n^'^dl^q'—q)  sin  J  4- (p  —  ^0  cos  Jf, 

^^^=''!^'  na^  a' ^i^'^dl{y^  q)  cos  3 -j-fp'^p)  sin  J}. 
4 
Substituant  p^zSswJ,  9  =1  ô  cos  J  ,  p':^ô's\n3\  q  ziz  $' cos  J'  (g.  179.),    on 

trouvera  les  équations  XIV,  XV. 

§.  187.  Le  même  prcc^ié  donnera  les  inégalités  séculaires  des  excen- 
tricités et  des  apsides.  La  difïérentielle  de  Av  fg.  169.  0))  par  rapport  à 
7  et  «3  est 

d  .  Av  izz  237  sin  fft  —  ro)  —  273oJ  cos  ffx.  —  w), 
ou  en  mettant  à  la  place  de  37,  3îo,  les  variations  séculaires  m'tSy,  m'^S'cJ, 

n/  S  Avziz'i.m'  t  {S  7  sin  (|u,  —  te)  —  7  ô  xo  cos  (|i  ■ —  Vi]}  ; 
ce  qui  étant  comparé  avec  l'équation  (y)  {$.   i83.),  donnera 

fsw  -] )  7  cos  (/A  —=  ro)  :=  ô  7  sin  (,a  —  to)  —  —  7'  cos  (/a  —  w^)> 

Si  Ton  fait  pour  abréger, 

[a) .  7  sin  îo  zz  Â,   7  cos  tP  zn  /,  Y  sin  to'  zn  h',  Y  cos  to'  iz:  l\ 

et  qu'on  multiplie  la  dernière  équation  par  7,  elle  deviendra 

o=:sinu$A7ô"ro-H^-^^~7— /ô7?-Hcosia$/7ôîC-^ ~ 7-hAô'7?, 

t  'an.  )  C  271  > 

d*où  l'on  tirera,  en  égalant  séparément  à  zéro  chaque  terme  , 

o  =  A7{t.+  °^  +  °''\-»7,     o  =  /7ô^  +  ^^^t^7  +  Aî7, 

'are  '  2  7i 

et  éliminant  successivement  ôw  et  ô7. 
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Mais  /r-^/'~7%  AV— /'A— 7ysm(TO'— ro),  /7-}-A7iz=:7ycos(îiQ'— w),  parlant 

0-7  zz:  —  7'sin  fto' —  roj,         ôro  in .  ~-  cos  (ce'  —  w). 

Substituant  les  valeurs  de  D,  D'  (§.  i83.),  on  aura 

l'accroissement  de  l'excentricité ,    et   la  précession    des  apsides   par   rapport   EUX 
étoiles  fixes,  dans  le  nombre  d'années  i, 

XVI.   rn'  ô-  7  =  -  ;n'a7'/  (  2  A^^>  —  2 «  ~ a""  ^~-]  sin  (w'  —  to), 

5  A"'     .      „  5  dA<'^ 

XVIL    m'  oro  =: m'at 


l 


On    peut  vérifier    les  valeurs    précédentes    à  l'aide  des  fonctions  J",  f. 
Comme  le  plan  des  x,  y,  est  ici  l'orbite  de  m,  on  a  (§.  161.  160.  iSg.  (3)  (y)) 
f—-h   r  —  -h,   f'—o,     (/  — o,     c''=Lo  (g.  160.), 

d'où  l'on  tirera  ^^§.   iSg.  (/)) 

Mais  on  a  (§.  167.) 

ac-i=:rcosv,    jznrsinv,     j;''=z/cos  v',    yzrrsinv', 
9.x:—:  5rcos  v  — r3  v  sin  v,  8j  rzrBrsin  -y  -f-  r3i>  cos  t/,  a: 8^  — j'3^z^r*3D'y 
ce  qui  donne  aux  équations  précédentes  la  forme 

oli-zzi^  ôv  ( -^  j  -f-  r(drcos  v —  rov  sin  v)  (  ^—  cos  t^  —  v--  sm  v)^ 

0/  —  —  r  dv    -— -     —r(dr  sin  u  4-  r3  vcos  v)  f —  cos  v sin  t? 

On  a  de  plus  (§.  i58.  (e)  (bj 

(dK\ m'cosv'       mVcosiJ'       m'rosi;    /3R\ m'sinv'^      m^r'^sinv^       mVsi 

et  en  diJÛférenliant  l'équation  (E)  (§.   167.), 
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/5R\  -m^cQg  (v^  —  y)  tn'r         tnf  r' co%  (y'  —  y') 

Ti)  — 7^- jr .  partant 

\à  xj         \d  rj  \^  vj     r    ' 

,àyj  \drj  '     \dvj      r     '       \a  yj        ^  \àxj         \^dvj' 

En  subslituant   ces  valeurs  dans   les  équations  précédentes ,    et  observant  que 

3// sin  ro -}-d/ cos  te  iz:3  7,  d/icosw  —  d l s'in  xf5  z::z  y  d zs ^  on  trouvera 

dy  zi:  —  r^  dv  sin  (v  ~  V5)  i  —  )  « —  {3rsin  (v  —  w)-\-^rdvcos{v —zc)}  f- — L 

y  dm  zzzr"'  dv  cos  (v  • —  ro)  f- —  j  -|-  \drcos  (y  —  m)  —  tirdv  sinft;  —  ro)}  (-—  j. 

Substituons  maintenant  (§.   169.  (e)),  en  négligeant  le  carré  des  excentricités, 

r  =  «  { I  —  y  cos  ()u,  —  to)},      i;  Z3  p,  +  2  7  sin  (fi  —  cî)  , 

9r  zz  a7?5/.  7  sin  (m,  —  to)   dv  zzz  ndi  {i  -j-  2  7  cos  (ft  —  te)}, 

rd V  zn  andl  {i  -|-  7  ços  (fx  —  to)},  sin  (v  —  to)  zz: sin  (fx  —  rjS)-\-y  sin  2  (fi  —  Cî), 

cos  (V  —  to)  zz  cos  ([i  • —  to)  - —  7  -}-  'V  cos  2  (ju,  —  tâs). 
Cela   donnera,  en  faisant  pour  abréger,  (a  —  to  zz  (p,   fx'  —  xo''zz(p'j 

a  7  zz  —  «  /J  a  /  (sin  (p  -f  -  7  sin  2  (p)  r  (  —  j  —  andt  (2  cos (p  —  -  7  -j-  -  7  cos  ^(^)  (— ), 

7aî5zzfl'/23/(cosCp—  -7-4-  -7cos2(fi)r(-— j — a«3/(2Ûn  ($4- -  7sin2  cp)  (yrjja 

L'équation   (P)   (§.   178.)  donnera 

—   {—-)  — (  — \-a 7  cos  0 

m^  \àrj         2      da  2   \  àa      ^  à  a^  J 

-4-  a  [ 7  cos  OH cos   i  w 

'        \  a  a       ^     i.    .  d  a?-    J  ^     '     2      à  a 

_  _  >  (2/4-1  ) +a—-—  i  7cos(/w+CpH«  U?+  0 + ,-  l  7'cos(nv+Cp'j. 

On  a  d'ailleurs  (— -  )  zz  m'  f — ),  si  l'excentricité  est  nulle,  d'où  il  suit 

Si   Ion   substitue    les  rapports    diflerentiels    (§.  i^S.;,    il  viendra    ~/\J~:^j  — 
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Puisque  nous  cherchons  ici   les  inégalités  séculaires,  il  ne  faut  employer  que 
les  termes  constans.     Cela  posé  on  trouvera 

[0  +  I)  «  -a—  +  7  T^^J  ^  '''''  ^"^  +  ^^  '•"  ^■^ 

-j-  1  (2^"^  -|-  0  A^^'^  -f-  ia  ^—       y  sin  (w  -f-  Cp')  ces  y* 


• T-  ~ —  -  nydi  — «5^     — r«  -^-  T-  H'  cos^  (^ 


-\-  andf 


[_('  +  0  «  -^—  H-  T   -J^£-  j  ^  cos  (mv  -f  Cp  )  cos  (p 
—  r(2i"^  -f-  i)  A'^'^  -j-  /a  ^^   I  y'  sin  (-u'  -|-  CpO  sin  Cp. 


En  développant  les  produits  des  sinus  et  cosinus,  on  aura 

— 7=z a/Vai^'-hO^A^-'-^— «^ --—^7' Sin  {(i -}-  i)  w -+•03'— ro'f, 

Si  on  fait  maintenant  /zi:  —  i,   il  viendra 

o7  — ndl     aA^'^  ~  a- — ■ ,—  1  7   Sin  (tJ5  —  V5^),, 

2  \  d  a  1       d  a^    j 

acij- ,,3W  ^-        _  ^ ndt[aA^^^-a^ -,-    w:  cosfxs—  vi'): 

2  \        à  a        2     d  a^  J       z  \  d  a        i     à  a^  J  Y  '" 

les  mêmes  formules  que  les  précédentes  (XVI.  XVII.}» 

ô' 
g.  î88.  Les    facteurs    ô'  sin  (J  —  J'),    -  ces  (J  ■—  J')  ,    y'  sin  (ro'  —  to), 

V 

—  cos  i^îû'  —  ic;,  éprouvent  des  changemens  ,  dus  aux  variations  ô^,  ê^J,  6  7, 
è  GJ,-  d'où  il  suit  que  ces  vaiiations  ne  sont  pas  rigoureusement  proportionnel- 
les au  tems ,  et  que  les  expressions  précédentes  ne  sont  exactes  que  pendant 
lin  certain  tems  qui  peut  s'clcn  Ire  à  deux  ou  trois  siècles  .  à  cause  de  la 
lenteur  avec  laquelle  changent  les  facteurs  ô' sin  (J  —  J'),  etc.  Mais  si  l'on 
v,eut  étendre  les  fonnuies  XIV  —  XVII  à  ^es  tems  plus  éloigiiés  ,  il  faut  y 
appliquer  une  correction.     Désignons  par  ^j  J,  t)',  J'',  7,  ro,  7^^  -ui\  les  valeurs 


3ao  ASTRONOMIEPHYSIQUE 

de  ces  élémens  à  l'époque  d'où  l'on  part ,  par  ($),  (J)  etc.  leurs  valeurs  qui 
auront  lieu  au  bout  de  200  ans,  et  par  [f],  [J]  ,  etc.  celles  qui  auront  lieu 
après  un  tems  quelconque  /.     Cela  posé,  on  a  d'après  le  théorème  de  Taylor, 

(«) W  =  ^-h^  ^  -h  7  y,v  i-cet.  [JJ  =  J-t-^  —  -+-  -  .  y,T  -f  cet. 

et  sinsi  du  reste.  Les  premières  différentielles-^—,  etc.  sont  les  vitesses  des 
variations  des  élémens  é,  etc.  qui  sont  données  par  les  formules  XIV — XVII, 
dans  lesquelles  il  faut  substituer  successivement  les  actions  de  toutes  les  pla- 

nètes    au    lieu    de    celle    de    m.     Faisons     pour  abréger,    —  m' a"  a' St*^^-*  zn  A, 

ù'  ^ 

A/  sin  (J  —  J')-zzb,  A  -  cos  (J  —  J')  =r  c.  A,  b,  c,  étant  l'effet  total  de  l'action 

Q 

de  toutes  les  planètes  m',  m",  etc.     Cela  posé  on  aura  (XIV.  XV.) 

c^^ ^=^'      n=^-^' 

et  pour  un  nombre  d'années  t,  qui  ne  surpasse  pas  200, 
Q—  ^-^bt,         J  —  J  -j-  (c  —  A)  /^ 
donc  au  bout  de  200  ans , 

(é)  zn  ô  -j-  200  b,         (J)  m  J  -f-  200  (c  —  A). 
On  calculera  de  ia  même  manière,  et  pour  la  même  époque  , 

(O,  (jo,  {n,  (n,  etc. 

Si  l'on  substitue  (ô),  (J)^  (O?  (J  )>  etc.  au  lieu  de  ô,  J,  ô',  etc.  dans  les  for- 
mules XIV,  XV ,  on  trouvera  les  valeurs  ^^ — -- ,  ^ — -  .  que  les  variations 
annuelles  auront  au  bout  de  200  ans:   partant 

(c) =  —  P^--  —  ^  L  ^^-„ -  =  —  <-^^-  — (c — A)>  ,  et  ainsi  du  reste. 

Après  cela  les  formules  (a)  donneront  les  valeurs  des  élémens  ô,  J,  7,  ro, 
pour  un  tems  quelconque. 

On  peut    aussi  former    les  différentielles  secondes,    en  différentiant  les 
équations  XIV  —  XVII,  ce  qui  donnera  (b), 

A3'  sin  (J  —  y)  +  Aô'  (c  —  A  —  c'+  A')  cos  (J  —  JO, 
d'où  il  suivra  le  même  résultat. 
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CHAPITRE      V. 
in  égalités    du    second    ordre. 

§  i8^,  l-Jes  inégalités  des  planètes,  qui  sont  in  dé  pendantes  de  leuré 
excentricités,  ou  qui  dépendent  de  leur  première  puissance,  et  que  nous  avons 
<3ésignées  par  u,  U,  u\  U ,  renferment ,  sous  la  forme  que  nous  leur  avons 
donnée,  tous  les  argumens  dont  elles  sont  susceptibles,  les  premières  u,  U, 
ayant  l'argument  i(}x'  —  fi),  les  dernières,  u',  U',  les  argumens  z'jx' — .{«  —  i)^ — îS5 
et  ip/  —  (/ —  i)  ju,  —  Xf5%  où  l'on  doit  mettre  à  la  place  de  i  tous  les  norabies 
entiers,  tant  positifs  que  négatifs,  en  commençant  par  /m  i,  jusqu'à  ce  qu'on 
parviendra  à  des  équations  inconsidérables.  Si  l'on  voulait  opérer  d'une  ma- 
nière aussi  générale  sur  les  équations  qui  dépendent  des  puissances  supérieu- 
res des  excentricités,  le  travail  serait  immense  et  inutile.  Les  formules  qui 
donnent  les  inégalités  U,  U',  sont  des  fonctions  de/,  n,  n' ,  dont  la  valeur  dimi- 
nue, à  mesure  que  le  nombre  i  augmente:  on  peut  donc  s'arrêter,  dès  qu'on  est 
parvenu  à  une  valeur  de  ?,  qui  donne  une  équation  inconsidérable.  Mais  il  n'en 
est  pas  de  même  des  inégalités  d'un  ordre  supérieur.  Il  peut  arriver,  et  nous 
€n  verrons  un  exemple  frappant,  que  des  valeurs  plus  grandes  de  i,  et  des  puis- 
sances plus  élevées  des  excentricités,  donnent  des  inégalités  très-considérables. 
Il  sera  donc  nécessaire  de  choisir  d'avance  les  termes  à  calculer,  en  détermi- 
nant a  priori  les  argnmens  qui   pourront  produire  des  inégalités  considérables. 

On   se  rappellera  qu'en  intégrant  un  terme   d'un  argument  quelconque, 

il  faut  le  diviser    par  la  vitesse,    avec  laquelle  cet  argument   croit.     En  effet, 

si  B.,  et  par  conséquent  r  {■ —  ),    renferme   un  terme  A  cos  0,   il  en  résultera 

pour  (aE)  le  terme  A'  disiu  q)  ou    • — -—  sin  Cp ,    ^  étant  n:  —^  ^   pour  fydBi 
A"  ^  A'  â  (T) 

le  terme  —  —  cos  (p,    et  pour  dlf{dli)i  le  terme -y-  cos  cp,  d'où  il  viea- 
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a' 

dra  fdtf(dR)-:=z —  —  sin  (p,  A,  A',  ^,  étant  des  fonctions,  de  /z  et  n.  Il  s^agit 

3  ^  Al  .  ,  j  ^  ^ 

donc  de  trouver  des  argumens  ({)  tels  que  ---  soit  très-grand  ou  -  tres-pelitf 
et  il  est  visible  que  cela  dépend  du  rapport  qui  exisle  entre  les  moyens  mou- 
vemen&y  ji^  n',  des  deux  planëies  dont  on  se  propose  de  développer  l'action 
mutuelle-  Or  comme  n  et  n'  ne  se  trouvent  muiupliés  que  par  des 
nombres  entiers,,  de  sorte  que  i  a^'^'û  1^  forme  an  —  k  n'^  y.,,  v!  s'étendant  à 
tous  les  nombres  entiers ^^  <*  ne  peut  devenir  très-petit  par  rapport  à.  A',  fon- 
ction dans  laquelle  n  et  //  sont  multipliés  par  d'autres  nombres  entiers,  que 
dans  le  cas  où  les  moyens  mouvemens  des  deux  planètes  ont  entre  eux  uni 
rapport  presque  commen&uiable ,  ou  qui  peut  être  exprimé  à  peu  près  par 
deux  nombres  entiers^  nvn"  :'.  X' :  X„.    Si,,  dans  un  pareil  cas  y   on  fait  k  zz  X„ 

jt'rziX',  le  diviseur  ^zhkji — •  k' n-   est  presque  nulj;    et  comme  il  n'entre  pas. 

A/ 
dans  ta  fonction  A',  l'inégalité  qui  est  multipliée    par  -- ,    sera  très  -  grande.. 

L'équation  ^  on  — —  zn^n —  X'^'//  donne  (pinX/x  —  X'ja'  -j-const.:  on  nl'a  donc 
qu'à  chercher  les  argumens  Cpy  dans  lesquels  jut  et  jjii  se  trouvent  multipliés 
par  deux  nombres j,  l'un  étant  positif ^  rautre  négatif^  qui  expriment  à  peu; 
près  le  rapport  des  moyens  mouvemens  n  et  «'. 

Déterminons  maintenant  la  puissance  des  excentricités,,  de  Taquelle  dé- 
pend l'argument  (pznXix — X'fx'-  Tous  les  argumens  sont  formés  par  la  com- 
binaison de  la;  fonction  B  ou  A  cos  iw  avec  les  fonctions  e)  (§.  169), 
dont    le  terme   sénéral    a  la  forme  'V*  '      f' (a  —  te)..    Il  en  résulte   dans  R 

"  cos        ^  ' 

(S-  177-  (Nj)  un  terme  de  la  forme  cos  {iw -^yi)  ziz cos- {lw-\-i^  {\i:-- rx)))  zz: 
£os  (J  p/ ~\- (Jf  —  ?■};  ju. -4- G)»  On  a  donc,,  pour  les  argumens  que  iious  clier- 
ehons  ici,,  ïzzX'',  z'— t'unX. ^  d'^oix  il  suit  que  l'exposant  /  de  la  puissance 
de  l'excentricité  7  y,  de  laquelle'  dépend  l'argument  (J),,  est  i  —  X  rz  X' ■ — Xc. 
Les  séries  (e)  nous  apprennent  encore  ^  que  le  eoefiScienb  de  ^  i\P'  —  ^) 
est  y^\  accompagné  de  7^'''^%,  Y^"^\  etc..  mais  non  de  'V^^'^^,  etc.  de 
sorte  qu'ayant  calculé  rinégalitê  qui  dépend  de  la  puissance  7^' ,  on  sait 
qu'elle  est  exacte  aux  quantités  de  l'ordre  7^  ~^^  près,,  et  que  la  puissance 
r^if-^-t  jj5y  ajoutera  rien..  IL  est  aisé  de  voir  qu'il  en  est  de  même  de  l'ex- 
centricité y\  parceqa'il  ae  &'agit  ici  que  de  la  difTérence   ctes  nombres,  i^,  i'^ 
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En  effet ,  si  l'on  combine  le  terme  général  de  {e)  ,  (y'f^'  ^'  (yf  —  w') 
avec  cos  i  w^  il  viendra  {^'f'co&{iw-\-i\}i! — vs')]ziz(y'Y'cos{(i-\-i")pf — i\i — î'^'), 
d'où  il  suit  izizX,  i-\-i"zz.\'j  donc  i^' z:i\' — ■  X,  comme  précédemmenL  La 
combinaison  des  deux  termes  Y'  /  (/x  —  vô)  et  {y'Y"  i'  {\if — vs')  donnera 
7'' (7')^''''"  (/>  4- /'>' -4"  C)  ,    d'où    il  viendra    un   terme    de   Rn:  7'''(>')^' 

COS     ^      '         '  ■  '    '  ^       ' 

cos  {(.'' -|-  i")  ju,'  —  (î  —  i")  \}.  -\-  C}.  On  a  donc  i -\-  i'  zz  X'',  £  -— i  zz  X ,  d'où  l'on 
tire  i'  -\-i" zz.\'  —  X.  Ainsi  il  est  prouvé  que,  pour  développer  rinégaliié 
qui  a  l'argument  Xjn — X'/a'  ou  X'^c'  — Xft  ,  il  faut  remonter  à  l'ordre 
X'  —  X  des  excentricités. 

C'est  par  de  pareils  raisonnemens  que  Fillustre  Laplace  a  fait  une  des 
plus  grandes  découvertes   dans    l'astronomie   physique.     Comme  il  n'y  a   rien 
de  plus   instructif  et   intéressant,  que  de  tracer  ou   de  suivre  le   chemin  que 
le   génie  a   pris  pour  découvrir  les  vérités  sublimes  qui  sont  le  sujet  de  cet 
ouvrage ,    je  me  suis  fait   un  devoir ,    de  prouver  chaque  vérité,   autant  que 
le  permettent  les  bornes    que  j'ai   dû  me  prescrire ,    par  le  même  enchaine- 
ment    d'idées    qui    a  guidé   les  premiers    inventeurs.     L'action    mutuelle    des 
deux   grandes    planètes  du   système    solaire    produit    dans    leurs  mouvemens 
«ne  inégalité   trés-considérable  ,    dont    la   période    est  si  longue    que,    durant 
quelques  siècles  ,    elle  ressemble  à  une  inégalité  séculaire.     Les  observations 
avaient  cependant  fait  reconnaître,  que   ce  n'était  pas  une  véritable  équation 
séculaire,    mais    qu'elle   avait  une  période   d'à  peu   près  mille  ans  (§.    i5i.). 
Comme  les  recherches    des  plus  grands  géomètres  n'indiquaient  aucune  équa- 
tion  qui  fût  à  la   fois  très -grande  et  d'une  période  aussi   longue,    ce    phéno- 
mène  paraissait   renverser  la  théorie  de  Newton.   ]\L   de  Laplace,  considérant 
que   les  géomètres  n'avaient  eu   égtrJ   qu'à   la  première  puissance  des  excen- 
tricités, en   conclut  que  cette  grande  inégalité  devait   dépendre  des  puissances 
supérieures,    et  il   commença    par   déterminer   la  puissance    des  excentricités, 
et   l'argument    qui   pût   fournir   une   pareille  inégalité.     C'est    alors  que ,    par 
les  raisonnemens  que  nous   venons  de  développer  ,  ce  grand  géomètre  décou- 
vrit l'inégalité   de  ces  deux   planètes,  qui  a  une  période  de  plus  de  neuf  cens 
ans  ,    et  qui   est  la  plus  grande    de  toutes  les  perturbations.     On  a   vu  qu'a- 
fin  que   l'argument  (JjzziXh—  X' ju,'  donne,    après  l'intégration,   une  inégalité 

•  - 
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considérable,  sa  diâerentieUe,  divisée  parcelle  du  tems,  X^^-^X^/~^,  àon 
être  très-petite^  or  comme  ^—  |^  est  la  vitesse,  avec  laquelle  l'argunient  (p 
croît,  Hnégalité  doit  changer  très-lentement,  et  par  conséquent  sa  pérbde 
doit  être  très-longue.  Il  est  donc  visible,  qu'on  remplira  à  la  fois  les  deux 
conditions,  en  déterminant  l'argument  $  de  la  manière  que  nous  venons  de- 
développer. 

§.  190.  Les  moyens  mcuvemens ,  n,  r/,  n' ,  des  plus  grandes  planètes 
du  système  solaire,  Jupiter  ,  Saturne  ,  et  Uranus,  ont  entre  eus  un  rapport 
presque  commensurable ,  de  sorte  qu'en  nombres  ronds  ils  peuvent  être  ex^- 
primés  à  peu  prè&  par  les  proportions,  n  :  n'  :;  5:2,  et  n'  :  n"  ::  3  :  r.  On  a; 
donc  à  peu  près,  par  rapport  à  Jupiter  et  Saturne,  5//  — 2«  — o,  et  relati- 
vement à  Saturne  et  Uranus,  'èn'—n'zz.O)  d'où  l'on  conclura,  dans  îè  pre- 
mier cas,  X  =  2,  V  =  5,  /'inV  — X  =  3,  «t  dans  le  second  cas,  f=i2.  La 
grande  inégalité  de  Jupiter  et  de  Saturne  est  donc  de  l'ordre  des  cubes  des- 
excentricités, et  celle  de  Saturne  et  d'Uranus  est  de  l'ordre  des  carrés.  Èela- 
îivement  h  Jupiter  et  Uranus  on  a  «  t//.-::.i5-.2,,  ce  qui  donnerait  la  treizième 
puissance  des  excentricités^ 

Outre  ces  inégalités  qui  sont  données  par  les  termes  /(9R)  et  ^(^  V 
3!  y  en  a  d'autres  assés  considérables,  qui  ne  se  manifestent  pas  aussi  immé- 
diatement, parcequ'eiles  sont  données  par  les  autres  termes  de  l'équation  IV 
(S.  î8oo)*  on  les  trouve  principalement  parmi  celles  du  second  ordre.  Relati- 
vement au  carré  des  excentricités,^  l'équation  IV.  donne  des  termes ,  dans  !es- 
quels  u,  1^,  -^,  sont  multiplies  par  7^^^^  2  (m- —  ûf),  et  u  ,  -^  ,  -^-^^ 
par  7""  (fx— ts).  Or  u  étant  =::Acosw  (§.  182.),  z^'=: B Y cos (///—(/— 1) m. ~tiJ) 
^Cy^cos  (z>'  — (i'—î)  1^— ^0  C^IÏ"  §"  ï^3.),  A,  B,  C,  étant  fonctions  de- 
ti  et  n  ^  cela  donne  des  termes  de  la  forme  7^  cos  (z  w -|-  2^;.  —  2TO),, 
'V7'cos(jw-|-2  iuL  —  ns  —  m')  y  c'est-à-dire,  de  l'ordre  du  carré  des  excentricités,. 
et  de  l'argument  i>  -f  2fju-}-  G  — izV—  (i—  2)  p.  -f  C  —73.  L'équation  iV. 
prendra    donc,   la  forme  ,    o  =1  — ^^  -f  7^*  u"  +  L  cos  ^  ,    dont   l'intégrale    es^t 


3.-U 


zz  E  cos  n,  ce  qui  donne  ——  —  K  {(^  —  2)  n—in  |  sin  r,,,  et 


d-t 
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SaS 


Krr 


— — -  zz  —  K  \<^i  —  2)  7i  —  iji'}^  cos  n ;    cl'où    il  résulte 
o  zr  ■{  L  -j-  7ï^  fv  —  K.  ((/  —  2)  ri  —  in')'^  \  cos  vj ,     donc 

L  .       /,  L  cos  7] 


et  u"  = 


Les  équations  u'^,  U'' ,  auront  donc  un  terme  considérable,  si  l'un  de  ces 
deux  diviseurs  est  très-petit,  ou  si  ir/  est  à  peu  près  égal  à  (/ — 1)  n  ou  à 
(î — 3)  n.  Relativement  à  Jupiter  et  Saturne,  on  a  à  peu  près  Bnzi:Q.n:  en 
faisant  donc  /zz5,  le  diviseur  {i — 3)n  —  in^  devient  très-petit;  d'où  il  résulte 
une  inégalité  de  Jupiter,  due  à  l'action  de  Saturne,  qui  a  pour  argument  l'angle 

^,  Qi,  étant  les  longitudes  moyennes  de  ces  deux  planètes.  Pour  les  per- 
turbations que  Saturne  éprouve  par  l'action  de  Jupiter ,  on  a  à  peu  près 
Snzzin^:  le  second  diviseur  devient  donc  très-petit,  sïizz  —  2j  d'où  il  résulte 
une  inégalité  de  Saturne,  qui  a  l'argument 

4/^  —  2p/  zz  4"^  —  2  3:  =z  (p\ 
Il  arrive  aussi  que,  sans  qu'aucun  des  deux  diviseurs  soit  excessiv^ement  petit, 
le  numérateur  L  devient  très-grand:  c'est  ce  qui  a  lieu,  relativement  à  l'action, 
de  Saturne  sur  Jupiter,  lorsque  l'argument  v]  est  égal  à 

3  ,a'  —  |j.  zz  w , 
et  relativement  à  l'action  de  Jupiter  sur  Saturne,  lorsque  v)  est  égal  à 

3  ja  —  fi'  IZZ  co'  ; 

d'où  résultent  deux  inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne,  ayant  l'une  et  l'autre 
l'argument  3"^ — î^  ,  qui  est  identique  avec  l'argument  3^  — "^  que  nous 
avons  trouvé  pour  la  perturbation  d'Uranus  par  l'action  de  Saturne,  En  ré- 
sumant tout  ce  qui  précède,  nous  aurons  à  développer  les  inégalités  suivantes. 


I.     de  l'ordre  dts  carrés  des  excentricités  et  des  inclinaisons 


I .    argument 

5)Lt'  —  3  ^iziCp. 

Q/.  troublé  par  "^. 


2.  Argument 

3.  Arguirwnt 

4  H-  —  2  IX  zz  $'. 

3]i!  —  /j,  zz  co. 

"^  troublé  par   %. 

%   troublé  par  ■^. 

4'  Argument 

i  f / 

0  ju,  —  \L  iz:  w  . 

"^  troublé  par  î^, 

^    troublé  par  "5. 
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//.  de  l'ordre  des  troisièmes  puissances 

r.    Argument 

2.  Argument 

5  ]i!  —  ap.  m  vj/. 

5  ^l  —  2  IX'  —  VP'. 

Dj-   troublé  par  ^. 

■^  {rouble  par  1^. 

«.  591,  Les    tjquâlions    IV,  VI  (§.  li^o.),    donnent    \qs  termes  suivans, 
dépendans  des  carrés  des  excentricités  et  des  inclinaisons: 


9  au' 


IV.  o:i^^^'-h^«"""-h||-^r"{i  ^cos2(M.  — to}}— ^  7cosrfx— ro) 

-|^3/^^l^'7cos(^.— î^j-f  3^,  ar  {^^^^  cj  (^K% 
V I.    U''  n;  li  7^  5in  2  (jst  —  w)-\-u  ^  sin  (/^^  ■ —  '^) 

-] 7^  -{2  COS  2  f/J. K  ,} -—  7  COS  ffX  —  ■CJ) 

+  ^+  ^'  «^'  +5 '^'J^'- (^r)  ^'+  ^ " (■  +5  ^=J/5'/raR). 

Les  quatre  argumens  des  inégalités  du  second  ordre,  Cp,  Cp',  w,  to',  (§.  190.) 
ont  la  forme  générale  v.\i!  —  {y. —  aj  jxzr  nw-j- 2p,  ,  v.  étant  -{-5  et -j- 3 
dans  les  argumens  (p,  w,  — 2  et  —  1  dans  cp',  w'.  On  choisira  donc,  dans 
les  fonctions  R  et  r  {—-\  ^  les  termes  qui  ont  l'argument  xw-j-a^;  dans 
z/,  -^  . — -,  les  termes  oui,  étant  combinés  avec  l'angle  a/x,  produisent 
le  même  argument^  et  dans  u,  —,  -JW ^  *^""^  ^"^  ^^  produisent  par  la 
lîombinaison  avec  /x.     En  faisant  donc   pour  abréger, 

' — s— ^  ^    n       7. —  ^  ~^:r"  i"  «    ^  .^    —  ^  ^ 


a  a       '      8       àa- 


zzP' 


jJl±îl±.^  A^^'^  4-  ^^^  a  ^^'^  4-  -  ^  ^  "^^^^  —  F"     -^  -  «f^^'^  —  P'" 


<J  a 


6       d  a- 


Ô 


^jC/)_piic^ 


— ô «  -7^  + 


8    a*-^ 


^f«_,.5f  +  i    aAcs")  .aaA^»)      fl='a'A(*">__ 
r- —  «  -ST-  i-  (^  -r  0  «"  -Tir-  -t"  T  -T:r3-  —  v  » 


3« 


^a* 


4-     ^«' 
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a 1 a 

S.  à  a        ^        2 


i  +  2     ^dd  \^i^     ,     a^  d^  ACt>  __  ^^j j 


9  a'^ 


""^    8      da=> 


-  =  Q^% 


les  équations  ^N;   ^N'j   'P,  (P^   f^.   177.   178.)   donneront 

^-;w'  P"y^(;os  ((/+  2)  jx'  —  iix  —  2  ïs'y  —  mT"^<3*cos  ^(/^  i)  \x!—{l—  0>  —  2n), 

-|-m'Q"7'\'os(C'+2;  fx'— m—  2CJ'j — /7z'Q"'ô^cosrf/-Hi  j  |ut'—  (/— i  V— ^''— ^}. 
Il  est  aisé  de  voir  que  les  fonctions  Q  sont  les  ditïérentielles  des  fonctions. 
P  par  rapport  à  a,  de  sorte  qu^on  a 


Q°-«;t.   Q'==«Tr^  Q"-« 


da. 


<^  a 


3  pie  5Pïï^ 


â  a 


Il  est  aussi  visib'e  que,^  pour  donner  aux  quatre  argumens  qui  entrent  dans 
R  et  dans  J' [x—j ,  la  forme  /ju,' — (i — ■  ^)  l^  —  const.,  il  faut  mettre  à  la 
place  de  i,  i  dans  P*  et  Q^,  /^  i  dans  P%  QS  P"%  Q'"^  et  î— 2  dan» 
P",   9".     Ainsi  on  aura 


d  a 


8      da^ 


pi__  (£: 


C-^'-^>  j^a-^y 


'         2.  d  a  '4- 


pir  _-  4^'"-7^'+«  a(z-2>^  ii 


4 


r      3A^^— 2>     , 

-  a  — 5 K 

a  a        ' 


8  ' 


(^  a' 


fA). 


I  p„,_f|:3((f-i>.  ço_- 


' -—  a -H a   —^ 

'    2         a 


8 


Q^  zi:  -^ '  a +•  la"  - 

*■  2  d  a  ' 

^  8  à  a         ^     2 


à  a 


''     8    "d  ftâ^* 


da^ 


^3  d^A":»— ï> 


^la  posé  on  aura,   en  faisant   pour  abréger^  /w-j- 2  fi  tz:  vj^^^y 

R  — m'P°  y^'cos  (n^^'^— 2to)  — w' P'  7 y  cos  (7]^^'^  —  ro  — ÎC'J 
-L  m'  P' ^  y'^  cos  r i^^>  _  a  ro';  _  m'  P" ï  ô"  cos  (>)<•'>  —  2  Hj  , 
r  ^— j  zz  m'  Q"  '>=  cos  (^tj,*^''^  =  2  Wy  —  m'  Q'  y  Y  co&  (,n^^^  —  îS-=-î3') 
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-f-  m'  9'  '  y^  cos  (7]^^'^  —  im')--m'q^^'^  ô"  cos  (r/^')  ~  a  H), 
d'où  Ton   iiiera 

^^°  7^  sin  ^r)^^'^  —  2to)  —  P^  7  V  sin  (>]^'^  —  'Cî—  ■^'  v 

(a-R)  -  (i ^--  2)  m'/za  ^^ p^^  ^,^ ^.^^  (73<^')-  2^0 -  P"' ^'sin  (>J^''^ -  ^n.  r 

Pour  les  autres  termes  des  équations   IV,   VI,  qui  admettent  la  forme 
yf^^,   on  trouvera  ,    en  vertu  des  équations   (a)    (b)   (§.  182.J  ,    XII  (§.   i83.), 
et   des   formules  (tj  (§.177-)» 
u  cos  2  (,u,  —  m)  zz.  B^'^  cos  (tj^^^  —  2C5),     u  sin  2  (fi  —  tcîj  =z  B^^^  sin  {r\^^^ —  iw), 

—-  sin  2  ( fi  —  to)  in  : —  /  {n  —  n'J  B"^'^  cos  [y\^'^  —  2TO}, 
- —  cos  2  C/A  —  w)zi:i  (n—~  n)  B^^^  sin  (t)^'^  —  2ro), 

—  ^  cos  2  Tia  —  ro)  =  —  P  (n  • —  ny  B^^^  cos  (>]^'^  —  2  w), 

«'  cos  (m,  — 10)  =:  —  î  ^/i^^"^  7  cos  {y\^^^  —  aro)  -j-  î  îs^^^  7'  cos  (t)^^^  —  to  —  53'), 
w'  sin  (ju.  —  to)  =:  —  ï  M^^'^  7  sin  (t)^^^  —  2tc)  -f  ,^  N^^'^  Y  sin  (vi^î^  —  ta  ^  to'j, 

™  sin(fx  — K)—  '"^''"f^"^  fVÎ^^')7cos(ï)^^"^— 2^)  — ]N^^Vcos,7]^^'>— îO^roOK 

|^'cos(îx -«:)=—  '"-"~^'1=^  {Vi^^'^7sin(>]^^'>— 2TO)— ]N^^'Vsin(7i^^'>— n  — îoO}, 

- -'^'  cos  (m-w)  —  U'(^-^0--^^  ^  vi^^'>  V  cos  [yfi^—'.T^)  —  -^^^^  Y  cos  (y]^'^  — ro— 10'  }. 

d  t  2. 

A  l'égard  de  l'intégration  des  fonctions  de  R,  il  faut  observer  que, 
les  inégalités  qui  sont  divisées  par  un  très-petit  nombre,  ayant  non  seulement 
une  valeur  considérable,  mais  aussi  une  longue  période  {%.  if^9;,  il  n'est 
pas  permis  de  regarder  les  élémens  7,  xo,  etc.  comme  conslans  durant  une 
période  entière,  comme  on  l'a  fait  jusqu'à  présent j  mais  qu'il  faut  tenir 
compte  de  leurs  inégalités  séculaires,  dans  l'intégration  même.  Soit  donc 
kdX  une  différentielle  à  intégrer,  k  étant  fonction  des  élémens  àçs  orbiies. 
Si  l'on  porte  la  précision  jusqu'aux  différentielles  secondes  des  éiémens, 
-^  -    §.  186.    188.),   et   qu'on  intègre    par  parties,  on  aura 

f/cdX  —  kX—fXdkz=zkX—f^^XdL 
En  faisant  pour  abréger,  ~^h,  -/~-h',  fXdt-Y,  fYdi—Z,  on  trouvera 
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fhXdt  =  hY''fYdhz:zhY  —  fh'Ydt,  donc 

//taXzr/^X  — /zY-f^'Z,  d'où  il  vient 

fdtfJcdX^fkl^dt^fhYdt^fh'Zdt  —  fkdY  —  fhdZ'\-h'fZdt:iz 

kY—^fhdZ'^h'fZdtzzikY-^T.hZ^ih'fZdt.    Ainsi  on  a 

(B) <  .-  _. 

(fdifkdX  zn  kfXdi—  2  tlfdtfXBt  -f  3  tl^  f^tf^tfXèt. 

/ri  R\ 

Ces  formules  nous  serviront  à  trouver  les  intégrales  de  (3R),  de  r(-j-)3^, 
et  de3^/(3R),  relativement  aux  inégalités  à  longue  période.  Pour  les  autres 
argumens,  tels  que  w,  on  fera  simplement  fkdXzizkX,  fdtfkdXzzkfXèL 

à  è)  b 

Au  reste  nous  n'aurons  égard  aux  différentielles  secondes — -,  que  dans  les 

d  t 

équations  du  troisième  ordre,  \p,  \p'.  En  rassemblant  toutes  les  valeurs  pré- 
cédentes,   et  faisant  i(n — n^j — awzzX,  on  aura 

4.  i^=JL'  N('>  7  y  cos  (V"  _  to  -  «')  -f  ^  a/(3R)  -V  ï^,  ar  fi^X 

VI.  U^'  1=  --  +  5  '-^--  M^^>  -  ^-tZÎ  BC^)  l  y-  sin  (r,(^->-  2^) 
nàt      ^    l     2n  n  ^  ^  ' 

an  'm''-'^'m'^''\dry 

§.  192.  Intégrons  maintenant  les  valeurs  précédentes  de  (d'K),  ri — \dtf 
9^(3R),   et  faisons   pour  plus   de  simplicité, 

rv^sinawzz/;  7*cos2W=:/',  yYs\n(i3i-\--ui'):=:g,  yVcos{vS-\-w')-=.g\* 

^^ ^y'^sinato'zzA,    Y^  cos  2  îc' zz //,     h^s\nyli—k,     ô'^  cos  2  n  iz. /^' 

Cela  posé  on  aura   (§.   191.) 

fTiM^--    'r      o^    .    (^PV'-P^/4-P"^'-P"'Osin>,<^'>> 
^  ^  ?-(PV-P'^-i-P"^~P"^/^jcos^(^^S» 

r  (^)  =  ^'(Q°r  -  Q^^'-f  Q"  A'-  Q"^  ^')  cosr,^^> 
^' (QY_  Qî  ^  _}_  Qii  ^  _  QUI  ^.)  sin  ^(O. 

j^  ^;  «^^  etc.  étant  les  fonctions    variables   des  élémens,    que  nous   avons  dé- 
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sis^nées  par  1^   (§.    I9T.^.     Si   on    observe  maintenant,    que   dvi^^^rr  —  \'èt  ou 
â^rr: r —  (§.    î9>.^,   la  piemièie  des  iormules  fB)    donnera 


/(^R) 


m'  (  /  —  2)  71 


sm  7^' 


'4 


p-f/'-r'^)-!"»^ 


1    ^^    "ï 


■<^^(/-^l-K;-ç^^+^^ 


X   a  f 

La  seconde   des  formules  fB)   (§.   igr."!   donnera 


COS  Y) 


COS  V) 


(/)^ 


(0 


d  f/ 


sin  7] 


()' 


/a//(aR;r= 


COS  y\ 


(/) 


sm  v] 


(2) 


Si   on   rssîenble   fous  ces  termes,  les  équations  précétienles  deviendront 


IV.     o  z= 


d  t' 


^l±lr  B'^V—  ^'^'"^ 


—  Ai     y   -j N*-'-^  g 


H- 


+  ,.=^.v    Q^^'-  Q^^^'-|_g'V/-Q"'l) 


'P°f> 


k      i   tJ  \^  A       à   t 


COS  r\ 


(?) 


I    a  k\ 

a'  à  t  ,'" 
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^Lii:^:  B^  V-  ^^l±i-^I  M^^V-h  ^^--  ]N^^'>  ^ 

2[i  —  2)n'  V^X      df/         ^       15^  X      dtj 


s'm  rf'\ 


+ 


■+'"(»*rn) -■"■■('+ ;-n) 


f 


VI.    U"-i^-îi^ 


+ 


2  Tt 


■Q"(/+-M^')-Ç'(^+rlf') 


ï     d&' 


I  dk' 


y  cos  >i^'* 


H Ti — '  « 


^+x  a. 


^'(^+^W 


L+P"(^+M?^)-W^+M7 


'  ^_!^  B^V—  ^^-  M^^'^  f'J^Z^l  N^^'^/ 


-h 


QM/'~T 


X     dt 


dg 


<?-  «'-rH 


L+Q"(//-i.^i^)_Q...(/,_i.|^^)J}3M«, 


3(1  — 2)  n« 
n ^5 « 


^''i^^-l¥t 


■'='      X  af. 


L+P..(;._^..|^)_pu,(,._=.|i)jj 


Les  rapports  différentiels,  ^r-.  •:r----  =~ ,  etc.  seront  déterminés  de 
la  manière  suivante.  On  calculera,  a  i'side  de  la  formule  (<?)  (§.  188.),  lés 
valeurs  des  élémens  7,^,7',  to',  ô,  J,  0',  J',  pour  les  époques  de  aSoo  et  de 
2800  ,  leurs  valeurs  pour  1800  étant  données.  Eii  désignant  les  valeurs, 
correspondantes  aux  trois  époques  de  1800,  2800,  et  aSuO,  par  7,  (7),  [7j( 
etc.  on  aura 
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f=y^smzxji,  (/)  —(7/  sin  2  (03),  [/]  r=:  [7]^  sin  a  [ro],/'=r'V*  cosarï»  etc. 
Pour  déterminer  les   quantités  X:  zzô^sin  2II,  /t'zz:  ô*cos  2II,   soit  (^Fig.  ^i.) 
VIE  l'écliptique ,    IN  A   l'orbite   de  la  planète   w^  /NS  celle  de  m',  et  l'arc 
Nn  perpendiculaire  à  l'écliptique.     Cela  posé   ou  aura 
Ii  =  J'— J,  tangNIn  — ^   tangN/«=:^',  ^«  =  11,   tangIN/=:Ô"  (§.  168.),  donc 

Nniizô'sinï/i  —  ôsin  IN,    d'où  l'on   lire   ê' sin  (Il  —  J')  :=:  ^  sin  (Il  —  J), 
et  en  développant, 

_  ô'  sin  j'  —  é  sin  J 

tane  D.  zz  —, — =, 

é   cos  J  —  $  cos  J 

Le  triangle  IN/ fournit  l'équation,  cosN:=cos(J' — J)sinNI/sïnNzl— cosNI/cosN/I, 
ou  cosN  — I— 2(sinîN;*iz:i  — |ô'^=W'cos(J'— J)4-i— ?(ô"-f-ô'2j;  d'où  il  suit 

Ainsi  1  équation  précédente  donnera  sin^nn^ — ,cos^IIz^^ r^ —y 

d'où  résultent  ces   deux  équations, 

ô"  sin  n  zz:  ô'  sin  J'  —  ô  sin  J  zz  e,  ô"  cos  II  zz  ô'  cos  J'  —  ù  cos  J  zr  e' , 
ce  qui  donne  k-zz-iee'  ,  k' zzié^  —  e^.  On  trouvera  de  cette  manière 
les  valeurs  k,  h',  (/?:),  (//),  [/cj,  [/^'J ,  relatives  aux  trois  époques  de  i§oo, 
aSoo,  2800,  en  substituant  (0?  (J),  [0],  etc.  au  lieu  de  $,  J,  ô',  J'.  Main- 
tenant il  est  aisé  de  conclure  les  rapports  différentiels  ■—,  — —  ,  des  troi-s  valeurs^i 
(v/)j     [J^l>    etc.     On    a  pour    un    nombre    t    quelconque    d'années    écoulées 


)rès   i8oo, 


fziLf-Y  t^~  ^~.  —^  -\-  cet,    d'où  il  résulte 


(/)  =z/+  5oo  ^  -f  1 25000  y^ ,  [/]  :=zf-V  1 000  ^  +  5ooooo  ^  , 
d'où  l'on  tirera 

^     ■' ôt  looo  *  di*  260000 

Il  en  est  de  même  des  autres  fonctions,  y'^  g,  etc. 

On  trouvera  le  même  résultat  par  la  différentialion.     En   eflet  l'équa- 
tion fzziy'^  sin  210,  donnera 

3/  /d7    .  d«r  \        */     57    ,       J  ^xx       . 
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dt"  ""  ^"^  \7»'i> *»:'■*  7*  at»       ^  dtv    '  ^^   1,7'^t'at    '     atv' 
§.    193.  La  première   équation,    relative  aux   perturbations    de  Jupiter 
par  l'action   de  Saturne,  a  pour  argument  l'angle  5 /x' — 3^,  zz5"^  —  3î^zrcp 

(§.   190.),    d'où   il  suit  /  zz:  5.     Ou    a   vu    que est    une   très-petite 

fracfiont  en   faisant  donc 

b  n  —  in  zn  ^ 71 , 
on    pourra    négliger    les    puissances    supérieures    de   ^'.     Cela    posé    on  aura 
(§.  191.  182.  i83.), 

2-f.  ^  3 i: 

n'-zz         ^  n,  n  —  nziz — —•  n,  i[n~i/)  —  iîiz:z.\zz:{i—^')n,  X^ — rî^zz: — 2^/î% 

i%n —  /// —  n^zz  (8 — 6^')  /i%  i{ii—n')  — 72  zz  (2 — ^')  ;/,    f{n — n')  —  n  :n  (  1 4  —  5^)  w; 

B^^>=:  B^^^  =  A  A  -I-  i!  ^-  )  a  A^5)  ^  l±l!  «= 
a4  \^      "^  12   ^/  '         i6 


aA«> 


4  8  à  d  6  d  a^     ' 

Si   l'on  fait  pour  abréger, 

6  (I -f  ^O  ûP^  +  a Q»  —  (3  —  ^)  N^^>  =:  n, 
6(i-^§)gP'»-]-  «Q"  — m,     6(1  -f  |)aP"'-4-«Q'"=lV, 
l'équation  IV  (§.  192.)   deviendra 

,,^,,  r«^([.  r-IL,^'+III.  A'-IV.  ^0  . 

+  ^  n\Lf-^U.g^Ul.h-^iy,/c)4-6(i+2^)na(v°  ?^'  -P'  ?^+P"  ^-P"^  ^}\  ?  sin$. 


^3i  A  S  T  R  0  ^  0  M  I  E    P  H  Y  S  I  Q  U  E 

Considérons  séparément   les  termes  qui  dépendent  de  y  et  de  y'^;,  de  sorte  que 

(E) o=:^^-t-n^/-|-^î./z=r  — 6(i-^2?)naP°|^^cqs(î) 

^U.n^f-\-6{i  -1-2?)  naV'  |y?sin  (p. 

Il    est  aisé   de  voir  que  l'iniégralc  doit  avoir  cette  forme,  qui  sera  également 
celle  des   autres  termes  qui  dépendent  de  g,  h,  k,  etc. 

i/'-  (f/'  -  G  ^^)  cos  ^  -f  (f/H-  g  ^')  sin  <î); 

d'où   Ton  tirera  en  difierentianl,  vu  que    —  m  —  X, 

77  =  (f  ^'  -  XF  A-  XG  %  cos  $  +  (xFy  -  XG  i|  +  F  If)  sin  *, 

f^  =  -(x'r/+X=G|4'-.XI.^/;),i„$_(x=F/'_X=G|-f+.XF|f)cos^. 

Ayant  substitué   les  valeurs  de  u'  et  de    ■         ■    dans  l'équation  (E),  la  com- 
paraison des  termes  semblables  donnera 

y__    ?•    ^^ I_  6  (,  >4-  2  g)  n  a  P°-h  2  X  F  _  (i  —  g)  I         5(i  +  a?) 

X*  — n^~       3^'  X'— n»  ""     2|»,n""~        ^^n       "^ 

Ainsi  on  aura 

/!./'  — II.  ^'+111.  A'  — IV.  Â' 

n./- IL  ^  +  111.  A- IV.  ^_  (^Iirii^  6(1  +  2?)  ^p-)  i/-^ 

Faisons  pour  sbréger, 

XVIII.     ôr=r:oïi"=: — Easin  (J)  —  E'a  coscf),      — r  =:  D  cos  0  —  D'sin<|), 

et   substituons    la  valeur   de  ?.     On    a  suivant    M.  Laplace ,    n  11227314",  i  j 
v!  zn.  io999''j  l'f  d'où   l^n  tirera 
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^  =: 0,  0134656^  4  —  74,  ^^"^1 5    B^^'  —  o.^iiS'j,  aA^^^  -\-  o,  o63i 3  «=  ^-- , 


~   ,  s  r.n    ,  oo        -  5A^*'     ,  o  ac)A^^' 

^C5>:r:6,  i6i6.flA^-^^-f  2,  38.a-  -^   -|_o,  17  .«3  —  —  , 


1  =  48,  1.7  .«A^^^-f  2i,89|-.«*  ^^  -|-3,oo8.fi3  -_-^_   _|_ 


a»  a 


Ta' 


8       a  a= 


+  6,  >-6o  .  «3  _  4. 


III  =:5o,  9^7  .  «  A^3)  4.  ,4,  307  .  a'  -^--  -f  3,  a6  .  «3  ___^  _  _|_  ^  __  _  ^ 

I V  =:  «'  a   (o,  885  .  $1^4)    1    1  !J^'^. 

Au   moyen  de   ces  valeurs,   et   de  celles  de  P",  P',  etc.  Q°,  etc.  on  trouvera 

Eii:/^    ^'e,  67. a  A^^'^  4-812,99. «^^^  +  11 1,69.^3  ^-^*  4-4,6^ 

— ^3.:7>4,T3.aA^-^4-)7:>o,i3.a--— -^-i-232,74.a^-~^-f  9,a8.«4— —  ^ 


a  A"' 


aa  A'-'^ 


d^  \<^> 


4-h\  1  Pot,  01  .aA^^^4-Q0i,b6.a ■  4- i2i,o5  .«^ -— ^ f-  4,64.«'^-— - 

—  /!■  I32,  86  .  a=  «  51^-^^  +  4,  64  .  «3  «'  — ,-^  l 

— --     n467,46.flA^^^4-i5QO,2.a=— U-2)9,6.a3---— -h  tj.iô.a"^— -  -    < 

-f  — f-  ^  7  237, 06.  «A- 4^  4-3366,2.  G  — ^437,6o.«3  j^ih,o^M'^-~       ^ 

'~^le''^^'^9'«^^^-f '766,95. a  -y— +238,07. a^-y^,--f9,ib 


4--^-364,  on.a-^a'Sf^^)  _|_  g,  ,6.  «3  ^/ 


a  a  A<  " 


^3  A' 


ndt  l 


èa:     \9 


■^y^-  6(,  ^  ''^)"^''Y-jj 


_|^i!_6fi-|-2^^  «P"^'^|-4-^'Z_6(.4-ar«P' 
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et  les  coefEciens   E',  D',  sent  ce   que  deviennent    E,  D,  si  Ton  met/',  g\ 

h',  k' ,    —df,    —dg,    —dh,    -^dk,    à    la    place    de    /,   g,  h,  k,   df, 
èg',  dh!,  dk\  ^^^^ 

Si   l'on  substitue   les  valeurs    précédentes    de    -^-,   B^^\  P%  Q*",  etc. 
dans  l'équation   VI  f§.   19^-)»  ^^  qu'on  fasse   pour  abréger, 
X  ï  X.    U''  zi:  F  cos  cp  —  F'  sin  cp,  on  aura 

5»  A"' 


F=r/^  36o,,,4 . <.A<î'-t- ■644,95  .«= '-|Ç  + =^6,35 . a3  ii^ +9,4.  .«♦  ^'^-jl  ^ 
_g^,5o5,i7.«AW+34„,59.a^i^^+47'4..<<5i|.^  +  ,8,8..a+^^^^ 
+  A538o8,5.aA">-l-i823,i5.a=^-  +  245,o6.a3.ii-^ +9,41  .«41^^-1!^ 

C  ^  a    > 

9/'  <:     ir    o  a(0  1        Q      /      2^^'"    1      /?:•  3a^A<*>    ,   „       q     4  9»A«^î 

fc r_)  aS-iSii  .aA^^^4-  ii8o24.a^--  ,- +  loJoi  .a^-^-- \-6nQ,^.a^  -^'-  \ 

ni  te  d  a*  aa*'"'^  d  a^    y 

a^'C^-.  Af4^  I       /    0/        a^A*'^»    ,   „,      „      o^aA"»    ,       3^         .a='A^*^; 

+^rfr  ''''^''      "^'''^^^^*   "^^"^^^     "^^  "^  '^^''•''  â~"a^  s 

_  i-^-S  2n3078.aA<3)4.i3,i52.«=»  ^^"  +  17672. a3^^+ 679,8. «4^^^? 

+  1^7^4755  .  «*  a'  5t^4^  4-  679,  8  .  «3  a'  ^-  ^3 

et  F  se  changera  en  F',  si  l'on  met/',  etc.  à  la  place  de  f,  etc.  et  — 9/; 
etc.  au  lieu  de  df,   etc. 

§.   194.   Il  sera  bon  de  faire   ici   une  remarque  à  l'égard  des  rapports 
différentiels,    —  ,  etc.     Tous  les  autres  termes  sont  des  fonctions  homogènes 

a  t 

de  n,  n  ,  dont  la  dimension  est  nulle  ,  de  sorte  qu'on  peut  éliminer  les 
moyens  mouvemens,  en  ne  conservant  que  leur  rapport  j  au  lieu  que  les 
termes    —      etc.  sont  divisés    par    n.     Dans    les    premiers    termes     on  peut 

d  T 

mettre  à  la  place  de  n,  n ,  les  moyens  mouvemens  des  planètes  m,  m',  pour 
un  tems  quelconque  t;  tandis  que  dans  les  derniers  il  est  nécessaire  de  dé- 
terminer la  valeur  de  n  ou  de  t.  Comme  n,  n' ,  ne  représentent  pas  les 
mouvemens  mêmes  ,  ou  les  arcs  parcourus  dans  un  certain  tems  ,  qui  sont 
•=:nt,  mais  les  vitesses  avec  lesquelles  changent  les  longitudes  moyennes^   il 
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3/         l_f 

..,  ,  ^  S  àf  à    t  .  ,  11?  -,  j 

est  visible  aue m:  —  m  —  exprime    Je    îoi)})ort    entre   les   vitesses  des 

âT 

variations    de   l'éif^ment  J^  ei    de   la   îor.gilude    moyenne    ix,  rapport    identique 

avec  celui    de  leurs  accroissemens   dans  le  même  tems;  d'où   il  suit  que,   dans 

la   fonction    -.;-  ,    «   est    le  moyen   mouvement    de   ia   pianële   m    penclr.nt    le 
no  t 

iems  ,  pour  lequel  on  a  déterminé  les  variations  è' f,  S/'^  etc.  Or  les  for- 
mules XIV  —  XVll  (§.  i85.  187.)  donnent  Ses  variations  annuelles  des  é'ié- 
mens  ê,  7,  ete.  Il  est  donc  visible  que,  si  Foa  a  calculé  les  difiérenUelics 
d/j,  dg,  etc.  par  les  formules  XIV  — XVll,  ou  qu'on  exprime  le  tems  t  par 
le  nombre  d'années  ,  ainsi  que  nous  Tavoiis  fait  (§.  192),  il  faut  substituer 
pour  n  le  moyen  mouvement  annuel.  Désignons  par  7,  ('Vj,  vs^  (u5),  etc.  les 
valeurs  de  ces  élémens,  relatives  à  deux  époques,  cioiguées  l\me  de  l'autre  du 
tems  ;.•  on  en  conclura,  pour  les  mêmes  époques,  y  et  (/),  etc.  Delà  on  a  tiré 
(î-^9--),  {n—f^^f,  ce  qui  donne  ^  -  ^-■=^,  et  -^  -  ^:^t/' 
nt  étant  le  moyen  mouvement  pour  le  tems  t,  écoulé  entre  les  deux  épo- 
ques q!ii   répondent  à  /  et   (,/).     Si    l'on  emploie    les  formules   XIV  —  XVlFy 

à  f 

Nzz/îi?  est  le   mouvement  annuel,    et sera   le  rapport  entre  les   accroisse- 
nt f  '  "^ 

mens     annuels     de     l'élément    y    et    de    la     longitude     moyenne.      Si    l'on 

df 
veut  s?  servir   i^i^s  expressions  directes  des  diiFérentielles -^  -,    etc.  (§.   192. )j 

on   a^— ^--— -|-2y'      —  ,•   et  en  substituant  (g  187.) -  — —  A«7'sin(^' — w), 

Çf  i  l      cf   i  Cf  F  0    1 

rî  — t  7' 

-—-  :=^  —  B/2  —  An  —  cos  (03'  —  îc),  f:zz  y^  &\n  iw,  J' rz.y^  cos  2 w-^  on  aura 

â  f 

-  ^  =:  2  A7y  sin  2CJ  sin  (âs'  —  cj)  —  2B7^cos2Za>  •=- 2  A 7 7' cos 2 rc cos (îs'  —  w) 

rz  —  2  B  7^  cos  2  w  —  2  A  77'  cos  ^SJ  -f=  TO'j. 

Ainsi  on   voit  que,   dans    la  fonction  — --  ,    n  disparaît    entièrement .     et   que 

df  dg  ^^^ 

,       -.^5    etc.  sont   fonctions  de  a  seulement. 

ndt'  ndt 

§.  J95.  Nous  avons  développé  rinégalité  précédente  avec  le  plus  grand 
détail,  pour  exposer  plus  clairement  les  règles  qu'il  faut  suivre,  quand  on 
veut    calculer    les    pertubations    avec   une  grande    précision.     Mais    il  serait 

'  43 
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inutile  de  répéter  les  mêmes  opérations  sur  les  autres  inégalités,  pour  leur 
donner  le  même  degré  de  précision:  nous  pourrons  donc  abréger  considéra- 
blement  le  calcul  suivant. 

Dans  la  seconde  équation  (§,  ^90.),  qui  donne  une  perturbation  ana- 
logue que  Saturne  éprouve  par  Faction  de  Jupiter,  et  qui  a  pour  argument 
l'angle  4v-" — 2iu/z:z4t)  —  2  2^  ==:  (^' ,  il  faut  faire  /=z — 2,  afin  que  r\^^^ 
(^-  19^-)  ou  w -|- 2/x  zz//a'' — (i — 2) /x  soit  identique  avec  4m  —  ^p/.  Cela 
posé   il  vient 

X  zr:  /  T/z  —  n')  —  2  tz  nr  2  72'  —  4  "^  et    —  -  zz  — ■  X. 

Or   on  a    à  peu   près  n  zz:  In:   en  faisant   donc 

5/2  —  in'  zzz'i{  n,   de  sorte  que  §' =z  1  4  (§.    19*.)»   o^^   P^"t  supposer 


n'  ZZL  Sn,  Xzn  n  [i  —  ^')  =z  n,    \"  —  n^  ZZ  —  2  '^' 


3 


n. 


"  ,3 

i  (n  — '  n')  zzz  3  n,   3  ji'  —  n  zz  —  n ,    f  (n  —  ?i)^  —  «^  zz  8  /2^, 


2 

/■  /\        -•  /  .  f\ 

i 


iÇn  —  n')  - —  inzz  n,  i  (n  —  jï')  —  /2  zz  2/2,   2^  ('2  —  72')  —  72  zz  —  7/25 
ies    lettres    sans  trait  se  rapportant    à  Saturne,    et  celles  marquées  d'un  trait 
à  Jupiter.     Ces  valeurs   donneront   (§.   191.   (A),   §.  182.   i83.) 

po^__,V^.)„  -a  -^  -f-  -  -^ --  ,    P^ZZ  -  A^3)_  _.,  ___    4.  -.-^,--, 

P"zz4A^^)-^a?#l^H-^^^^,     P"—  "-/Sl^3), 

^„  5A^2^         2^^^'=^        0^3=^  A"'      ^,      ^     âX<^>  .Ô9A">        a'   a^A"» 

^  a  a  da^  8     da^  *  da  da^  4      ^^^ 


fC3J 


la  '    16     aa  6  8         a  a      '     6     da^  » 

a  6  a  a  o       a  a^ 

En  faisant  donc  pour  abréger, 

a  *        4  4         a«i'4        afl^        4a  «=^ 
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réqualion  IV  (§.    19  î.)   prendra  la  forme, 

^„2  S  V./-VI.^+VII,-^»Vm./^+8af F*  m -P^  ?-!-'  4-P"  i ^  -^P" ^  -?3^/^,  ?  sincp' 

--n4v/'-VI/+VlLA'-VIII./t'-8/p^4f.-P'-^-4-P"^.-ï''"^Vil^^^^^^ 

Le  procédé  dont  nous  nous  sommes  servis,  pour  intégrer  l'équation 
IV  ou  (E)  (§.  193),  donnera  l'intégrale  de  l'équation  présente  par  rapport 
à/ et/, 

b'^zz  (F/-}-  G  —-)  sin  (p'  +  Tf/'—  G  ^^  cos  (J)',   et  l'on  trouvera 

8«P°  — -^  V 

£n  faisant  donc 

_  w"  —  E  sin  (p'  4-  E'  cos  (p',    ~~  =:  D' sin  <p'  —  D  cos  cf)',  on  aura 

E=z^(V.  y— VI.  ^H- VII.  AzzVIIL  k) 
D  zz  ^  (V. /- VI.  ^  +  VIL  A  -  VIII. /^> 

-4l"âi+v-8«P»)|f:-(-+vi-8«P-)y-; 
+ C-^' + vu-  8.P..)  -;  _  (-- + vm-  8«p...)  ^y\; 

■et  E  se  changera  en  E',  D   en  D^  si  l'on  met  f,  g',  h',  k',  au  lieu  de  f,  g, 
h^    kf    et    —5/"^    elc,     au     lieu    de    ^f  9    etc.     Si    l'on     fait     maintenant 
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U"  zr  F'siiiCp' —  F  cos  cp'',   on   trouvera,    en  ve^tu  dg  l'éq.uaiion  VI   (§.    192.; 
et   des  valeurs  précédentes  ^ 

4,  /"_!  VII-I-  i2aP"  — aaQ"")  h  —(f^  VIIl-|-i2aP"^  —  2aQ^^^ V. 
---{Vy-i^aP-i^aQ^f';^+{CVI).-^i2aP^+«Q'}'^' 

^(CVII).-.i2aP"+aQ"r^V{(Vin)-i2aP-^  +  «Q-^r^-i^^ 

(V)    étantzz:^,(î^+V~^8aP^)„    ^Vl)  zz:  ^  (^^'  -^  V I  ^  S. P^)  ,   elc 

Au   moyen  des  substitutions  précédentes  on  ciiangera  F   en  F',. 
Si   l'on    fail  maintenant  (§.   ij)3.}, 

è  zz  0,  oi 34656;    ^  =  14,  8327^    ^-  4-  I  =:  3o,  7o54;    on  trouvera 

E-jn  U.iS^iS.aA^"^  — 2o(>,o8.a--—  -|-33,42.a^  -j^ i,8566.a^  — — J  / 

_  (946,B6.aA"'_397,3,.a^  i^;^  +63,14-3  ^-  -~3,,>3,.«4  L^^_j  g 
^  (^475,29.«A^4)_,89,37.a-  -^  ■^-.g,'jo5M^  _^-__  ,,8366  a"^  ^--j  /.. 
■™  (i  1,  996  ,  a^a'  5t^^^  ~  I,  8566  .  «^  a'  ^^-^)  k 
^  (.26.9,aA^^>-597-r^.«'  --  -l-977>86.a^  -^,-  --^S.iS.a^  -— J  -^  ^--. 

-     .-  (,364i.aA<4>-54;6,8.a=  ^-^  +86,,56..3  ?^^-;!!  _55,,5..4  1;-'^,  i.*! 

F  z=  (9T8,726.aA^  M32,975.«^  ^^  +70,587.a3  -^  -  ^3,963.«4  — — j/ 
^  (,987,47.aA^3)^g36,o7,a=  i^  +x33,5.«3  ii^^  ^^,^,6,a4  ^^^  ^ 
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+  (99S, 57. «A^4)_ 399,4.^.^  ^  +^.,9.  .«3  ^"^^  -3,963.«4  ^JJÇ.'^  h 

—  (^27..,  42  .  a^  «'  5t^^>  —  3,  c,63  .  «5  û'  -J^)  ^- 

i-  (56.85.AC3>-.3735..=  ^  -l-38o7,K«3  ^^  -..7:,53..4  ^^j  1|: 

-  (.84.«AU>_„3.3.^  ^  -^.7B9,5..3  ^^-..3,77.^  ^)  ^^^ 
4.  (765,  65  ,  a-a^  5t<3)  _  , ,  J^^^  ^  ,3  ,/  ^_1^^  ^i^'^,^ 

Cela  posé  on  aura- 

XX.     ô>=:aw"=rE«sin    4"-fc,  —  2  2^^^r  acos  (/ft)   -2-3^), 

XXI.     U"=:F'sin  (45  —2^    —F  cos  (45  —  2  3^). 
§4  196.  L'argument  de  là  troisième  équation  du  second  ordre,  3p/ — y.mw, 
qui    se  rapporte    aux   perturbations    de    Jupiter    dues    à    raction    de    Saturne 
(§.    190.%   donne 

.  ^  /  2  ,j  5  '0  n'  r,  0  "4-7  /    ^ 

îczi  O5  n  ZH-TiiyK  — ,  n  —  on  ,    ■ —  zz'  —  X  m  -  ,  X"^  — n  nz «",  n  -"  n  —  -  n, 

o  (7   1  o  iî5  & 

.,,  /v2  - 56      2        V  /\  '"■         V  /^  4-2/  .A  ^^ 

î- (^/î — /i  )  — n —  — /<  ^  «'« — n) — 2/2ZI: — -  ,   \ri — n) — nza—n,  r[fi — Ji  ) — nzZL  —  n^ 
d'oiî  l'on  tirera  (§.   182.  j83.  19..), 

66\3  '     z     d  a.  J'  6  V  4a  "28  d  a    ^  3     à  0=  /' 

p"  := -' A<3' +  5  «  i£i' +  "J  ^-£-^;'V 

8  '4.         da       "^   ô       ^  ,2    > 

P-=:5A'"+ia^'-  +  "-^^", 
'2  da       '     4     d  a»   ' 

—  ô    ^       ^  4  "^     a  a     ^    6       <^  a^    '   "^        —     ô^^      »■ 
_^         3i        ^  A'3»     .     3     2^<^A."^  a3  ^3A'3> 
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O.i  _  =7         a  A-         5         55  A  -  «^  5^A-  _  a^  /    ,,>  ^^-x 

V      —  T  ""   "5a     +^  ^  5  a»      ^    8      5  a'    '    "^        —     6     l,*^        ^  ^     à  a   ]' 

La  période  de  cette  inégalité  étant  le  iems ,  dans  lequel  l'argument  w 
augmente  de  360"  degrés,  et  les  durées  des  révolutions  étant  réciproques  aux 
moyens  mouvemens,  elle  sera  égale  à  —7 =  5  années  de  Jupiter,  ou  en- 
viron 60  de  nos  années.  Pendant  une  période  aussi  courte  il  est  permis  de 
négliger  les  variations  des  élémens.     En  faisant  donc  pour  abréger, 

-TÇ  ^^       +  -56-  ^    -5T   +■  S  "    -^-^  +   i-  -do^  -  ^^' 
^'^  aÈsS^^  4-  "^    a^  ^"^^  -  !^  «3  ILbll  _  1'  ?1^^  -  X 

l2  12  d   a  12  à  Q.^  i\-       à   a 

4  'ô  5a  4.5a3  â^a^'  'ôv^  5c/ 

l'équation   IV  (§.    192.)  deviendra 

o  =:^^'  4-/ï^u''4-(IX./-t-X.^  — XLA+XII./0«'sinw 
-|- (IX.  f'-f-X.  g'  — XI.  /i'4-XIL  A-O«^cosw, 

5  CO  71 

dont  l'intégration  donnera,  attendu  que    r--  =^  r  ^ 

XXII.  u"z=.—  ^  aX./-f  X.  ^  — XI.  /z4-XII.  /^}slnù) 

24- 

— -f  nx.  r  +  x.  ^'— XI.  A'  +  xii.  ncosw. 

On  en  tirera,  en  différentiantj  et  substituant  5w:=:-3^, 

""—  --  ^  (IX/'-^X-Z—XL/^'+XIL/iOsinco-^  ^  ( IX./-|-X.^— XL  A-[-XIL  ^)cosw, 

ce    qui    étant    substitué    dans   l'équation    VI    (§.    192.)    donnera,    en    faisant 
U  '  m:  F  CCS  w  —  F'  sin  w , 

F-^_ilX.-^M^^>+^B^^V75.aP°»io.GQ°y-(^X-~N^^^^^^ 

^  /Axi-|-75.aP"— io.«Q"^  A—  /^^Xll-f  75.ÛP"*  — lO.aQ'"^  jt. 
En  substituant  les  valeurs  précédentes  de  M^*\  etc.  on  trouvera 

=  5    C  8189       .<o),     i523     25A^^^  î7     o^iA^  ^«4^'"^"'?/ 

24   c  42  '      2Ô  5fl  3  5a''  4  »«      > 
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1 

95 


.    î£  5  646.  „  A'-  '  +  ,43.  «=  i^  "  -  --^  ^^;;  -  5  a*  ?y^^  ?  h 


~  a   a    ■<  T I .  St'^^-'  —  -  a  -r —    ^  /ï  ; 


32  (  3  aa     _ 

XXIÏI.     U"  =r  F  cos  oj  —  F' sin  co , 

F  se  changeant  en  F',  si  on  met  /'  ^',  etc.  k  la  place  dey;  g,  etc. 

S.  iQT.  L'argument  3  ji.i, —  |u,' zr:  w'  (§.  190.)  donne  deux  équations,  l'une 
étant  relative  aux  perturbations  que  Saturne  éprouv^e  par  l'action  de  Jupiter, 
et  l'autre  à  celles  d'Uranus,  dues  à  l'action  de  Saturne.     Il  suppose 


a  eu' 


lz::z. —  I  ,  d'où  l'on  tire  X  =rn' — ■  3  n,  et  ——  iz:  3  w  —  // zr —  X  (§.   19^.)' 
On  aura  donc  pour  les  deux  équations  (§.    182.  (c\  §.  i83.  19'    (A).), 

-rO)  _- ILlf: A^^>  A ""—^ -— 

"      -~         n'  {y\!  —  n)  (71'  —2  n)  ~   2  n'  (n'  —  2  n)      ^  a    ' 

^      ^-^  VCr/  — n)2  (r^^^Tn)  (3  n  —  ^i')  '    7i'[n'— îi)  C^'— 2  a}  (3  n  — n')     ^« 


2~  > 


2  (./—  n)  (3  n. —  r/)       c>  a 

^Cf)  -  _ ^f A<=>  4- ^^^ -- 

""  2  (fi'  —  a)  (3  u  —  n')      da^' 
9    ^M         3      9  4'!^     ,     a=»a=>A^ï>     _,^         „     .„.         3       3A^2»         a=  a  3  A«» 

pii__  »3      (3^         3       3.4"»         a^  aaA-'  _  aa'      f^) 

*^     —   8^       "4       ~d7   "1~ô      'aa^'       ^        --F'^      ' 
^  3      aA'i>__fl'aaA"^        a='c^3A'»>     f^i_3     ^A'"__    ::  £^'^    1    l"  ^ll^ '" 

on  -   7  ^^  iA->         a-dd  A"^         «3   ^3  a->         q"'  -  ^   ^9l(^>  4-  a  -^" 


8         aa  ada'^'ôaa^*^  8V  '  à  a 

Relativement  à  la  première  inégalité  on  a  à  très- peu  près, 

,5^  n      d 'ji/        n    .  -  3     :       ,  3  ,  .,  7t 

ni^z-n,  X=z ,       -=1— ,X — ^«  iz;— 7-/*  .  n — n:=z-~nf  n — ^nzi:on—n,^-^ 

d'uîi  il  viendra 
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'3  (^  a  3  ^  ff^ 

Si  l'on  fait  donc  pour  abréger, 

—  a  A^'-'  — -  - —  a"  -f-  G-^ —  -4-  —  - — — -  Ziz  AV  , 

■z  8  âa'  ^û2>4^a^  ' 


réquation  ÎV  (^.  19'?.)  deviendra 

o  =:  -^^  -f  n'a"  -f  a'^  sin  o/(Xi[I.  f—  XIV. g'  -f  XV.  h  —  XVÎ.  /r) 

4-/i"coso/(XiII./'—  XIV.  ê'4-XV.//  — XVL  //). 
-\  f  .f        „ 
Si  Ton  subsliliie    — ^-ziz  -,  on  trouvera  en  inlégrant, 

Ô    t  2 

XXIV.  u'  =z  —  I  ^in  w'  ^XIII./~  XIV. g  4-  XV.  /z  —  XVÎ.  /c) 

—  fcosco^XIII./'— XIV.  ^'+XV.  /2'  — XVI.  k). 

En  substituant  les  valeurs  précédentes  dans  Véqualion   VI  (§.   19^),  et  faisant 

XXV.     U^' —  F  sin  w' —  F  cos  to% 
on  trouvera 

■ — ■<  180  .cA   —  80  .a    — h-  -r  «    — ^ -:; — r  Z  <■<■    —r—\   18 

l  oia'S  ^a^'3  à  a""    ^° 

o     (  à  a    y 

et  Ton  aura  W^  en  mettant  dans  F,/',  g',  etc.  à  la  place  de^J  etc. 

§,  rg-i  Considérons  maintenant  la  perturbation  d"Uianus,  due  à  raction 
de  Saturne,  et  ayant  le  même  argument  co'z^J  fx ---y  ^3^  —  5.  Les  moyens 
mouvem.ens  de  ces  deux  planètes  donnent 
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3  n  —  n'  56o,  4  ,      . 

ainsi   la  période  de  celte  inégalité  est  6^7724   t'ois  plus   longue  que  la  rév^oiu- 

tion   d'Uranus,  ce  qui  fait  669  ans.     L'intervalle  est  trop  grand,    pour  qu'on. 

9  f 
puisse    négliger    les  variations    des  élémens    —,   etc.     Mais  comme  ^  est  une 

petite  traction,  on  peut  substituer  7/ zz:  3 /î  dans   tous    les  termes,    excepté  le 

facteur   3n  —  //;   d'où   il  vient 

3  n  —  n'zz  ^n,   X  rr  —  ^n, =i^  ^  «^  ^' —  nzzz  2.77,   n' —  2  ii  ziz  n,  71"^  —  X^  zz  iP', 

Les   formules   (§.   ^97.)  donneront  donc 

6  6o»a'  4^  2^  d  a         ^^     d  a-  ç         ^ 

N«>  =._  I  „A'^'+  4  «^  i^"  _  ^  i±^'  :=  _  ;  p.. 

^  '     a^  da  4^      aa-*  ^ 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs,  et  celles  de  P°,   Q^,  etc.  (§.  197-)  dans  l'équation 
IV  (j.  19?.  ,  et  qu'on  néglige  les  termes  inconsid«rables,  cette  équation  deviendra 

^  ^  ^^  "^^^^V      ndt  nàt  ^        ndt  ndt^  S 

+  „^SA/-B,.  +  CA^D^-iVp«^'-P^^Vp-i^-P-^i-^;'?.uW; 


A  é,ant  =  -.P'+<,Q»r^.«A<-'-(---i„'-^-^(---j«^  -^  „-^+  3-«»-' 


II  est  aisé    de  voir  que  l'intégrale    de  Téquaiion  précédente  a  la   forme 

^^"-.$F/-Gg-^HA- K/^-F  -^'-  -f-G'  ~f^  -H'  --  +r  --^inco' 
<  '  n  àt    ^         ndt  n  àt    ^  ndtS 

4-.SF/-G/-I-H//— K^'+F  ~L  _G'  -^  J-H'  —  -K'  -  -  ?  cosco'. 

On  eu  conclura,  à  cause   de    =1:  <*«, 

'  àt         ^    ^ 

4-4 
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--—  m  n  cos  w'  s  ;j  ^ 

i  Vf-  Gg'  +  HA'-Kr)  +  (fF'-F)  -^^--  (^G-G)  ^/^^ 
n  sin  co'  \  z,  ;)  î, 


-iT-  =:'— ^i^'sinto'  ^  ^  ^, 


^^  ■    n  è  i         ^  n  d  t 

»=-  ^  «^  GOS  w'  ^ 

/-|_  r^E"  -  2H)  -f-  —  C$  K'  —  2K)  -^-, 
Si  l'on  substitue   ces  valeurs  de  i/^  et  de  — —-  dans  Véquatlon  différentielle, 

â  t 

on   trouvera,   en  compaiant   les  termes  semblables,    et  rejetant  ceux  qui  sont 
multipliés  par  ^  , 

Fzn-A,  G=:— B,  Hi=— C,  K=z  — D,  F'=:— 2^F-|,  «P°:=-2eA-^,aP% 
En   faisant  donc   u  '  zz — E  sin  co' ^ — E'cosco',    on   aura,  par  ce  qui   précède, 

ce   qui  donne  en  même    iems   E%    au  moyen    des  substitutions    précédentes. 
Les  valeurs  de   $'=i  o,  14766 j  ^"zz:o,oai8;  j:n6, 77^4;  ;^  =4^,8653;   donneront 

Ez=zf^6o,g5i.aA^'^  ^  io,  ^5g.a^ -j^   +  6,  2724.^3 —^-^  4-  -  -^^3-^ 

c      ,  f.  ndA''^  or  o   d  d  A'^>      ,      a'^   d^  A'""' ■} 

—  8  l  '42,  22  .gA^^'^  ^  69,  61  .  a-  -^-^  -t-  10,  852. a^  -9"^"  "T-  ^  -J-r  \ 
-^ // ^66,  o3i.  a  A^^5  — 29,  601.  a=  -^— -|- 4,  579  .  a^  -3-^+  ^  ^"^   J 
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+  ii^783,58.A«-3o,,.3..=  ^  +65,6  .  .3  i|^'  _„,„,4.„4  fl^'? 


afc' 


5  3^^=»* 


-  „^H^7,«9.«A3-,ç.,,65.«=  :^Y  +33.°^  •  "^  ^^  -0.037-^  ^^^ 


aa= 


d  a^ 


ôfe' 


Si  ron  néglige  les   quantités  de  l'ordre  $"5,  on   aura 


■ndi 


^  C  8PV— 7P'^-|-6P"/._6P"^^  p 

^^V  ndt         ^         ndt^^^      ndt        ^^        ^1   S 

r  8PV'  — 7P'^' -]-6P"//  — 6pi".^'  \ 

•4-  a  sin  w'^         i/  gf  3_  ->,  -.,nC- 

/  -  J  (^  P'  -^-.  -  7  P'   -^-  4-  6P"  A.^-  -6P"ï    iA'  C^ 

t  <V  "ôï-  ^  Tio)?^""        nàt  nàtj\ 


donc  en  faisant  U"  m  F'  sin  w'  ^ —  F  cos  w',  on  trouvera 
F:z:^^f|  —  i-|-i8e)«P°4-2aQ= 


ad  fy 


et  en  substituant  la  valeur  précédente  de  ^, 


F 


aA'ï' 


—f^^']'],02,aA^'^~3i2,g3.a-  -y—  ^-46,23 


3  a  A^" 


5='A^»>: 


a  A 


5dA'2^ 


-^3  1273,2, «A^^)^  616,28. «^  ^-  +92,555.^3 11^  +3,386. «4 


d  a 

9A^» 


a  a  A' 


-h/^3690,'^8,aA^3)_3o6,74,û2l^—  +46,33. «3  Zl±^  +i,6Q3.a4 
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— /?- ^  54,  79  .  û^/ 5i^">  i- 1 ,  693  .  «3  fl  i^^  ? 

+  -%-J  i6489.«A^=^^-8io6,9.«=  'If-  -Hi282,3.a3  fL|^  ^22.933.^4  ^  —  ? 

fi  h'  C  /r,\  ^A'^a-'  ,5^A<^3->  .^^A'J'i 

_  ^^_  S  8953,5.«A^3)_4o5^  ^,^2  :^A_  -|_647,  g.^S  fA^  +1  i.466.a4  f_^  ^ 
-t-  ^-^  $  700,  2  .  «^  a'  ?((2^  -t-  1 1,  466  .  «3^'  ^1:!'  ^  . 

Après  avoir  calculé  E  et  F.  on   les  changera  en  E'  et  F',  en  mettant  f'^  g', 

h',  k' ,  à  la  place  de  y;  g,  h^   k,   et — df,  etc.  au  lieu  de9/^  etc.  et  l'on  aura 

XXVI.    ^r-=.au"  —  ~Y.aÛXi    3  ^  —  "^^  —  E'acos(3  ^  —  ■^) , 

XXVII.  U"  z=  F'  sin  (3  ^  -  -tj)  _  F  cos  (3  ^  -  t»  . 
§.  199,  Il  est  aisé  de  voir,  que  la  réaction  d'Uianus  produira  une 
inégalité  de  Saturne,  qui  aura  le  même  aigument  co' zz:  3  ^  — "^5  mais  qui 
sera  beaucoup  moindre,  parceque  la  masse  d'Uranus  est  presque  six  fois  plus 
petite  que  celle  de  Saturne.  On  se  rappellera  que  les  termes  les  plus  con- 
sidérables de  réquation  de  la  longitude  C  f§.  19".)  ont  les  facteurs  P°,  P% 
P",  P'",  qui  résultent  de  l'iniégrale  fd/f(dB)  (§.  191).  L'équation  VI 
(§.   191.),  relative  à  ces   termes,  sera  donc 

m'V'  —  3  na  fdi  /  ^3  R). 
Or   la    partie  de  R ,    à  laquelle  il   faut  avoir   égard    dans   ce   calcul,    est  une 
fonction   des    élémens    des    deux   planètes   m,m\  qui    ne  change  point,    si   on 
prend    une    planète    pour   l'autre  5    mais  d^ns    ce  cas   il  faut  prendre   la  dillé 
rentielle  (5  E)  par  rapport   à   la   planète  m',   de  sorte  que    iu,  zz  ^   et  «  seront 
regardés    comme   constans.     En   faisant   pour  abréger, 

PV—  P'  é^  4-  P'^  k—V'k—L,   P°/'  —  P'  g'  4-  P"  A'  —  P'"  À'  z=  L', 
on   aura   (§.   19  .) 

R  =:  m  Lsin  (3/x  —  p.')  -4- m  L'cos  (3ft  —  /x'), 
d'où  l'on  tirera  pour   le  cas  présent,  en  faisant  3]u,  — /x' —  t],  et?/  —  SnzzX, 

(a  R)  —  m ndi  (L'sin  >i  —  L  cos  tî;,     /  (3  R)  z=  —  5-^— /^  ' 
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au     lieu    que     dans     le    premier     cas    (§.     19^-)     on    avait    fdtf(dB.)  zn 
■ r-— (Lcosv)  —  U  sin  7i).     On  a  donc   pour  les  deux  cas, 


Q  7?!    71 

U  '  m  —  ~r- —  "  (^  cos  y)  —  L'sinTj),    et 


3    "TM    yi 

15"  ■=.  — — —  a'  (L  cos  75  —  \J  sin  y\)  zz 


'U. 


Il     en     résulte,     attendu     qu'on    a,     suivant    la   troisième    loi    de     Kepler 


9        Q  //1        /Q 

5  m'  ?i^  a  3  m^  a'^ 

Ainsi,    après  avoir  trouvé  l'inégalité  d'Uranus  zz:  U'   (§.    19S.),   on  la   multi- 

pliera  par  —  — ,~7i,    P""^"  avoir  1  inégalité   analogue   de  Saturnej    les  lettres 

sans   Irait  se  rapportant  à  Uranus,  et  celles  marquées  d'un  trait,  à  Saturneo. 


SSo  ASTRONOMIE     PHYSIQUE 


H  A  PITRE      VL 


Inégalités     du     troisième     ordre. 


§.  200.  V^n  a  vu  (§.  184.)  que  la  raison,  par  laquelle  le  moyen 
snouvement  des  planètes  n'est  point  assujetti  à  des  inégalités  séculaires,  est 
que  i'n  ±in  n'est  pas  nul  dans  le  système  solaire,  quelles  que  soient  les 
planètes  dont  on  considère  l'action  mutuelle^  mais  on  a  vu  en  même  lems, 
que  si  les  moyens  mouvemens,  sans  être  exactement  commensurables,  en 
approchent  beaucoup,  il  en  résulte  des  inégalités  considéraiales,  et  à  longue 
période  (^§.  189.).  L'analyse  précédente  a  montré  que,  si  l'on  nomme  XMa 
partie  variable  de  l'argument  duquel  dépend  l'inégalité  à  longue  période,  l'in- 
tégrale /fan)  sera  divisée  par  X,  et  fdtf{dK)  par  X^  (§.  192.).  Relati- 
vement aux  inégalités  du  secoad  ordre,  X  esi  :=z -±:  {hi' — Çi—Q)n)  (§.  191.). 
Faisons  maintenant  en  général  \:=ii7i  —  in,  et  nommons  œ  l'équation  de  la 
longitude,    qui  a  l'argument    X^  ou  i' }i'  —  /ft,    de  sorte  qu'en  vertu  du  terme 

3na  fd/f  {dR)  (§.  191.  VL),  ^  aura  le  facteur  —^  qui    sera    très-grand,    si 


Ul !— est   très -petit.     L'inégalité    œ    e«t   de   l'ordre  /'  —  i  des  excentricités 

n 

(§.    1F9.),    et  sa  période   est  le  tems  T,    dans  lequel  l'angle  i' n  i  —  înl  croît 
de   Sbo''.     En    nommant   donc    ©,    0%    les  révolutions    des    planètes  m,  m% 

on  aura  ^ 

l',/  —  in:7i::Q:T,    d'où  il  vient    T  z= -^  0  =  ^  0'. 

A  A 

^    77       .  0,71,  m 

Relativement  à  Jupiter  et  Saturne, est  à  peu  près  nul  (§.   194)=  c" 

faisant  donc  i'zi:S^  i'ziz2.  on  aura   - 
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z^tHiJ^l  ^  ^  zr  0,0134656   (§.    .gB.},  ^  =  |  ==  74,^63^  T  z=  n4,.6  .  0^ 

ou   à  peu    près  T  ru  900    ans.     Linpgaliîé    œ    est  donc  addilive  pendant  4^0 
ans,  et  soustractive  dans  l'autre  moitié  de  la  période  T^  ce  qui  est  conforme 

aux    observations    (§.    i5(  ).     La    partie    la    plus  considérable  de  l'inégalité  œ^ 

3  i  ti"^ 
qui   dépend  du  terme  fdlf(dR),  a  la   foime  -  m'akshi  iX^-[-A),  k  étant 

une  fonction  des  troisièmes  puissances  des  excentiicités  et  des  inclinaisons,  et 

2  1=:  2  (§.   104.).     On    a   donc  — -^  m  6  (74,■2^^  zz  33o.^o  j    et    ce  grand  facteur 

rendra  l'inégalité  ce  très-considéjable;,  malgré  la  petitesse  du  facteur  k.    Nous 

allons  développer   l'inégalité    œ  de  Jupiter,    due  à  l'action  de  Saturne,    où  il 

faut  observer,  que  toutes  les  lettres  sans  trait,  /?z,  n,  p.,  7,  etc.  se  rapportent 

à  Jupiter,  et  celles  marquées  d'un  trait,  à  Saturne. 

§.  201.  Le  §.  180,  donne,    pour  les  inégalités  du  troisième  ordre,  les 

équations  suivantes: 

'        IV.  o  =:-r^-,  +  u'^'+-.^73|3cos(^-.t^)+53cos3(^i-.t«J,} 

—  jz^-^^  y^  {sin  (^.  —  uj)  ^  3  sin  3  (m.  —  ^)} 

3  9  3  II  I 

+  6^='^!^'^^   ^^°^   (/A~IC)  —  C0S3   (^_tc}-f  -  l/7=*    {l  -h9C0S2    (jx  —  w)} 

H —  7^  sin  2  Tm-  —  to) 

+  -.2  — i  7^  {i  — cos  2  (fi,  — tc)f  4-  3 1^''  7  cos  ([i  —  ro;  -}-  ^  —  7  sin  (ju.  —  w) 


VI.  U"'=:|u73{sin(a— ro)-|-gsin3(tt — ro)}  -  — ^v3{  os'n— K)-|-3cos3(jt— to)} 


3  ti' 
-}-  m'  7*  sin  2  (|x  —  te)  -|-  ~  .     7^  {  4  —  cos  2  (m,  — tr  )} 


ndt 


4-  m''  7  sin  C|x  —  w) 7  cos  Ta  —  te)  H 

L'argument  de  la  grande  inégalité  de  Jupiter  est  (§.  190.} 
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Tout  se  réduit  donc  à  trouver  les  termes  qui  produiront  l'angle  5  w  ~{-  3  fi,  en 
combinant  iw  avec  fx  ou  3  |x  dans  la  fonction  u  i  §.  i8i>.),  iw  ~{- u.  avec  -^  ft 
dans  u'  §,  i83.j,  ti^^^  ou  i w -\- i  [x  (§.  >gi  )  avec  fx  dans  î/",  et  à  choisir  dans 
la  fonciion  S  (^.  177.  (JN)  ,  les  termes  du  troisième  ordre,  dont  l'argurnent 
/w-j-7)  est  identique  avec  5-iv-|-3fx,  et  dans  S  (^.  177.  ('N' ) ,  les  termes 
du  premier  ordre  de  7  ou  7',  dont  l'argument  i  w -\- ri'  est  identique  avec 
5  w  -4~  3  /x  zz  v|^.     Cela   posé   on   trouvera 

^  du       .  .  3  3  7Z  . 

—  ^J  n:  o,        sm  (fx  —  ^5)  zn  o,  ■— -  cos  (fx  —  ■rcj  zz:  o  , 
»cos3  (/x-tc)zB^^^cos(4'-3cijj,  -r;  sin3(,a — ^cr)— _5(7i — w^B^^^sv^-Sto), 
^]~  cos  3  (fx  — .  îsj";  zz  —  25  (/2  —  7/)^  B^^^  cos  fvp  —  3  tO;  r§.  182.)  , 


«•u  cos 


(0.... 


lèV 


•i  -osi{\s.—v^)——}U^^^  cos(v['— 3ro)+-^rs^^^y'cos'vf/— 2ro— ro'  (§.i83  ), 
sin2(iu,— to)z  '      ~     -  {  vl''-^7cos(\[^— 3g5)— ]N^^^ycos(%|^— 2ig — m')}^ 

'i^' C0S2  (fx-TO)i: .^lll^^  {:vl^5) ycos[v[/ _3ro)-K ^^^  >'cos(vP- m-ro  3}; 

««"zzXVIII  -{-  XXÏÏ  (§.    193.   1963,    et  parceque  XXII  ne  donne  aucun 
terme  de  la  forme  4/,  «w"zz  XVIII,  donc  (§.     yi.) 


I.  7^  cos(\{/  —  fx  —  2  tt)  —  IL  7  7'  cos  (\}v  —  ]x  —  t 
^   •(■  -j-  1 1 1.  7'^  cos  (xj/  — }x  —  2  to')  —  I V.    ô'^ cos  (vp  —  ix  —  2  II) 


d'oiî    il  suit 

^  -j     (L7^cos:(v|;  —  3tE}  —  IL  77'cos  (xj^ — ^vs — toQ 

u  '  cos  (ja  • —  ro)  zz  —    ~t;  % 

^    (-j-III.7\x;s04/— to— 2ts'j — IV.5"xo£(4^— îc — ail; 

a  li"  5ri  _5n^    C  L  V'^cos  fvp  —  3tc)  —  IL  77'cos  (4^  —  2ro  —  ^:') 

-       sin(|x— to)zz---^-   ^  I 

^'^        (-^IÎLy=cos(vp— ro— 2ic')-IV.Ô^coî.(4'— 'TO— sH)- 

ddu"         ,  ,       i^n  —  Sn'Y   (l.  7^cos(v}/-3tr;)— lL7ycos(v|^— 2îv5_ïs') 

--cos(fx-îc)-^— --^ ^ 

'+  ''  (  -j_IIL  7'\-os(4;-îc-2to}-IV.  ô'  cos(vp-w~2n; 

De   là  on   tirera,   en  substituant  5//zz2«^ 
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2  5  u""                                         5  5  v/' 
fa)  ....  3  u"  y  cos  f u,  —  ro)  -| ^-—  7  sm  (fi  —  C3) ;:--—  7  cos  (\i  —  ro)  m 

I         ri.  7^  cos  (vp  —  3  ro)  —  I  î.  7  7'  cos  (y  —  2  oî  —  ro')  ) 

"■  r^  ^4_  I II.  Y^  cos  (4/  —  î3  —  2  îc'j  —  I V.  ô-  cos  (v|.  --  co  — -  2  n;>  ' 
Il  est  visible  que,  dans  les  fonctions  (N),  (P),  (N'),  (PO  (g.  ^^'J'}-^']^'), 
il  faut  faire  >]  iz:  3  ((^  —  ts)  si  /  zz  5  ,  t]  rr  2  ffx  —  ro)  -f~  (î*"^  —  ^')  ^^  *"  ^=^  4? 
71  n:  (fx  —  Xfs)  ^  -3.  (jj/  — ^-  xfs')  si  i  ziz  3,  ■>!  nz  3  (;a'  —  tn'j  si  /  zz:  2  j,  et  que  d'autres 
valeurs  de  i  ne  peuvent  pas  produire  l'angle  vp*  Si  i'oî^  fait  donc,  pour 
abréger   (§.  194.), 

^piv_99        W4)    ,     ^     .^A-         ^         55A-         ^^5-A- 

—    8  ~i6  5a~8  5a2'i6    5  a*'* 

38a  f  ^  fi^  ^A*^^'  o       ^   5f)Vf2>  „4    ^3At2> 

^pii_  ^«A^'^4,  ^a=^^-h  -^«3  f^V4,^fA_, 
48  ^^16  5  a  16  d  0=    ^^  48     5a»    * 

_-„      145   ^  dA"*^  .  117    ,  aaA'^»  ,  7    .  a^A^-**  ,   ««ô^a^** 

a  O*^  zz  -^  a"  -f-  — -  a^  -4~  -  a^ 

rviii        595         dA'='     .    245     ,   55A"'     ,     29     4  a3A^3^     ,     a^5^A"' 
^  i6  5  a       '      i6  aa=        '     16  da^^       '     16      à  a'^   * 

^  24  <ya      ^  16  da2      ^^  8  da^*      ^^48     Ba-    ' 


a  9r^'     .      „  5  5  31 


j^_  a'  a'  /        (.V  oi3i'*^     , 


C4J 


OUI        '^'''ï'  /       ofC?^    I  ^3t'"     .      o  ^' 

"-    --6'-r:^'''+'^--^a-+«-aa^y:» 

les  équations  (A)  (§.   j68.),  (N)  (N')  (§.   177.),  (P)   ^P')   f§.  178.),   donneront 
(3)  . . . .  ^  =1  — -  a  P^  73  COS  (v|y  -.  3  w)  4-  «  Pi^  7^  7'  cos  (v{>  —  2  w  —  to') 

__^piîi  77'2cos(v{y  — ro~2W')  +  aP"  y^cos  (vf/  —  3^') 
-f  ««P'^  7  ô^  cos  (Vf/  —  w  —  2n)  —  a  «P^'^  7'ô^^  cos  (v{/  — .w'  —  2  H), 

45 
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—  a  (^)"^  y  y^  cos  (vt/  —  c3  —  2  TO'j  +  «Q"  y3  cos  (vp  —  3  w) 

4-û£l'''7Ô-'cos  (v|/  — ro— -an)  —  oa"'  7'  6'^  cos  (vj^  —  to' —  2n)j 
9  pv 
Q^  étant  zz:  a  -y- ^   et  ainsi  du  reste.    Faisons  encore,  pour  abréger, 

73  sin  3  w  —  f,  7^  7'  sin  (aro-froO  —  9,  77'^sin  (oj  -f  a  13')  =z  f;,  7'3  sin3ïc'zz:f , 
7Ô^sin  rro -[-  ail)  =z  ï,  7'ô-^  sin  (ro'4-  ail  =  m,  7^  cos  3îO  =:  f ,  7 V  cos  (2Iâ5 4- to')  —g', 
7 7  ^ 00s  (w 4-203';  =  ^', y3cos3ro'—  r , 7ô='cos (te 4-20)  —  r , 7'ô^cos  (-ro'4  2n)  —  m'i 
P^f  —  P^^9  4-P"^^  —  P"  î-  fi  4  f'  m  —K, 

Q^^f  —  Q'^^g  +  Q'^'r)  — Q"  !  -.O.^M4<D.'"m  —  L, 
Q^  f  —  Q^^  9'  4-  Q"^  îj'—  Q"  r  —  <:i'^  t  4  a'"  m'  ==  u» 
Cela  posé  les  équations  (d)  (4)  donneront 

(5)  . . . .  a  R  =:  —  m'  a  K  sin  v|^  —  m' a  K'  cos  vj/ , 

(6)  ....  ar  (  -3—  j  zz:  —  m  a  L  sin  \p  —  m'  aU  cos  xp  , 

(7)  . . . .  a  (a  R)  —  2  m' w  a  a  ^  (K  cos  4/ —  K' sin  v}y)l 


d'où  l'on  tirera,  par  les  formules  (B)  (§.   191.),  en  observant  que  iidizz:---^ 

fK^i.i-^-i-.^^iiVsinW 


(8)..../(aR)z=^' 


^  /t       I    a  l'       1-    a  a  l  \ 

ï  IL . —  —  •  — ^^ —     cos  w 

Si    l'on  substitue    dans  l'équation    IV  les  quantités  (i)  (2)  (6)  (8),    et  qu'on 
fasse  pour  abréger. 
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^W='-^B^^^-^jm^S)^-^-\-Ur^aQ\  aB^^:=faP^--«Q^^--7N^5^-ii, 


<5  ^  *> 


H' 


l'équation  IV  deviendra 


B^^_B^^9^B"'^-B^^f-SB'n-[-93'"m\ 


4 


nù  t  nd  t  nd  t 


jy,  0^fLf:Ji-+M^''+asinv|//  N   ^     nc^t    ^    ndt^^      nàî^    >+Bacos\|;, 


Ti=ar' 


B  étant  ce  que  devient  le  coefficient  de  a  sin  v}/  »  si  l'on  met  f ,  g",  etc. 
—  ^f>  — ^9  5  etc.  et  aaf,  aag' ,  etc.  à  la  place  de  f ,  etc.  df,  etc.  et  d3f, 
eic.     Substituons  maintenant  (§.    182.  i83.   j^S.), 


B(^>=:4«A(^^  + 


24 


j6     ^  a 


,M«)=L^A<^>+-i.=  i-^-f  +  ^ 


d  a 


6       ^  «■ 


2    9 


I  z=  74''^6347,-  ^  =  55 15,065  ^  =z  4o956d;  ^^  =  3o4i590O| 

Ç  'î  '3  ç 

et  les  valeurs  précédentes  de  I,  II,  III,  IV,  P"",  etc.  Q"",  etc.  Cela  posé  on  trouvera 

oW  z=:557,§83..A^5)^_349,55 1  .a"^  -^  +32,ooi .«3  £i^__  4. o,9846.a4  -  _- -  _— ^ 

«B'*^~362o,46..^A^4>-t-i636,82.a=^4-2i6,Vn2.a3fl^     4^^  \  ' 

.aB"-5572/^n.aA^3)^,64346.r^- +346,i35.a3  ^^-+12^ 


a-*  A- 


SS"  =  116,  662  .  n=  rt'  St'-»'  -+-  i3,  362  .  «3  a'  ^  — 


a'^a!  d  agi'*' 
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§.  202.  Comme  l'équation  IV  est  S3'îlimétiique  à  regard  des  quanlifés 
f,  g,  etc.  il  suffira  de  rinlégier  par  rapport  à  f;  et  il  est  aisé  de  voir  que 
Fintégrale  aura  la  forme, 

u- '  =  -  a  «n  4- V.'' f  -  c- ^f*- -  7' 4*1^  -  «  ces  +  kT+ c' i,t  ^  7^^^!'J  .. 
^  (^       '  nat  71^  à  t^}  C  ftdt  n-^di-^^ 

En   différenliant  cette  expression,  on   trouvera,  à  cause   de  5vpz=:<;«3/, 

=ittSin  \p^  ^  C    f  -^c    — r^—^     ~T"T7^     ""  ^    ^^~7"h^    "TTTiC 

n(^t  l    \  nàt  n^àt^J  nàt     '         n^dt^y 

—  «  COS  A^  <  ^ c  f    —■  C^  -— —    —  ^      "i-TT-a      n~  ^     ^r;  ~h  c      -TT72  c  3 

c    \  nd  t  n^ à  t^J  n  à  t    ^         n^ d  t^  ^ ^ 

Si  on  substitue  cette   valeur  dans   l'équation 

IV.  0^^;  +  W"  +  a  sin  *[b^  f  -  f,  P^  ^^  '  |,  P^  ^+  cet. 

et  qu'on,   égale    séparément    à  zéro   les   coefficiens    de  f j  ô  f ,  33  f,    on  aura, 
pour  les  déterminer,  ces  trois,  équations: 

d'où    l'on  conclura, 

C^—i, 00018. B\   c^cz.22o64,24-P'  — o,09.69.B^  7'''=i6i7975.P^-}~î,ooii.B% 
et  ainsi  des.  autres  coefficiens,  C",  c'^j  'V''',   etc.     Si  l'on   fait 

XXVIIL     a"':i: —  aXsin  \};  ~  aX'cos  y,   on  aura 
X.  =  C^f  —  Cg-f-C"^  f>  — G"  É  -G'  f'-hC°m 

noif'^         îioif  tiàt    ^  nd  t  ndt  nàt^ 

^j^  V  2-^  ô  ,,i  _£_51  „  _i<?  f    _,       X  Jii  _  ^o  i^  m  . 
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X'  étant  ce  que  devient  X,  si  on  met  f.  g',  etc.  — 9f,  etc.  el  9^f ,  etc. 
à  la  plare  de  f,  elc.  3f ,  etc.  et  ddf.  etc.  En  substituant  les  valeurs  pré- 
cédentes de  R%  B'^   etc.  P"",   P^^,  etc.   on  trouvera 

aC^-557  98.aA^^^4-249,6-«^^' 

<7   (l 

-4-  J2,  00-  .  a^   — — h  O,  Obo  .  a^  — :- —    — - — -,, 

o  a 
-f-216,2  .a^  -— ^  -f  7,  Ôo^.a'* 


^  a 


aC"^=:5573,.5  .a  A^3^  -[- 26^3,  9.;.  a 


aC^^  z=  2407,  8  .  G A^=^^  -f  i23i,  8  .a"  ^  "^^'^ 


à  a 


^       ^      ^       ,53A'2>  .       4^^A^2.  a^   Ô*A'2> 

•  '  d  a  o  a  i^-o     à  a*    ' 

.a  =.6,  68  .  .=  V  .'^'  +  .3.  364  .  «3  .'  t3Z  _  -'  !4i;!:,^ 

ac^  =J7466o.aA^^^-|-79979-«'-y;-4-iio3i..a3— —  _}_  459,  6  .  a^ -y^--,, 
«c-=54^993.«A^4)^,,,3694.a-^"+  3447.0  •  «^^^^'-4-  1378,8. «4  ^^'^ 
«c"^=:5542i4.aA^3)  I  266079.^=^^-  ^35845  .«3  ^^^^    1    , 3^8,7  .«4  ï-"^-- 

ac^'  =i78747.aA^  ^4-9:^-61  .  a^  — -  -|-  12407  .  «3  __.^_  4.  459^  5  ,  «4  __^  _^ 
ac'  ==  9600,  5  .a^  a  St^4)  _|_  jS^g,  6  .  «3  «'  ^  • 


c*»  —  1J785  .  a-«'§r3)^  ,3^8,  5  .a3a 


à  a     3 


n:  12968  .  gA^>^  -r^938  .  a^-3  T-  + 819  .  a3 --        -|_34  .  «4 

1000  o  a  à  a^        '  à  a^   ^ 

iz:  4<^34.'^  .  «A^4^_i_  i8b38.a^ -^7-  4-25oo.a3 -— — ^  4- i02.o4 --  — .„, 
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1000  ^  '      ^''  ^..1  ;i.2        i 


— ~  —  13267  .  oA^'^  -{-  6860  . 


d  a 
o»  a 


da' 


-I-921  .a 


d^  A^2' 


- —  —  71-7  .aVî{''-^^-t-i02.«V , =:i024.ttV2(^^^4-i02.ûV ,- 

1000         '    '  6a  ^    1000  ^  '  da 

§.  2o3.  Le  même   procédé    donnera   pour   l'équation  VI  (§.  201.), 

z/sin3(M.  — 'cc)  — B*^^^sin(;\p— -3îc),    -^  cos3  jjL~w}  —  5{n—n')B^^^sin(y\^—3w\ 

u'  sin  2  (^  —  te)  z=  —  î  M^^^  y  sin  .^vj/  — .  3  ro)  -j-  ?  ]N^^^  Y  sin  (xj^  —  2  w  —  w'), 

?^'  cosiCM-  — C33=—  i^î— i-'^  {M^^'^Vsin(v|/  — 3îc)  — N^^Vsin(vp  — 2TO~xo')^, 

I    c  L  7"  sin  (\p  —  3tii5)  —  II.  y  y  sin  (\|;  —  2ro  —  ro'  ) 
u  '  sin  (|JL  —  ro)  zz  —  7- ;  ^  ^  > 

^  4-  ^  ^  -f  m.  7'^5in  (vj^  —  C3—  2to')  —  IV.  ô^sin  (v|/— 10— 2n j  >  ■> 

5ti,"  3n— ôn'S^'  7^5in  (\p^ — 3ro)  —  II.  77'sin  (vj; — zw—vs    y 

^f         ^  ^  4^      C+lII.7'^sinv}/— TO— 2xo0— lV.6"sin(4/~to-^2ll)S' 

et  par  la  valeur  de  u'^  que  nous  venons  de  trouver  (§.   202.), 

aa^'__^       Cc/f— C^^g  -f  C^''^'— C"f  -C'f-f-C^mOsinvf/^ 

Si   l'on  substitue  n':iz?7z,  on  aura 

5 


3    du 


Sît' 


--a73sin3(|x-ro)-  - . y'^cos3(}i-w)+u'y^s'in2(}i-vs)-  — —  7\-os2(u.-îo) 


2  5  îi'^ 


-}-  w''  7  sin  (n  —  w -  7  cos  (m.  —  ro)  :=: 

Les  équations  (9)  (10)  (§.  qoi.)  donneront 

.,>               )2a.      ,<:3„,        _,.      6      dK        I      dh        9      a^K.',!      dBV  y 
( j j .  e . . .  ^  —  sin  vL  •<     K  —  L'  -4-  —  . .  —  . ■     —  H •  —        > 

I        a(t>         ,<3  6      ÔR'i     ÔL'        9     ^aaR.i      ao>i.> 

Si  on  ajoute  ensemble  les  quantités  (i){2)(3),  i'équation  Vi  prendra  la  iorme. 
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XXIX.     U''  -r  asinx|/— Yacos>jy, 
et  l'on  trouvera 

y  =  (^,  P"  -  I  Qv  +  I-  +  i  MC5>  _  i.  B<.>  +  .  gc)  f 
+  if'  P'"-  i  ^""  +  1^?^  -H^?C"-)  ^  -  (^  P"  -|q"  +  2è-C")  t 


,^    ^  '^    J  ndt~  \^  ^  '^      J  nàt 

y    élant  ce  que  devient  Y,  si   Ton  change  f,   9,  etc.   en  f,  g',  etc.  8f,  etc, 
en  — 9  f ,  etc.  et  3  3  f ,  etc.  en  Bdf\   etc.     Snpposons  maintenant 

îi^t  nàt  ndt  ndt     '        *  n^f  '  ndt 

et  substituons   les  valeurs   précédentes  de  P^,   Q^,   C^,   etc.  B^-^^  M^-^^  N^^\ 
Cela   posé   on  aura 


D'  =a6.8„.«A<«+<  .«653.a^:^^-:+,59,5.«3^11+6o8.«4£^r_3.îll*-r, 
D"=820949.aAW4_376o6..a'^V49654-3^''-^'^-.8.3.„4£!^--9«J?;^-, 

D-=83.49.-«A(3'+S94,5..„'^V5>56,,„^?f^+,8o..a4^^V^-, 

à  a     '  '         a  .1^  d  a^  d  af* 

B-=.68.35.aAC"+,3„,4.a=^+,,8,9.«3^^^^597..4^-3«^^'^-;^, 


^a         ^  da«^ 
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D°  =  20594.a=a'St<3>4-  ,957  .«3  a'  -^  —g»''"   ^T^^F"  J 

S-  =38909.«A«'-|-,  ,6e9,a  -^  +^o6.a^  — -  4-  96-«'  ^„-  -o.^-"'— .^  ' 

d"        ,      ,  rN  ,        ,,r    "SA<'>    ,  „    ,ajA»'    ,        .    ,S»A'"  -S'A'" 

A- -3983o.aAf='+2o445.a-  ^^  +2,o6.a3  — -+  96.a^^--o,^.a':  -g--, 

1000  ^  '  d  a  '  à  a^     ^ 

1000  »  'ï  d  a      ■' 

=  4334.aA<5'+,975-'^  +^70-5^+.  ..a*  -#„-"<'.''--'-.„-. 


loooooo 


aa      '     '  ,9a2     '  da^        '  a  a* 


Xiv  r  ;)4<'*'  a^A'''**  ^^A"'*'  <3'*A'^*» 

ïoooooo  '  '         da  ^  da^      '  a  a^  d  a*  ' 

5'"  5    '^     aC^)!^^    /     "^^'''    ,Q  S^^^'^'j  ^c>    45''A-^^  ça*A'3> 

ioooooo  '  1        >T^         d  a     ^      '  *  d  aP-      ^  ^  a^       -  a  a*  ' 

.z^  44-37.aA'^"'-}-2283.o;"^^4^^ l-3o4.a-^^^^; — [-11. a"^^^— 0,02.^' 


IOOOOOO  -    •  da     ^  a  a^      '  da*  d  a*  ' 

1000000  ^  '  d  a  da^     ^ 

ô°     ^_  o  .         o  ./  0,(3)  _L  ^A     r,3  V  iE!^  _  n  r.^     ^4  .^  ^  ^  '^' 


=  342  .  a^  a'  51^3)  -1-  34  .  g3  a'  ^-  —  o,o5  .  g^  ^ 


1000000  ^  a  a  a^ 

Les  rapporîs  différentiels,   — ^— , -,    etc.   seront  déterminés   par  la 

méthode,  développée  ci-dessus  (§.  192.)-  On  calculera  les  valeurs  de  7,  7', 
cjc,  te',  ô  sin  n  zzr  e,  ô^  cos  fl  m  e',  pour  les  ans  1800,  23oo,  et  2800,  d'où 
l'on  conclura,  pour  les  mêmes  époques,  les  valeurs  de  f,  0,,  ^,  î,  f ,  etc. 
(§.  202.),  que  nous  avons  désignées  par  f,  (f  ,  [f  j,  etc.  ainsi  que 
'{ =  7ô^sin  {Xf5 4-  2  n)  zr  (e'^ — e' ) 7  sin  îO -j-  2  ee''7cosrozii7  ' Â'&inv5^Â-cosv5)  (§. 1 92.}, 
r  zz  [e^  —  e^)  7  cos  w  —  2  ee'  7  sin  W::z:y  (Je'  ces  W  —  ^  sin  ro) , 
m  =  7'  {k'  sin  XfS'  -\-  k  cos  to'),  m'  zz  7'  {V  cos  to'  —  k  sin  ûo';, 

ou  bien,  en   faisant  ■-■,  =   tang  h, zzc. 
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t  — 7csîn(K.-|-.TO),  r  =  7ccos(K-f-îo),  m=:'V'csin()t4-ro'),  m^:=Yccos{K-{-vs'). 

Cela    posé   on   aura   r§.    192)  ^.  — '^- ^'>>  ""^  f  ~iO     etc.   et  comme  t  est  le 

ai  1000 

nombre  d'années  ,    il  faut  substituer  pour  n   le  moyen  mouvement  annuel  N 
(^.   194-),    <iui  ^oit  être  exprimé    de  la  même  manière  que    f,   g,  etc.  c'est- 
à-dire  en   parties  du   rayon.     On  aura  donc  relativement  à  Jupiter, 
N  =:  109^56',  4  =  0,5296907;  N'^zr  0,280572;   d'où  il  viendra 

--7  —  - — 2 — :rz *    ~2~^  *^  —  ■ — 7¥" —  7   et  ainsi  du  reste. 

ndt  629,691         '    7i2<jf2  7014.3         ' 

Les  copffiriPtîs  aA^^\  a^  a'  5t<^^\  et  leurs  rapports  différentiels, 
&^  — —  ,  «3  '~Ja^~  '  ^^^'  ^^"^^^^  calculés  à  l'aide  des  formules  (4^  (5)  (6) 
(§.  17*0,  (2j  {'à)  (0  (§■  17^-).  (^)— (i3j  (§.  17^0;  ^t  l'on  trouvera  P^  P^\ 
etc.  Q%  etc.  C^,  etc.  par  les  formules  (§.  20^4.  2o3.).  Après  avoir  calculé 
toutes  ces  quantités,  on  aura  l'inégalité  du  rayon  vecteur  par  l'équation  XXVIII, 
et  celle  de  la  longitude  par  l'équation  XXIX,  u''  et  U"  devant  être  mul- 
tipliés par  la  masse  de  Saturne  m\  En  outre  il  faut  multiplier  i/"  par  a, 
et  U"''  par- — -, ,  pour  exprimer  la  correciion  du  rayon  vecteur  ^rmau"' 
en  parties  de  la  moyenne  distance  de  la  planète  m  au  soleil,  et  l'inégalité 
de  la  longitude  en  secondes  d'un  degré  (§.   182.). 

§.  204.  Puisque  chaque  perturbation  dérange  le  mouvement  dans 
l'ellipse  primitive  ,  il  est  visible  que  la  grande  équation  de  Jupiter  et  de 
Saturne  doit  altérer  les  élémens  de  ces  deux  planètes;  d'où  il  naîtra  une 
nouvelle  correction  de  la  longitude  et  du  rayon  vecteur.  En  effet ,  la  pre- 
mière et  la  seconde  équation  du  second  ordre  (§.  iqS.  igS.)  sont  le  résultat 
de  l'altération  des  élémens  elliptiques  ,  produite  par  la  grande  équation.. 
Pour  le  prouver,  nommons  ô'  7,  ô  w,  les  changemens  de  l'excentricité  et 
des  apsides  de  Jupiter ,  qui  résultent  de  sa  grande  équation  JE  que  nous 
venons  de  développer.  Comme  ils  doivent  avoir  le  même  argument  que 
l'équation   M   qui    les   produit,   savoir  5"^  — ^  €^  zz:  ^ ,  supposons 


ô  7  =  P  "      ^l/,         ô-  w  zz  Q         vl/. 
cos  *    cos 

L'équation  elliptique  (§.   169.   (e); 

46 
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A  t)  zr  2  7  sin  T/o,  —  z^5)  4-  -  y^  shi  2  ''^t  —  ■œ)  4^  cet. 

H' 

étant  fonction  de  7  et  w,  elle  sera  nécessairemeni;  allérée  par  les  varîalions 
S  y  èw-  ce  qui  se  manifestera  principalement  dans  le  premier  terme  de 
AV.  En  différentiant  donc  At;  =:  27  sin  (,u- ^- to)  par  rapport  à  7  et  ro, 
on  trouvera  la  correction   de   la  longitude, 

Ô\  A  i;  —  2  ô'  7  sin  f  î:^  —  w)  —  1  7  .  J  te  cos  (^i  —  to)  =: 

2  P  ''"  xl; .  sin  f  S^  —  TO)  —  2  Q  7  ""  vp .  cos  f  î^  —  îo), 

cos  ^  ^        cos 

d'oii   il  résultera  un  terme  de  la  forme 

«     cos  •       1        '  "     cos  ^      ^  '        ^ 

Comme  cette  correction  a  le  même  argument  5  "^  —  3  2/  =z  (p,  que  l'équation 
XIX  §.  .'93.)  ou  œ,  il  est  visible  que  œ  est  due  à  Fintluence  de  l'équation 
M  sur  les  élémens  7,  w,  et  que,  par  conséquent,  elle  peut  servir  à  déter» 
nriner  les  variations  ê"  7,  ^'gS^  dont  elle  est  l'effet.  Pour  cela  il  faut  supposer 
^zzè'.  A  V,  Or  on  a,  en  négligeant  les  termes  inconsidérables  (XIX.  §.  193.), 

^=1:——,    et -f  z=:  — X:=  — «,  donc 

^-:_!i!?^(L/'_.n./  +  ïlI.//--lV.A';+'-^(:i./-IÏ^  +  III.A--ÏV,^-). 
d'où   l'on  tire,  a  cause   de   Cp  =1  4/  —  ^  > 

sinî^     ^^7^COS('4/  —  2  te)  —  II.  77'COS  (vj^  —  ÎS  — to')^ 
^^~V      ^i-III.  V^^COSfxP  —  2Î)3'}  —  ÎV.  Ô^COS   fvP—  2n)S 

cos  2i    ^L7^sin  (xj/— 2  îc)  —  lL7  7'sin(vI/  — TO  —  to"^    ^ 
'  'f~    ^-[-ill.  7''sin(vp— 2TO'j  —  IV.  ô^sin  (v};— 2  np 

Maintenant  il  faut   donner  à  5^.  A  v   une  forme  analogue,  savoir 
6-.AV  n:  2  (ô  7COSIC  — 7.ô"tiijsinïe  sin  S^  —  2  (J  7  sin  \p  4- 7 .  ô"  ^5  cos  w)  cosQ/., 
En   égalant   séparément    les    coefEciens     de     sin  %    et    de    cos  0^  ,     dans    œ 
et  ô.  A  V,  on  aura 

,     rî.  7^  cos  (vp  — 2TO)  —  II    7  7'COS  ^vjy  — Î^J  —  ÎSj'^n 

.«5'7co5îO — 7.5"wsinw:= -—  5      ^^^     ^,  ,  ,        „,   ,,  ,  ^.c, 

2^^_|_ni.y''  cos  (■4^  —  2  OT;  — IV.  ô*cos  ^i'—  2n)>' 
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,    fl.  7^sin(\p — 2  ro)  —  II.  7ysin(vp  —  tc—  ro')^ 
o'Vslnvl'4-'V.5"c3costcrz— -  <  ,„  ^  ^  Ç\ 

^~  ^?  ^4-III.y^sin(v|y  — aro')  — lV.Ô-^sin(v|/--.snjS' 

d'où  il  est  facile  de  conclure, 

^    I    ri.  7^  cos  (\}>  —  3  to)  — i  II.  7  7'  cos  (4/  —  2  tiJ  —  ro'^^ 
""  sT^  C-(-II1.7'^-cos(vp  — ro— aro')  — IV.ô^cos^vjy— ro— 2n^V 

I  f  1.  "y^  sin  (\p  —  3  05)  —  I L  7  7'  sin  (\jy  —  2  ro  —  tsSp 
^"~  ^  C-|-I11.7'='5in(vp  — ro~2roO— IV.Ô^in(v|._t5  — anjV 
L'effet  de  réqualion  M  sur  le  premier  terme  de  A  i?  nous  a  servi  à  déter- 
miner ô' 7  et  S'GS.  Connaissant  maintenant  ces  variations,  nous  allons  dc^fer- 
miner  par  leur  moyen,  l'aclion  de  JE  sur  le  second  terme  de  A  u ,  qui 
donnera  une  nouvelle  inégalité  de  la  troisième  dimension  des  excentricités. 
La  différenlialion   du  second  terme  de   A  u  donnera 

ô' .  A  V  zn  i  /  {5  7  sin  2  (1^  —  w)  —  7  .  5'  îS  cos  2  (î^  —  ■U5)}. 
En  y  substituant  les  valeurs   précédentes   de   3  7  et  7  .  S"  10,  on  aura 

5  7  cl.  7^  sin  (4  2^  -5t,4-rcj__JI.7ysin(+Q^  — 5tj+T^')> 

AXX.  ô.A-UZZ <  .  .  j_  ^. 

4-^  (.-hUl.Y^sm  43/— 5;^— ro+2TO'y— IV.ô-  sir)(42/— 5t>--ro4-2li)S 

Le  même  procédé  donnera  une  nouvelle  inégalité  de  Saturne.  L'équalion 
XXI.  (§.  195.J,  dont  l'argument  est  (P  m  ^'^  —  2  2^  zi:  \p  —  ^,   deviendra 

^'=^-^^^^4^— CV./'--VL/  +  VILA'— VIIU') 

-°°"''/'-^^(y./-vi.g4-vii.A-viii.<)- 

2  sin  "5  C  V.  y^'  COS  (4/  —  2  ïtj)  —  V I.  7  7'  cos  (y  —  ro  —  ^0    > 
■  I^  ~  ^4_  V  IL  7'^  cos  (-4/  —  2  tcO  ~  V II I.  S-  cos  (^  —  2  U)  > 

2  c)s  ^  c V.  7^  sin  (v]y  —  2 tt)  _  VI.  7 7'  sin  (vj^  —  cj  —  w')    ^ 
^i      <-t- Vll.7'^sin  (4;  — 2tcO  — Vlil.  ô^sin(x|/  — 2n,S' 
Le  premier  terme  de  l'équation  elliptique  de  Saturne  donne,  comme -ci -dessus, 
i\  A  u  iz:  2  (  0  7  cos  w  —  7  .6  îiS  sin  tô)  sin  "1)  —  2  (ô"7  sin  w  -|-  7  .  ô  W  cos  V5)  cos  "5, 
d'où   l'on   tirera   de   la  même  manière, 

I    fV.  7^cos  (^p  —  3tiD)  —  VI.  7  7'cos  fvb  — 2  C3  — ^0  :> 

|"7zz \  > 

^ii    C-f-  VlI.y^COS  (%1^— W— 2îy  )  — Vm,ô2c0S(^|>-  ÎS-»2II,S* 
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r    fV.  7^sin  fviy  —  3w)— -  VI.  ■Y'V'sin  (xl/ —  2CSJ  — to'\  ^ 

5^  C-j-VII.  7'^Sin(\|/  — te  — 2k')  — VlILÔ'sin(;4'  — w— 2n)V 
En  substituant  ces  valeurs  dans  le  second   terme  de 

ô'.  At;=:i7  {5-7sin  2  (^  —  ro)  —  7  .  o  ro  cos  2  ("^  ~  v:)} , 
Gii  trouvera,  à  cause  de  v|/ in  5  "5 — 2  13^^ 


^V.7=sin(2Î^— 3tj_j.t,:)_VI.7rsinC^-f^— 3-t)-fîO 


l 


XXXI. ô\  A 1;=:——   <-[- VII.7'^sin  (2  13/  —  ^-tj  —  tQ^-^ïô') 

.— VIII.  Ô^.sin  (2^/  _  3  •5  —  ^4-20}  ^ 

les  lettres  sans  trait  se  rapportant  à  Saturne,  et  celles  nriarquéesd'un  trait  à  Jupiter, 

On  pourrait  trouver  de  la  même  manière  une  inégalité  analogue  du 
rayon  vecteur;    mais  elle  est  inconsidérable..    Le  second   terme  de    Téquation 

elliptique    du    rayon    vecteur    de    Jupiter    est   Arrr 7^  cos  2  (3{  —  w) 

(§.  169.  (e));  sa  différentielle  est  —  «7  {5' 7  cos 2  (Q^  —  te)  4-7.Ô' TOsin2(13i — -a:)}, 
où  il  s'agit   seulement    de  substiluer  les  valeurs   précédentes  de  ô7  et  7.6  îC. 

§.  2o5.  La  série  A  j;  qui  donne  réquation  du  centre  (§.  169.  (^^) ,  et 
qui  est  la  base  des  tables  astronomiques ,  a  pour  argument  la  longitude 
Dioyenne  f^,  ©u  plutôt  la  longitude  qui  n'est  pas  corrigée  par  l'équation  du 
centre,  ou  par  la  théorie  elliptique;  ce  qui  suppose  que  la  planète  n'est  pas 
assujetie  à  d'autres  inégalités  qu'aux  lois  de  Keplen  II  est  donc  visible  quà 
la  rigueur ,  l'argument  de  l'équation  du  centre  devrait  être  la  longitude 
moyenne,  corrigée  par  toutes  les  perturbations.  Mais  il  est  aisé  de  voir 
que  cela  ne  se  rapporte  qu'aux  plus  grandes  perturbations,  qui  peuvent 
altérer  l'argument  de  réquation  du  centre  assés,  pour,  changer  sensiblement 
l'équation  même  qui  dépend  de  cet  argument.  On  voit  en  même  \emsy  que 
cette  correction  de  l'équation  elliptique  doit  être  d'un  ordre  supérieur  à 
celle  dont  elle  est  l'effet,  parcequ'elle  se  rapporte  à  celle-là,  comme  l'équa- 
iion  du  centre,  qui  est  de  Tordre  de  l'excentricité,  se  rapporte  à  son  argu- 
ment, ou  à  la  longitude  moyenne  qui  est  indépendante  de  l'excentricité.  Il 
serait  donc  inutile  de  chercher  de  pareilles  inégalités  dans  un  ordre  plus  élevé 
que  le  premier;  et  l'on  conçoit  qu'il  est  plus  commode,  de  former  une  nou- 
velle équation ,,  que  de  corriger  l'argument  de  l'équation  elliptique.     Ce  n'est 


m  y 
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que  parmi  les  peiiurbalions  de  Saturne,  dues  à  l'action  de  Jupiter,  qu'on 
trouvera  une  inégalité  assés  grande,  pour  avoir  cet  etïet.  Elle  est,  ainsi  que 
nous  Tavons  supposé,  de  la  première  dimension  des  excentricilés ,  et  a  pour 
argument  i'ang!e  a  "^ —  î!^  zz:  2  ]u,  —  |x'.  Or  l'argument  général  des  inégalités 
du  premier  oidre  étant  /]x'  —  (i — i)/x  (§.  i83.  XIIL) ,  il  en  îèsulte  /m — i. 
Cette  inégalité  sera  donc 

m'U  —  —  m  9}l'-'^7sin(2-t^—  3,  —  tio)-|-772'?fï^-'^7'sin(o.t^_  Q/  —  to')» 
les  lettres  marquées  d'un  trait  se  rapportant  à-Jupiter.  D'après  ce  qui  pré- 
cède il  faut  envisager  cette  inégalité  comme  une  correction  de  la  longitude 
moyenne,  ensorte  que  m' U"  zn  ô /^  zn  ô  "^.  En  faisant  donc  varier  le  premier 
terme  de  l'équation  du  centre,,  A  v  zzz  2?  sin  (^ — ro),   on  aura- 

ê-  .  A  t''  =  2  7  .  6'  "t^  cos  (^  —  to)  zz  2  7  .  jn'  V  cos  ("^  —  V5'j  zn 
^9}t^- ' ^  7  [sin  (3  ;5  —  g/  —  2  îc)  -f  sin  (^  —  to;]  ^• 

;_9îCOy  [sia^3"5  —  Ui—rïS  _ro'^-|-sin  (t>  —  2^  _^î^_to')jS*' 

Le  premier  et  le  troisième  terme  sont  déjà  renfermés  dans  la  quatrième  équa- 
tion   (§-   197.)   qui  a  le  même  argument  3  "^^ —  î^^  zz:  to'.     On    aura  donc  cette 
nouveite  équation  du  second  ordre  des  excenlricilés, 
XXXII.  U"  zz:  ?3l^-'^  7^  sin  (3^  —  t»  ■  -^  ^l^~  '^  77'  sin  (^  —  Qi  .-\.  w  —  x-i'), 

qui  doit  être  multipliée  par  la  masse  de  Jupiter  et  par  -; — ^^, 

La  grande  équation  M-  fournirait  une  semblable  équation  du  quatrième 
ordre 5  parceque  M-  est  du  troisième.  Mais  on  n'a  pas  besoin  de  former  une 
nouvelle  équation,  si  l'on  corrige  d'abord  les  longitudes  moyennes  de  Jupiter 
et  de  Saturne  par  l'équation  iE,  et  qu'on  emploie  celte  longitude  corrigée 
comme  l'argument  de  léquation  du  centre,  ainsi  que  cela  se  pratique  actuelle- 
ment  dans  les  tables  astronomiques., 

§.  206.  On  trouvera  la  grande  inégalité  de  Saturne,  par  le  même  procédé 
qui  a  servi  à  déterminer  celle  de  Jupiter  (§.  201.  202,  2o3.j;  on  peut  même 
employer  une  paitie  des  valeurs  numériques,  calculées  précédemment.  Nous 
observerons  d'abord,  que  la  fonction  Q  (§.  168.)  n'éprouve  aucun  changemenîj 
si  on  met  r\v',  h  la  place  de  r,  v ,  et  réciproquement,  et  que  par  consé- 
quent, la  fonction  S  (§.  168.   (cj.  a  la  même  valeur,   soit  qu'on  considère  les 
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perturbations  de  la  planète  m  par  m\  ou  de  m^  par  m;  attendu  que  la  fonction 


P  (§.  lÔS.j,  ou  les  coefîiciens  A     , ,  etc.  n'entrent  pas  dans  les  formules 

de  la  grande  inégalité.  Il  faut  encore  observer  que  (§.  i6i^.  (A;,  §.  175.  (H)  (I)) 

En  désignant  donc  par  (3' R)   la  différentielle  de  R,    relative  aux  élémens  de 
Saturne,   et  faisant,   pour  abréger  (§.  201.), 

K—  2«P^M4-i^"^m4-Lzi:M,     K' —  a^P^M' -f  2  «))'"  m' -f- L' ^  M' , 
on  aura  par  les  formules   (5)  [6)    (7)   (§.  201.), 

(i)  .  .  .  .  *^^  r' Z^^")  =:  a' M  sin  vp -I- g\W  cos  xj/, 
^  (à' R)  -  5,/ 9/ (K' sin  vp  ^  K  cos  V}.} -=  -  ^-^,  (3  R). 

Il  en  suit  /(a'R)--  ^^Vc^R).    ptf{d'^)--  '^^  /9^/,aR), 

et  à  cause   de  d^\jz=:(ùn  — in)  dtzz:  ^/idi,  par  la   formule  (B;    (§.    191.) 

a  cos  \I^  ^  M  —  -    • — ■    —  --  [ •  1  y  , 

X  étant  zz.  -  zz  o,  402693.  Les  formules  (8)   (10)   (§.  201.)  donneront 


(3; 


(4 


^V(^'R)="--^«' 


sin  vp 


K~l    -- 


^^W  àf^ 


^  \n  d'tj 
Faisons    encore   pour  abréger  (§.  201.), 


3  n'a'    /^2>ir/:i/D\ ^^  X*     . 


2  d  7/ 


5^7/ 


^  z/r^cos2(/--roO-f-  ~-  ^'^'sinaCiu.'—w'} -^~~  Y^cosa  (1^'— ro')=T', 
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I  z/  y3  sin  3  (ix'  —  ©0  —  ~  -  J-^^  7'3  cos  3  (^  —x^')z:zZ, 
u'y"^  sin  2  Cn.'  ~-  -m') —  7'^  cos  2  ("'  —  ï*^')  —  ^', 

ï/" y  sin  (iu,'  —  toO  —  ^-—  7'  cos  (fi'  —  TO')  —  2:'% 

Cela   posé  les  équations   IV,  VI  (§.  201.),   prendront   la  forme, 

IV.  o  =  |f;Ç;  +  «"'+(■)  +  (3;  +  (5).  VI.  D'"  =  ii;^  +  (-)  +  (4)  +  '^,; 

les  lettres   sans   trait  se   rapportant  à   Jupiter. 

Dans  la  formation  de  la  grande  inégalité  il  ne  faut  employer  que 
les  combinaisons  de  u  avec  3/x',  de  u'  avec  2/i',  et  de  lî'  avec  fx',  qui  pro- 
duisent i'angle  4'zz:5'^  — 22^:^:5  ja'-— 2 /x.  Pour  cet  effet  il  faut  faire 
izz. —  2  dans  les  fonctions  u  et  u,  parceque  l'argument  de  la  première  est 
nvzz/(l^ — '^';  (§.  182.  169  j,  et  celui  de  la  seconde  /(9/  —  t)3~l~t)  ^§'  '^^•)' 
La  valeur  de  u'  est  donnée  par  Téquation  XX  f§.  igS.;.  On  aura  donc, 
en  substituant  nzzi-n'   (§.    182.    18J.    iqS.), 

T=:^B^^-^y3cos(4/-3îo'),  T'i=-lVÎ^-*^7'3cosfvP-3H')+|N^-"'V>cos(%j;-2TO'-i53), 

/>  _  '^'  S  ^'  '^"  ^^^'^  (v}^  —  3  tcO  —  V  L  7'  7  cos  (xjy  —  2  to'  —  îc)  ? 

~~  5  ^  2  +  V I  ï.  7=*  cos  (vp  —  uj'  —  2  ^)  ^  V 1 1 1.  ô^  cos  (v|/ .—  ro'  —  2  n})  * 

t--|B^=»>y^sin(x|;— 3î0^sr=I: ^M^-^>y3Mn(xp— 303')— ^N^-^^r^siî.(4;--2w'-K'), 
^,^  _  I    c  V.  7''3  sin  (v|^  _  3  îo')  —  V I.  ^  7  sin  (vjy  —  2  îc'  --  to)  v 

"""""  ï"^<  -f- VIL  7'7'^sin(4/  — w'  — 210)  — VllI.  ô-^7'sin(sl>— ro'— 2n,S 
On  trouvera  (§.   182.    i83.) 

i^<-) =1.' AC3)__  z ,-  i^';:  ^  1'!  ii^:!!^ 

2  6  ^  a'    ^    6       d  a'2    > 

OU  par  les  formules   (H;   (§.  175.), 

4.8  16      dfl     '  S  '    24  d  fi      '      6        ^  a^    ^ 
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V™  —aA.^^^ —a'* \--a^  -— — ;; • ,   OU  par  (H;  (J)  (§.  inS.) 

«'<'^o        *fM    1                   ^  ^'-'                   „  a  9  ,\'=^  ,     a-'A'"? 

^'  ^^  r  ^  ^^^9  •  ^^       -1-201  .  «  — [--in  .  a-  -^— h  «^  .  -Y— r  C  9 

4-C                         '       ^             da                             d  a^       ^               da-     S 
V  il  zz  a  ^  —  A^+'  -f-  2  j  .  «  — :^ —  H ■  o    — ^-  —-  H — -  •  — >  , 

8     c  -  a»  a    ) 

En   substituant  — -  m  i4,  8627   et   faisant 

on    trouvera 

P^^'  =  7i7,  22  .  A^^-fSno,  73.a  — k  49,02  .«= —-—-  -4- 1,86.  «3——- 

P^-^/zz  14-7,  7  .  A^^)  _|_  7,4,  J6  .«  -^-  -i- 96,33  .a^  — -^  +3,71  .  «3  --  — , 
P^4^zz73^,  21  .A^4)_^34i,62.«____  -^46,4=  -a^—^-  +  ^'^^'"  To^* 
P^°^ziii8,57.«a'§[3    i    ,^86.«^^fl'  ^^-  ; 

da'  aa^  d  a^   ' 

^      —^67,  6  .  A^^^  -j-  1^0,  8  .a  -——-h  23,2i.a  — — —  ^o,  93  .«3  — — _ 

à  a 
Si  on   substitue   maintenant   les  valeurs  de  K,  L  (%.  201.},  dans   les  formules 
(0   ^3),   et  qu'on   fasse  pour  abréger, 


L  I  V  R  E    V,    C  H  A  p.    VI.  369 


l'équation  IV.  deviendra 


IV.   0  =  ^^-4-" 


f// 


^»    V      n^t  ndi  net  ndt     ^     nàt~^^       ndt 


(i  cos  vp  <      §= 


4.l!^2^fpvi_f    Div  ^a 


L_pTv_^â   ,piii  _^|,  __pïi  ^?__ajiv_f  i  .qjTii^"' Y  .,, 
f  n^f  n^f  ndt     ^     ndt  n3tj\. 

.l^/'pvL^Lp^vi^fl'     p„ri^r_priL^j:_qtiv3a  r    q.ni^ôm'  \ 

Intégrons  cette  équation  par  rapport  à  f  et  f ,  et  supposons  son  intégrale 

T/-z=$E^f--e^l/^-6-4-^?a'sinv}.-^^E^f4-e--^L~s^i-^i-?a'cosvI/. 
l       '  ndt  n'^dt'^^  ^    ^i       '^      ndt  n'^^t^S 

Si  l'on  différentie  cette  valeur  de  u!",  en  observant  que  3vp  zz  |'w3/=z:  -  «3^,  on  aura 

Si   on   substitue  ces  valeurs   de  v!"  et  de      ,   ^  ■    dans  les  termes   de  l'équa- 

n'^  dt"^ 
tion  IV,   qui  renferment  f  et  f ,  on  trouvera,  en  mettant  \n'dt  au  lieu  de  n' 3 ^, 

o=(,-g)EV-,^    o=.(g-,)..v_î|Ev^i|^^P^ 
O  -  /"^  -  i^  a-  -  i!  e^  4-  5!    .     -  ^  pv 

U=     y       x=    ^  X-  +  -^  ^  •  Y 

Or  on  a  ^zz  o,  oi3466,  X  zz  o,  4021693;  d'où  il  viendra 

E^i:T,ooii2.p^  e^= -22233,6?^- 0,1 66J.E^  ê''zi65ii47.PV6,t7|E^- o,i66.e^ 

Il  en  est  de  même  des  autres  coefEciens  E'%  e^%  e^^,  etc.  Ainsi  on  trouvera 

47 
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.    .^         r,>       r.        ,■     ^^'^''  r->    2  35A"^  a3A'2^  a*A^=' 

E^^  -3I36^.i,A'^VI6o^4a-^--^-2I2,53»a^-y— +  7,448.fi3__—  _o,o2i.a4___^ 

E^    -  1 3o,  î  3  .  ad  %i^^^  4-18,09.  a"  a'  -^^ o,  g6 2  .  d}  a'  -~^y 

3  21"*  5  5  21 '^^^ 

E*  =  204,  48  ^  a  d  2[^3)  _^  ,  9,  ,6  ..  a^'  a'  -^—  _  o,  cfe  .  a>  d  -—— 


d  a  '  da^    > 

5A"^     ,  „       .  55  A«^     ,       ^^        ,  53  A' 

^^-:!!  4.  34658  .  a=  i^^^  n-  i386..a3  ?1^"^ 
5  c  5  a=^  8  a  ^ 

e"^  — 557125  .A^3)  4.  2^^482. a  ^^^  4- 36o36: .  a^  ^^^  4.  1386.  «3  ^^-^ 
e-  =  179663  .  A^^> 4-    9:2836.a  — ^  4-  12471  .a-  — ^  -^-    462.a3  __-  ^ 


e""     Z=  175623.  A^^^  4-    804. 9. a  -^  4-  II 09.1. û^ —^^ 1-    462.^3  !_/"_ 

e^^  =2  5^g3i .  A^4>4_  255c65  .a  ——  4-  34658  .  a=  -— --  ^^  i386..a3  ^^^  , 


5a    ^ 


é^    —  97o6'.,a«'5t^4)_^i38,.aV  ^,  e«=:  1 3862.  «a' 51^3)  _|_  ,  386.  a-a 


■ =ri3o5'r  .  A^^-*  4-  0979,  a \-    825.a=  ---—  4-34,4..a3  -j^-, 

-i—  zz:  40825  .,  A^4)  4-i8969.a  i^-  4"  2577.a^  ^^  4-  io3  .  «3  IJt^  , 

-iil  =  x3%,  .  AW+  6gor«  i>-  +    9,_8.„=iii^  +  34,4-5  ^;^, 
looa  ^  '        y'  y  ^  a;       '       ^  5  a^  ^  5  a^    * 

-i^-  ir722.aû'5t^4)4_io3,^2^^  l!!;!"    _!!_-:: io3i  .adîi^^A-io3.a^d^- 
loott         *  '  5  a       loou  5  a 

Cela  posé,,  si  on  fait 

W:rzE"f->E^^g4-E^"Ç— E"e-~EM4-E°m 

nàt    '  ndt  n  dt    ^  ndt    ^         ndt  ndt 


L  I  V  R  E    V,    C  H  A  p.    VI.  371 

on  aura  XXXIII.  u'"  1=  Wa'  sin  v}/  -]-  W'a  cos  v|/ , 

W  étant  ce  que  devient  W,  si  l'on  change  f,  9,  etc.  en  f,  etc.  9f,  en  —  9f, 
et  38 f  en  33f,  etc. 

§.  207.   La  valeur  précédente  de  w'"  donne,   en  négligeant  les  termes 
inconsidérables, 

En  ajoutant  cela  avec  (2)  4- (4)  ~|- (6)   (§.   206.),   et  faisant 

on  aura  XXXIV.  W  —  Z  a'  cos  v|^  —  Z'a'  sin  vp  , 

71  étant  ce  que  devient  Z  par  la  permutation  précédente*   Or  les  valeurs  de 

{2)  (4)  (6}  et  ^-  donnent 

F'^  —  — -  P"^  '^  (P^t_^  Q")^^f  E»^  —  IP^^), 

et  ainsi  du  reste.     En   substituant  donc  les  valeurs  précédentes  de  P"  ,  Q", 
«le.  .(§  201.},  deE",'^'^  etc.  f§.  206),  et  ^1=0,01 3466,  X— 0,4026933  on  trouvera 

F"'zz33o4i2.A^^''+i588o3,G — — +20785.a^— ^726. «^ «4 

da  '  ^a=  ^  ^  c^  4  ^a^  ^ 

F"  =îo8o82.A^-''+  55ioq.« ■+  liSS.a^—- ^240.0-' a^ 

F^    ziz  5825  .  a  a  "r^-'  -f-  802  ,  a^a    -^ a^  a   -^r—o— <• 

F°    nzSd.^.aa  M^^^  -j-^QO  .  a- a' a^ a    —l 

'  d  a  4  d  a^     > 

—    zi:  15739.  A'^^ -f    7i55,rt— 1.0735.0^^^ ^30.^23 

1000  '    "^  '       '  c'a        '    •^'  à  a^        '      ^  à  a^   * 
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^- =  49^.04.  A^4)_|.  ^,701. a -^   +    3o4î.a    _^^-^  +  ii6,5.a3_-, 

i--  =.49949  •  A^^^4-  ^38iD..  -^    +  ^^^^,a-  -^-  i-  xi6  .  «3  -^-^, 

-:^- —  16111  .A^'^  4-    8270. a— h    logS.a^-— --+    38,6  .  a-^  — --— 

-/_^868.aa'5t^4)_^i22.«V^-,     — -  =  i24o.aa'Sl^^>4^i2i  .aV -!" -: 
1000 —  .       -i.      -r  ^^    j     1000  ^  da    ^ 

-^I-  =5485,..AC4>  +  a536,,.a  ^'  +34..5.«^  11^  +.3,3.a3  ?;4:f  . 
_^—  =::5568,3.A^3)4_  ,66i,i  .a  ^-  +355,i  .«=  ^4-"^—  +  i3,3.a3  ?1^^ 

-^—  — 1796,1. A^^^4-   94  ■«  -j—  + 122,9. a^  "t;;^- "^ 4,4 .  «^  -ïï^3-> 

2000000  '«^   '  o»  a  a  a"*  o a" 

_iL'_  — g6,8WSt^4^+i3,7.aV  ^-,  _^!_  — i38,3.aam^3)_]_i'J,6.aV^-. 
ïoooooo  a  a       loooooo  aa 

§.   208.      Nous    avons    maintenant    trouvé     les   grandes    inégalités    du 

rayon  vecteur  et  de  la  longitude  de  Jupiter  et  de  Saturne,   m' ^ r-zz.m' au"\ 

m^  r  ':^  m  ci  u"  ^  en  parties  de  la  distance  moyenne  a  ou  a',  et  m'^vzn- -' 

m  ô"  v'  -zz.  —  r,  ^   6n  secondes  d'un  degré  :   savoir 

sin  r  ' 

XXVIII  S.  202.)....."/5r— — m'û^{Xsin(5-fc»— 2f^)-}-X'cosC5'b  — 2Î^)}, 

XXIX  (§.  2o3.) m'ô^î;=z~^^,{Ycos(5t)  — 2Î3^)  — Y'sinCS;^  — 23^)}, 

XXXIII  (§.  2û6.j  .....  inlr'  —   m  a'^  {Wsin(5 1^  —  2  2^)4-Wcos(5-5  —  2  3^,}  , 
XXXIV(§.  207.)-...môi;'—  ^,  {Z  cos(5:5 —2  3^)  — Z'  sin  (5-J>  —  2  13^)f,- 


les  lettres  sans  trait  se  rapportant  à  Jupiter,  et  celles  marquées  d'un  trait 
à  Saturne.  Les  coefficiens  X,  Y,  etc.  sont  fonctions  des  élémens  qui  déter- 
minent les  plans  et  les  ellipses  des  deux  orbites.  Or  ces  èlcmens  étant 
variables,  on  demandera,  quelles  valeurs  il  faut  leur  attribuer j  et  il  est 
visible  qu'il  faut  substituer  dans  les  coefficiens  X,  etc.  les  valeurs  que  les 
élémens,  ou  plutôt  leurs  fonctions  f,  g,  etc.  auront  à  l'époque,  pour  laquelle 
Où  se  propose  de  calculei-   la  grande   inégalité:    cette   substitution    a^ant   été 
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faite,  les  équations  précédentes  n'auront  besoin  d'aucune  correcti''on.  Mais  la 
grande  inégalilé  étant  ordinairement  employée  comme  une  correction  de  la 
longitude  moyenne,  on  fera  mieux  de  suivre  l'usage  adopté  dans  l'astronomie, 
c'est-à-dire  de  partir  d'une  époque  fixe,  et  de  corriger  les  élémens  qui 
répondent  à  cette  époque,  par  la  variation  séculaire.  Soient  donc  'X,  X,  les 
valeurs  d'un  coefficient,  qui  répondent  à  l'époque  d'où  l'on  part,  par  ex. 
l'an  1800,  et  à  l'époque  pour  laquelle  on  cherche  la  grande  inégalité,  et 
désignons  par  t  le  nombre  d'années,  écoulées  depuis  la  première  époque 
jusqu'à  la  seconde.     Cela   posé  on   aura 

Or  'X  étant  i=C^f--c^   ^^'       ^  ^^^^q,^\.  (§.  202.),   il  viendra 

les  rapports   différentiels  étamt  donnés  par  les  formules  (§.  2o3.), 

^^ ndt  629,691       ''     ^^^ n^dt^  70143       • 

Il   en   est  de  même  des  autres  coefficiens  différentiels  — ,  etc.  On  aura  donc 

nSt 

(3) Xz:Gl-C^^'g+G"'^-C"f— C^ï+C^m— c^— +c^"^-c"^-^-^-c"  — 
n3ï■  ndt  ndt  ndt 

^c'  ^'  — c°  —  — 'V^  —  ^  +7^^  — -^  -7'  ' '  iil-  4-7"  -^1  ^y-  i^I  _7«  11^ 
ndt  ndt  n'^dt^  n^àt^  n^'dt^  n^dt''  ndt^  n^dt'' 

rr^— L_ri^— ^J  pi" -?A      r"   ^^       ri    ^^     1  ro  ^^^ 

4-'ntY    ^^^  «at^  ndt~'^      ^dl~^    nTt^^    ^t 

'     /^c^  1,^t1  _Lc^v  ^ô^         rii  11}^    ,     IX  i^L    I     X   ni'         o  iim'j 
^  Ti=af=    *  n'dt''  n^dt^'^       n=»d/2~f-^    n^dt^"^    n^dt- 

_l_^  .2  ^çv  ±lj_  ^.rivlf'i    ,  nui  11^      pxi   ^^l^r^   ^^^     ,  po  ^^«»> 

(4) Y-Dl-D-9+cet.-cf^  il  +cf-  i^^  -cet.-ô-  4|-,  +0^^  --  -cet 

ndt  ndt  n^dt^  n^dt^ 

^        l        ndt  ndt  n^dt^^         n=  ^  t«        ^    \ 


4--^' 
2 


D^  l-^-L  —  D^^  — -i-  -1-  cet  ? 
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0) W~El-E-g+cet.-e^  IL  w^  if  -cet.-.-  ~^^^  +a-  ±l\  -cet. 

-|-72/-<  E   -- -^  — E^  -—-  +ce{. — e  -— ^--+Get.  >Jf-  —  i^  <E^  -^ — cet.+E"  — ^-  ->  , 

(6) Zz=:Ff-F^^9  +  cet.~p?i.-^f^^-8'_ceL-(p^^^4  +  4^'"^^^ 

4-  7z  /  <  t    — -  —  cet.  —  f — U  cet.  >  -h  —  r  <  F — ■  cet.  -4-  F°  — :r—  >  . 

Ces  ibimules  donneront  en  même  tems  les  coefficiens  X',  Y',  W^,  Z",  si 
l'on  met  f,  g',  etc.  à  la  place  de  f,  g,  etc.  et  réciproquement,  en  cliangeanî 
le  signe  des  difTérentielles  premières  — -  ,  etc.  Les  inégalités  les  plus  con- 
sidérables  d'un  ordre  inférieur  auront  aussi  besoin  <i'une  pareille  eorrectionj 
nous   l'indiquerons,   en  développant   le  calcul  numérique. 

Les  équations  XXVIII,   etc.  pourront  être  mises  sous  la  forme  suivante, 

m'  ô'rn:  ■ —  m'  a^  P  cos  (^i'  —  p),     m'  S v  zz Q  sin  (v{/  —  o),   etc. 

En  effet  il  en  suit  Psin/?=:X,  Pcos;7=zX',   Qsin<7=zY,   QcosçczY'',,    partant 

tangp  =  |,,    ,tangv  =  |-,,     P  —  V  (X^  +  X'^) ,     Q  :=r  V  (Y^-^  Y'^). 

On  aura  donc 


i'  ô-rri:  — ,m^«^.y  (X«4-X'^)  cos  (y  —  Arc  tang  ^\ 

\  j 

'"''  ^^  =  ;i^--  "^  (Y-  +  Y'^)  sln  \^  -  Arc  tang  -,j, 
ô-  r'  =  m  a'^  .  V  (W^  -f-  W^j  cos  U  —  Arc  tang  ^^  ,, 

0-1;':=:  —  ^, ,.  V  (Z^  +  Z'^)  sin  U  -  Arc  tang  ^- ^; 
sin  i'  ^  V  Z  y^ 

les  coafficiens  X,   Y,  etc.  étant  donnés  par  les  équations  (3)   (4)  (5)    (6;. 
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CHAPITRE      VI I. 


C  a  ï  c  u  l     n  u  m  è  r  i  q  u  e. 


§..  209.  X^ous  négligerons  dans  le  développement  des  inégalités  pério- 
dtques,  celles  qui  sont  au-dessous  d'une  seconde;  mais  les  inégalités  séculaires,^ 
quand  même  elles  ne  monteraient  qu'à  la  centième  partie  d'une  seconde, 
ne  devront  pas  être  négligées,  pareequ'au  bout  de  quelques  siècles  elles  de- 
viendront sensibles.  Les  masses  de  plusieurs-  planètes  n'étant  pas  bien  con- 
nues, il  est  nécessaire  d'exprimer  séparément  les  perturbations  dues  à  l'action 
de  chaque  planète,  afin  qu'on  puisse  les  corriger ,  à  proportion  de  la  masse, 
quand  elle  sera  mieux  connue.  Nous  avons  réduit  en  tables  le  calcul  des 
perturbations  de  chaque  planète,  en  employant  les  mêmes  désignalions  que 
dans  les  Chapitres  précédens.  Les  quantités  qui  serviront  de  base  au  calcul 
des  perturbations,  et  qui  ont  été  développées  précédemment,  sont  les  suivantes? 

azz^,     b^'\  b^'\  b^'\  c^^V  ciA.^'\  ^^5t^^)  (§.   171..  T32,),. 

-:r — .     ,, -,     -— ,      etc.   a ■.     a^   — :r — ,    ctc.    (%.   I73.)« 

Toutes  ces  quantités  sont  fonctions  des  éiémens  des  orbites,  que  la  Table  L 
présente  pour  l'époque  du  commencement  du  siècle  présent  ou  de  l'an  1801, 
tels;  qu'on  les  a  trouvés  dans  cet  ouvrage»  Il  faut  cependant  en  excepter 
les  moyens  mouvemens  et  les  moyennes  distances,,  pour  lesquels  on  trou- 
vera dans  la  Table  I.  les  valeurs  employées  dans  la  Mécanique  Céleste;  ce 
qui  donne  aussi  les  mêmes  valeurs  des  coefficiens  Z^C*),  c^'^,  ak^*  ,  a^  2t^'\  et 
de  leurs  rapports  différentiels.  Nous  avons  cru  devoir  adopter  les:  mêmes 
valeurs,  pour  faciliter  la.  comparaison  de  notre  calcul  avec;  les  résultats  que; 
donne  l'ouvrage  cité.. 
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Elémens    de    toutes    les    Planètes, 


Masssa 

par  rap- 

port au 

soleil 

è 

zz.  m 

I 

19604. 

^ 

I 
3554/J8 

9/. 

I 

1067,09 

^ 

I 

2610000 

t 

I 

554790 

? 

I 

367440 

^ 

I 

202Ô810 

Demi-grano 


axe 


ig,i833o5 
9,537871 

5, "201 3664 
1,5236935 

1,000000 

0,7^33323 
0,3870981 


Moy.  moup 
sidér.danslt 
luart  a'un  ai 

N 

""4 


3856",2 

10999 '2 

27014'  ,1 

172262''', 8 

32399^,3 

526660^^4 

1 345254^,2 


Excen- 
tricité 

=  7 


0,0466703 
o,o56i6o3 
o  0481 784 
0,(931 340 
,016779.'^ 
,oc6853t- 
;>,2o55i49 


Périhélie 


zz  w 


o<'46'.25 
2.   29.  38. 


5\l7°.2l'.42'' 

2.  29.    8.  09. 

j.  II.   8.35. 

11.2.  24.  24. 

>.     9. 3o.    5.    o.     o.     o 

4.     8.37.    I.   3.   23.  35 

i.  14. 21. 47'    7'     o.     o 


Incli- 
naison 


r.    i\5.  52 


I.    5i.     0 


JS'oeud 
ascendant 


>/.I2=.5l'.l4". 

3.  21.  55.  4;, 
3.  8.  25.  34. 
1. 18.     I.  ^i. 

1.  14.  52.  4- 
I.  i5.  57.  3i 


§.    210.    Les    inégalités    séculaires    sont    données    par    les    l'équations 

XIV XVII  (§.   i85.  187.),  dont  les  deux  dernières  peuvent  être  mises  sous^ 

une  forme  plus  simple.     On   trouvera  par  ce  qui    précède, 

2aA^'^-2«^-. «3  -^2aZ.^'^-H2a^-— +a3  (§.1  71  (i).§.  173  (12  ■.)=: 


da 


d  a' 


da 


da' 


fi^^f}i:^-^<i=;±t:ÛiZ  (§..,3.(,)(8))=aa(,+aV'-3aV"'(§.,,2.(3),  et 

^i  —  oc   j 


2a"  -— \-a 

On  aura  donc 


.2a'^ —-a 

B  a  d  a 


Qi-a-y 


XIV.  00:=:^  a^c^^>/sinCJ— JO,        XV.  Ô-J=:  -  a^c^'^iz-  cos(J  — J')  — ^  S 
4  V         /7  4  c^  y 

XVI.  ô  7  zz  ^  a  {2  (i  -i-  a")  c^^>  —  Sac^''^}  V  sin  (tâj'  —  W)  , 
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XVII.  ^«  =  ^  a^  c<->  —  I  a  {2  (i  -f-  a'»)  c^^>  —  3«c<»^}  ^'  COS  ^  —  w). 

Les  valeurs  numériques  des  quantités  précédentes,    relativement   à  Mercuretg^ 
sont  renfermées  dans  la  table  suivante. 

T  A  B  L  E    n. 

Inégalités  sécuîaîres  de  MERCURE,  dues  à  l*actîon  des  Planètes 


J-^J' 

f^énus 

La  Terre 

Mars 

Jupiter 

bat  urne 

Uranus 

-28^55V. 



-  2°.y.57". 

-52^28^3  . 

-65".58'.i6". 

-26\53'.43'. 

CO'-^îiC 

-I-54. 15.14. 

-f-25^8'.i8^ 

-  101.57.2^. 

—  63. i3, 1  2. 

-f-  14.47.12. 

-}- 92. 59.55. 

a 

0,535 1608 

0,3870981 

0, 254o53i 

0,0744^55 

o,o4o5855 

0,0201790 

^(0) 

2 , 1 ^  2  ï  yS 1 

i, 081980 

2, o335oo 

2,002776 

2,  ooo8ii3 

2,000182 

è^^> 

o,6o6i'jo52 

0.41  •  i4o 

0,  260462 

0,074581 

0, 040610 

0,0201 83 

c<^> 

q,2j4i54 

2,871833 

2, 322536 

2, 025i43 

2,007430 

2,00l8ll 

c^'> 

i,  0353-56 

ï , 576062 

;o,  863876 

0, 2236l3 

0,  122l33 

o,o6od8i 

ô-^ 

-  33529". 

0 

-87'',334 

-  3o'  ,59 

^io'S7  66 

-0",203 

ÔJ 

—  675173'' 

—  317702"' 

-  5528&'',5 

-i4B9',77 

-.23i'',54 

-29-,93 

J7 

4-4^79" 

-f  I074'^3 

—  2l52",6 

-6^717 

+  0",  97^"' 

-l-o",o36 

ÔID 

-f  ii548if" 

-j-  3o6562' 

-|-  772 25", 2 

4-i664",66 

-h266",99 

+  33"',!  94 

m  E  y 

—  o'',09i2:: 

© 

—  o'',ooot  3 

—0", 02867 

—  o",ooJo. 

—  o'',oooc.  1 

m  ô"  J 

~  i",8375i 

-  o'\89546 

-oV^iîS 

—1^396.0 

-  o",o655o 

—  0^,001 5 /i 

m' 5  y 

-ho",oii37 

4-  o'',oo3c3 

—  o",oooF2 

--o",oo63o 

4-  0"', 00006 

-f-  o'',ooooo 

/nSif 

4-3'V428s 

-h  o",864c7 

-f  0",0295t;, 

4-1  ",5  60  oc 

4-0^075^6 

-|-o'',ooi7c, 

Si  l'on  ajoute  ensemble   ies  valeurs  de  j7iS$,  etc.  tl-ues  aux  actions  des 
différentes  planètes,  on  trouvera  ce   qui  suit: 

Variation  annuelle   de  l'inclinaisan  de  Mcrcwe,   nïSOzi: — o'',i23oi; 
Mouvement  annuel  des  noeuds  relalwement   aux  étoiks  Jjxes,  m'^Jz—  —  4''>2'7% 
J^arlaiion   annuelle    de   l'excentricité ,    m  hy  zzi~\~  o",  007^34  z^  4-  o,ooooooo3558/ 
Mouvement  annuel  des   apsides  rclatirenicnt  aux   étoiles,   m'  Sw  zz:  -\-  b'',6ià'j5. 

§.  211.  Les   inégalités  périodiques,  indépendantes   des  excentricités,  et 
celles  qui  dépendent  de  leur  première  puissance,    sont  données  par  les  for- 
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înules  X' — XIII  (§•  182.  i83.\  Si  Ton  fait  -yHiv, ':^'^,  et  qu'on  mul- 
tiplie les  inégalilês  du  rayon  vecleur  par  1000000  ,  celles  de  la  longitude 
*ar    -At?    (§.  182.),  on  aura 

X.    m  awrzm'fl.  1000000  ]  -  —-—  -}-  ,-t— r r^-,.-^ — ^ — r-  (  2XoA"/-f  a^  -— —  ^5 

XII.     /7/aw'rr' 

—  m'a .  I oooooo-{M^^^7  cos  r/fi'—  (/ —  \)\i  —  to)  —  ]N ^'^7' cos  d^'  —  (i  —  i  p.  -—  to')}, 
XIII.  /«'U'=-/^/.2o6264^8{9}l<^>7sin(7>'-r/— ijfi— TO)-<n^'Vsin(/|A'-(/-i)/x-TO 

(^2/2_/_i')v2_4/(/— i)v-f  ï'(2/— 3) 
^;' +- 0  V  —  ï}  i^  —  0  V  —  ' }  ^^i' —  2)  V  —  i> 

A'^^;„5U"— /(2/+  Ov-f/2           „aAO")                     Xvû^  39AÎ' 

•4-  i J. 'X  V  a" -I r -,        :.    a      • 

^  |- ;4_  I  )v-/|{  /—  i  )v--/}^(/— 2;V— /}  àd       ^   2  z  |(z  —  2}  V  -  Z  }  d  a^ 


^  ~"2{0'— 0'-^}  K^~23v^ï}  ""      ilCz— l)v— f}  {(f— 2)V_Z 


9  A(»— »> 


-/}  à  a, 

-J . — . 

2  z  {  (f  —  2)  V  —  %}  d  a^ 

■{('■ -f  0  V  —  ^}  K^— I)  V  — /f -{('■  — 2)  ^  - '} 
(/—  1)  (p-t-  4«+  ^)  v^— (3/3_}-6r—  1  o/-)- 1 2)v=-!-3/(/-f  2X/— i)v— ï3  ^  ^(i) 


X  y"  g'' 93  AC^') 

"•    i  {{i  —  0  V  —  z  j  {  (i  —  23  V  —  /}      ôa^   ^ 
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(î —  1)  (2.1 —  1)^  [i —  2  -f-r  )v"  —  2  (/ —  1)  v  -\-i> 
î«^^'>  =  - il -IS J-ll .J^ _I_i  .  ,^^  ,  c._o 

-|-, ^-^ i— . .  Xva" 

2{(i — i)v — iP-i'i — 2)v  —  1}  àa. 

. Xv^a=^ d  d  A(ï"-0 

"r   i  ||;_  1)  V  _  i}  .  {{i  _  2)  V  —7}  da2        • 

îi  faut  observer  que,  darxS  les  formules  XH,  XIII,  /  s'étend  à  tous  les  nom- 
bres entiers,  soit  positifs,  soit  négatifs,  mais  dans  les  formules  X,  Xï  seu- 
lement aux  nombres  positifs,  parceque  nous  les  avons  multipliées  par  2  (§.  182.), 
Les  seules  planètes  qui  puissent  produire  des  dérangemens  sensibles 
du  mouvement  de  Mercure,  sont  Vénus  et  Jupiter^  et  nous  nous  sommes 
assurés  par  le  calcul,  que  l'action  de  Vénus  n'est  sensible  que  dans  les  ter- 
mes de  u  et  U,  qui  dépendent  de  /  =:  i  et  izzi^,  et  dans  ceux  de  u,  U' 
qui  dépendent  de  M^-^^^)^  m^-^''\  9)i^-^3).  et  que  l'action  de  Jupiter  n'est 
sensible  que  dans  les  termes  M^"*~'%  d)l^~^^\  ^^'^^\  Si  l'on  fait  donc 
pour  abréger, 

-^ . llJ—'na)     _J ^^    >-    ^a^ 

de  sorte  que 

m  au—  m' a  .  1 000000  ^  -  — --  -j-  B^^^  cos  /  (|4,'  —  jut.)}, 

m'  V~m'  .  206264^,8  .  C^^^  sin  /  (u'  —  ,;.;, 
on  n'a   qu'à  chercher  les  coefEciens  B^'\  B^^\-  C^'\  C^^\  M^^)    gjjCa)    çjjjCj) 
relativement  à  l'action  de  Vénus,   et  M^=\   ÎOl^^\  9Î^'\  relativement  à  l'action 
de  Jupiter.     Pour   cet    effet  nous  aurons    besoin,    outre   les  quantités  renfer- 
mées dans  la  Table  II,  de  celles  qu'on   trouvera  dans  la  Table  IIL 
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TABLE     III. 

Inégalités  périodiques   de  Mercure^    dues  aux  actions   de    Vénus  et  de  Jupiter. 


V 

X 

3(3) 


da 

8  6"* 

âct 

3Z)^=* 

da. 

d¥^' 

da 

d  a  h'°' 

da^ 

d  a  b"' 

da^ 

ddb'''' 

V     ao= 

a  A<^) 

f  a  A^^5 
aA^3) 


Vénus 


2,554311 
1,643372 
o,o46588 
0,1 10766 

0,780206 
1,457891 
1,070071 
0,691487 

3,395022 
3,381072 

—  0,037753 
— -  0,1 31961 

—  0,059278 


Jupiter 


49,261273 

1,020725 
o, 004164 

0,074891 


0,11  i38o 

1,018876 
1,4997^0 

—0,149057 
— G,ooo3io 


a  a 
a  A^»^ 

dA'^ 
a  a 

a  A"* 

d  a 

a  aA^o' 


Vén 


aa= 
a  aA«* 


aa^ 
j  aaA' 

9}îC3) 


—  0,223448 

—  o,i3ii38 

—  o,3c6464 

—  0,198039 

—  0,520346 

—  0,518208 

0,4082 

—  1,5377 
1,2292 

—  2,7077 

6,4662 
36, 4o55 
i5,2556 


Jupiter 


—  o,ooc4i^ 

—  0,000617 

O,O0c42O 

—  0,000618 


0,39478 

0,82064 

0,061  21 


On  en  tirera,  par  les  formules  X  — Xliï,  ce  qui  suit; 
In^a/lté  du  rayon  vecteur  de  Mercure  m 
»©,o4+o,43.cofi($  — $)  — i,62.cos2($  — ^)— i,4o.cos  (3$— a^—îo) 

—  2,95  .  eos  (2  2^  —  5  —  îb). 
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Inêàaïîté  de  la  longitude  de  Mercure  zz 

©",69  .  sin  (  $  -  ^  )  —  i'',52  ,  sin  2  (  £  —  ?  )  —  4'',  so  .  sin  (2  $  —  ^  —  vs) 
—  r',76.sin(3$  — 2^  —  ts)  —  3',26.sin  (■>!>  —  »  —  rc)  — o",57  .sin(f^— cj'); 
^  ,    Ç  ,    ^  ,  étant  les  moyennes  longitudes  héliocenliiques  de  ces  trois  pla- 
nètes,   vs,  w',   les  longiîudes   des  périhélies  de  Mercure  et   de  Jupiter. 
§.  212.  On  trouvera  par  le   même  procédé  ce  qui  suit: 


TABLE     IV. 

JnégaUtés  séculaires  de  VENUS  dues  aux  actions  des  Planètes 


J— J' 

Mercure 

La   Terre 

Mars 

Jupiter 

Saturne 

Vranus 

+  28°.55'.9^ 



+  .i6^5l/l2' 

-23='.32'.54 

-if:i'.i. 

f  2°.l'.26". 

55' — TO 

-54.15.74. 

-29^6.50". 

- 156.12.37. 

- 1 17.28.26. 

—  3^9.28.2. 

f38.44.4i. 

a 

i,e686o2 

0,723332 

0,474723 

0,139071 

0,075838 

0,037706 

^(0) 

1  i6>46o 

,^3^6343 

2,129668 

2,009778 

2,002886 

2,000712 

z>^') 

0,324149 

0,942413 

0,52162.4 

0,1 4009  i 

0,076002 

0,0^7725 

0^°^ 

0,645892 

9-99^3'9 

3,523572 

2,089706 

2,026116 

2,00641 3 

c^^> 

0.465224, 

8,871894 

2,3o448i 

0,432801 

0,2'.  9988 

0,113428 

Ô-Ô 

+- 50796^,5 

0 

+  399o",64 

-4o^4i38 

-i8",28i9 

+-o",o4o5oc 

ÔJ 

+  695274^,4 

-2444684' 

-  140377"'^ 

-2844^,47 

-288'',2i5 

-65",59943 

Ô7 

-91681",! 

-16621" 

-  5912^,62 

-  32^,8027 

-2",35594 

+■0",  11 8678 

ô"  ro 

-8774061" 

—  19^^991^" 

-f-  223o648" 

+-6897 ',5 1 

+■279",!  12 

^- 63^34833 

m'  ^5 

-f-o'',o25o75 

0 

+  o"',ooi529 

-  o'',o3787 

-o",oo5i73 

f  0", 000002 

m'JJ 

-f-o",3432o^ 

-6^890610 

-o'',o5386i 

-  2^,665634 

-o",o8i553 

-  o'',oo336j 

/72'Ô"7 

-  0^,045257 

-  0  ',oii6846 

-  0^,00226: 

-  o",o3o74 

-  0^,000667 

+-  o'',ocooc6 

m'Jto  -4^331187 

-5",3833o5-+-o",854654 

^  6",46385c 

4-0^,078977 

-i-o",oo324c 

Vatiation  annuelle  de  î inclinaison  de   Vénus  z=  —  o''',oi644; 
Moui>ement  dés  noeuds  par  rapport  mix  étoiles  Jixes  "^  —  9'',35i7i^ 
I^ariatidh  de  texcenfriciié   zz; —  ô",  12077  —  •""  0,00000060975 5 
Mouvement  déS  apsides  par  rapport  àûx  étoiles  :iz  —  2^,3 1371, 
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§.  21 3.  Les  inégalités  périodiques  de  Vénus  sont  dues  principalement 
aux  actions  de  la  Terre  et  de  Jupiter:  les  termes  les  plus  sensibles  des 
premières  sont  ceux  qui  dépendent  des  coefficiens  B^'\  B^^\  B^^\  B^+\ 
CCO^  Q(2)^  ç^i3\  c^^)^  M^-^^\  N^-^3),  ]N^-^^\  m^^^\  OÎ^-^3),  01^-^-4),  5«C-f-5). 
les  perturbations  les  plus  considérables  de  Jupiter  dépendent  de  B^^\  B^"\ 
C^'\  C^'\  ^^'^'\     On  trouvera  pour  l'action   de   la  Terre: 

V  izz  î,   625593;   X  iz:  3,598662;  d"^^  zr.  o,5Q.j58g;  b^^^  zz.o,3i335q; 

Z'^'^''zz:o,2c68i  j;b^^^z:zo,i356\6;— — zi, 648709;  — — zira, 272414? "3 — ^^^i^^l)']']} 

^^ -9,1074;  ^^z=8,634o33B<'>-T.7462;B^^'-7,5i93;B(3)-_6,3862> 

B^+>— — i,io36;  C^^^=9,684;  C^^'^— 18,2503  Q^^^zn— 11,5^3;  C^^)— _,^6857  ; 

M^^'^  1=175,1 523;  ]N^3)  — 44,^237;  IS^^^zz  98,8015;  931^3) --35g,3o8; 

9Î^3)  --  453,044;  01^4)  —  89,011  ;  9^^^^  —  208,767  ; 

el  pour  l'action   de  Jupiter , 

v  =  ]9,28i63;   X=i,o547;  Z'*^^^=r  o,oi4623; —- =0,14216;  —— =z:r, 022206; 

i^-z=o,2i2o46;  ^-=11,067532;    B^'^=zo,oo72i5;     B^^^  =:  —  o,oo3232; 

C^^^  =  o,oi5c6i;   C*^'^  =  -0,00454;  0^^^-+-^^  =  — 0,161829; 
d'où   Ton  a  conclu 

l'inégalité   du   rayon   i^ecfeiir  de  Vénus  ziz 

—  0,6  +  3,56.  cosrè  —  $)4- i5,33cos2(è-- $)—i3,o2.cos3($—Ç) 
— 2,25.cos4($-$)-|-i,53.cos(3$  —  2$  —  to')  — -  i,o5.cos(5$  —4$  —  w) 
-|-3,38-.cos(5$  —4$  —  •c3')  +  4.89-t;os(qi—  $)  — 2,19.003  2  (q^  —  Ç), 
rinégalité   de   la   longitude  de   Vénus  =: 
5^63.sin(  S  —  ?  )+i  o'^6I  .sj|2(  $  -  $  )— 6",74.sin3(  $  -  $  )— o'',98.sin4C  J  —  $  ) 
—  1^43 . sin  (3  $  -^  -^)  +  4",42  .  sin  (3  è  —  2  $  —  vi') 
-j-  0^,87  .  sin  (4  J  _  3  $  —  îoO  +  2^^o4.sin  (5  $  —  4  $  —  to') 
-f  2",9i  .  sin  (Î3^  —  $  )  —  o",88  .  sin  2  (1^  —  $  )  —  i",5i  .  sin  {9/.  —  w')-, 
v5  et  îo'  étant  les  périhélies  des  planètes  troublée  et  perturbatrice. 
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§,  2î4-  Le  plan  de  l'orbile  de  la  terre  est  déplacé  par  l'action  des 
planètes,  aussi  bien  que  les  autres  orbites.  Mais  comme  les  astronomes 
rapportent  à  ce  plan  tous  les  autres,  il  est  impossible  qu'il  soit  en  mouve- 
ment, sans  que  les  noeuds  et  l'inclinaison  de  chaque  autre  planète  relative- 
ment à  ce  plan  soient  changés:  d'où  il  naîtra  un  mouvement  apparent  des 
orbites  planétaires  et  des  étoiles  même,  dont  il  sera  parlé  dans  le  §.  suivant. 
Le  2^raj.  mouvement  de  l'orbe  terrestre,  dû  à  l'action  d'une  planète  m'  con- 
siste dans  une  rétrogradation  de  la  commune  section  des  deux  plans,  tandis 
que  leur  inclinaison  mutuelle  n'est  point  altérée,  ainsi  qu'on  l'a  vu  (§.  i85.). 
Pour  déterminer  ce  mouvement,  on  peut  prendre  pour  base  le  plan  qui 
coïncidait  avec  l'orbite  de  la  terre  à  une  certaine  époque,  et  qu'on  appelle 
écltptîgue  fixe;  l'édiptiquc  {'raie  étant  le  plan  que  l'orbe  terrestre,  déplacé  par 
l'action  des  planètes,  occupe  dajis  chaque  instant.  La  variation  des  noeuds 
et  de  l'inclinaison  de  l'écliptique  vraie  relativement  à  l'écliptique  fixe  est  le 
vrai  mouvement  de  l'orbite  de  la  terre,  qu'on  trouvera  facilement  par  l'action 
de  chaque  planète  sur  la  terre;  et  il  est  aisé  de  voir,  que  le  mouvement 
apparent  des  planètes  relativement  à  l'écliptique  fixe  est  nul.  On  peut 
aussi  prendre  pour  base  l'écliptique  vraie;  et  c'est  ce  que  nous  ferons,  en 
regardant  le  mouvement  des  noeuds  de  l'orbe  terrestre  sur  l'orbite  de  la 
planète  m',  comme  un  mouvement  des  noeuds  de  cette  planète  sur  l'écli* 
ptique;  de  sorte  que  le  vrai  mouvement  de  l'orbe  terrestre  consistera  dans 
une  rétrogradation  des  noeuds  de  chaque  planète,  due  à  l'action  de  cette  pla- 
nète   même  sur  la  terre.     On   a  vu   [g.   i85.)  que  celle  rétrogradation  est  de 

--m't^a'  91^'^  par  an;   et   nous  allons  la  calculer.     La  variation  de    l'excen- 

4 

iricité    et   des   apsides  de  la  terre  est  donnée  par  les  mêmes  formuler,  que 

<eeUe  des  autres  planètes. 


a§4 
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TABLE     V. 

Inégalités  séculaires  de  la   TERRE,   dues  à  faction  des  Planètes 


m'-XK 

Mercure 

f^énus 

Mars 

Jupiter 

Saturne 

llranus 

-23  =.8'.  18". 

-f-^9^6.56^ 

-I27°.5'.4l^ 

-88°.2i'.Jo"- 

-I0».2l'.6". 

+67».5i'.:;7". 

a 

^,583324 

1,38490 

o,6J63oo 

0,192265 

0, 1 04845 

0,o52?29 

^(o) 

o,8o593i 

1,726119. 

2,091132 

2,oi8885 

2,oo5535 

2,ooi355 

è^^^ 

OjiSgiSa 

0.68 1678 

0, 804553 

o,î95oo3 

0,10X283 

0, 052182 

C<°> 

o,i6658o 

3,78)721 

6,856336 

2,1764^:0 

2,o5o32i 

2,01  2 '.75 

c<'^ 

0,0914.9 

3,357607 

5,727893 

0,619  6) 

0,32  1 144 

0,157185 

6  3 

-.97666' 

-2079177" 

-799350'' 

-74o9",68 

-1 1 43^,76 

-i38",389 

Ô-7 

-8i86",22 

+  5773',io 

-4  662',! 

-86",6J77 

-,",52549 

+  0^,389279 

ô"  te 

-841996'' 

+  .46 '4^*" 

+2857026" 

+7  26 1^,70 

4-646",o5  j 

+  128", 95,03 

m'ôJ' 

-t)\o97^74 

-5S6'8549 

-o",3o6:i64 

-6",9438.9 

-o',32.'i637 

-  0^,00709 . 

m' S 'y 

-o",oo4o4» 

+o",oi57i'> 

-o".o  17495 

-0'  ,081 19 

-0",0004-2 

+  o",0000  2<) 

m'ôtD 

-o",4'56:4+3-.97734, 

+i",094646 

+6",8o5.43 

+  0",  1828;  6 

+  0  ',0066  i 

y^ariation  annuelle  de  Cexcentricilé  de  la  Terre  'ZZ.—o'\o%'^^^qzz. — o,ooooo(j4i9o3; 

Mouvement  des  apsides  relativement  aux  étoiles  Jîxes  zz-j-  1 1 ",65 091 3. 

§.  21 5.  La  rétrogradation  des  noeuds,  m'SJ'  ÇTab..  /^.),  d'une  planète 
m',  due  à  sa  propre  action  sur  la  terre,  n'est  qu'un  mouvemer;t  apparent  de 
l'orbite  de  cette  planète;  et  il  résulte  de  la  même  action  un  mouvement 
apparent  de  l'orbite  de  chaque  autre  planète  m,  que  nous  désignerons  par 
m'Avj  et  m'AJ.  On  a  vu  que  l'action  de  m*  n'altère  point  l'inclinaison  V 
du  plan  de  l'orbite  de  m'  relativement  à  l'écliptique  et  aux  plans  des  autres 
orbites.  En  nommant  donc  a  l'angle  formé  par  les  plans  des  orbites  m'  et 
m,  on  a  m'ôVnio,  et  le  problème  est  de  déduire  de  m'ôJ'  {Tab.  f^.)  les 
variations  m' A  y)  et  m'AJ,  en  regardant  V  et  a  comme  conslans. 

Soit  {^Fig.  4».)  VNG  l'écliptique,  v'N'J  l'orbite  de  la  planète 
perturbatrice  m' ,  vNJ  celle  d'une  autre  planète  m.  Supposons  qu'en  vertu 
de  l'action  de  m' ,  l'écliptique  ait  pris  la  position  YvG,  et  appelons  la 
jitade    des    noeuds    ascendans   àes    planètes    m   et   m',  J  et  J',   leurs  in- 
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clinaîsons  sur  récllptique,  y\,  r{,  les  tangentes  de  ces  inclinaisons,  ^,  $\  l'angle 
que  font  entre  eux  les  deux  plans,  a,  la  distance  de  leur  commune  section 
au   noeud  de   m^^(p:   cela  posé  on  aura 

lNC=zri,lWC=zyi\  N'N  =:  J  —  J'  =  /,  N  IN'  z=  a,  N'î'=  (p. 

Le  noeud  de  m'  a  rétrogradé  sur  son  orbite  du  petit  arc  N'v'zz:8(p,   et  sur 

l'éclip'ique    de    l'arc    W n  ziz  771' è' 3 ' ,    ^' n    étant   perpenoiculaire    à  Fécliptique. 

'  an?  IN  '  m' 
Or  on   a  dans   le  petit  triangle  N'w'v',    tang  N'v':zi ■,    d'où    Ton    tire 

'  cos  W     . 

a(|)— , 

cos  ij 

Le  îriangle  NIN'  fournit   les-  équations, 

/    >  •  ^^"  73  sin  f  -  /  •  •        /•  ^ 

(!> sin.  a  zz:  — r — ~,    l'i} cos 'jt  zz:  cos  a  cos  ■)!  —  sm  a  sm.ri  cos  0, 

^  fin  cp     '     '^    ^  '  -r  ? 

(ô)  .,...  tang  $  iz;  ^ ,-t -„ 

^    ^  °  ^  ((jcosz— ^Q  cos  7]' 

La   diilérentialion    des   deux   premières    donnera 

.  .  tgiÇdyiigt)—'ô.dt>)  ,-x  :,  5  (î)  sin  a  sin  0  sin  7î' 

Si   l'on  substitue  (3)   dans   (4),  et  (i)  dans  fS),   il  viendra 

(6)  .....  dz  =r ^-  <^  3yi — —^ — r V  ,  (•7) drizn — dCpsin^i  sinz, 

■  ^      c  sin  î  ) 

et   la  substitution  de  (7)  en   (6)  donnera 

,ox  ->  •  9$  fsinï)' cos  z  —  ^cosyi') 

En  mettant — ■ ,-    à   la  place   de  3(p  dans  les  équations  (7)  (8),    on  aura 

dy\  zzz  m  ^ y  .è' s'ini ,  dizzzm'^y  {-  cos/ — i  ), 

V^  y 

Mais   /  zz:  J — J',   3iizim'Aj  —  m'ôJ',   d  r\  zz.  m' ù.  y\  ^    partant 

(9) m'Ay]z=/7?'ô-J'.9'sin(J  — JO,    (ro) m' A  J  zi:  .-j/ôJ'  ^'""^  ^'^~-^. 

p 

On    multipliera   donc    les   valeurs   de   m'^i'   {Tab.   F.)    par  ô'  et  ensuite   par 
^sin  (J  —  J')  et  par  — -:   le  premier  produit  donnera  la  variation  de  l'incli- 
naison, le  second  donnera  celle  du  noeud  de  chaque  planète  m_,  qui  résultent 
de  l'action  de  la  planète  m'  sur  la  terre. 

Outre  ce  mouvement  apparent,  chaque  orbite  m  a  un  mouvement  réel^ 
du.    à   l'action   de   toutes   les   autres   planètes  m'  sur   la  planète  m,    qu'il  faut 

4g 
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ajouter  avec  le  mouvement  apparent,   pour  avoir  la  position  de  chaque  orbite 

relativement    à   l'écliptique   vraie:    nous  avons   donné    ce   mouvement  réel  de 

Mercure    et    de   Vénus    {Tah.  II.  IV.).     Les   corrections,    dues  au  mouvement 

réel,    donnent  ce  que  Lagrange  a  appelé  noeud  moyen  et  inclinaison  moyenne: 

la    combinaison    des    mouvemens    réel    et    apparent    donne   le   noeud   vrai  et 

l'inclinaison   vraie. 

Les    valeurs    de   w'ôJ'    (Tab.  V.),    et   les   élémens  J,  y\,    (Tab.  I.)   ont 

donné  par  les  formules  (9;  (10)   les  résultats  suivans. 

TABLE     VI. 

Inégalités  apparentes  de   chaque  planète,  dues  à  l'action  des 
autres    planètes    sur  la    Tetre. 


MERCURE    par   l'action    de                                                  | 

Venues 

Mars 

Jupiter 

Saturne 

Uranus 

AT) 

-f596.I^75 

+93o',7i^6 

+  i34-,9i 

+4^'^49«3 

-f-o'',^453i 

AJ 

— 878784'',6 

210l4l" 

-844^,094 

—  i63'',2o54 

—  13^5728 

/?'/  A  y\ 

-|-o^',  162235 

-|-o", 000357 

-|-o  ',1  •'.64-i8 

+  0^,0 12874 

4-  0'', 000043 

m'A  J 

— 2^^391642 

— o'',o8o5i4 

— o",79io'4 

-o'',o46746 

—  0''', 000696 

VENUS   par    r action    de                                                     | 

Mercure       \ 

Wlars 

Jupiter 

Saturne 

Uranus 

A  TJ 

— 1]736'',8 

— 11662   ,6 

-|-67''',96853 

-)-3o  V-'i^^ 

— u  ,06^994 

AJ 

—358309^ 

— 3885i3^6 

— 263o  44 

—  670  ,56i 

— ^i"4979 

m'  Ay\ 

— o",oo5794 

— o",oo4468 

-f-o  ,063695 

-r  o",oo849'', 

0    ,000000 

m  A  J 

— 0  ,176^72 

— o'',i4'^856 

2    ,4^^'  ^0 

—  0  ,1^9741 

0    ,00 '610 

Mars    par    r  action    <ie 

Mercure 

Vénus 

Jupiter 

Saturne 

Uranus 

AT) 

—874  ,î-9i 

-j-5  5  68  3  ,4 

-fi3i",o862 

+  44^7^-76 

+  0^7468 

aJ 

—  750919" 

— 340497 1 '^ 

— 3357    ,22 

_678'',38i6 

—  Sa  ,5o552 

m'  AT) 

— 0  ,0004^2 

-j-o  ,ial544 

-fo",12284S 

-\-o"  ,0126.  9 

-|-  0  ,oooo4<' 

7v'  A  J 

— 0'',. '706-6 

—  9^.2(^6740 

-3"  1 .16^45 

—  (    .1019  ■•- 

—  (     oo'^692 
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JUPITER    yD^r   racûon 

de 

Mercure 

T^énus 

Mars 
— 19894'',2 

Saturne 

Uranus 

AT] 

— 19246'',6 

— 49'>.5o'',3 

-f  11 '',63  2  2 

—  0  ,bij66 

Aj 

-6443  9" 

-4925047'' 

—  71722^  .5 

—  2111  ,02 

—  7  /,46i 

VI    A  7] 

— 0  .ooqSoi 

— o^i34o36 

— 0  ,0076*2 

1     'f      J 
-f-o  ,005291 

—  0  ',000041 

m   A  J 

— 0 '^,3 18089 

— 13  ,4o-68l 

—o'-,  s  7  47  98 

—  0  ,097iJd 

—  0  ,003766 

SATURNE    par  l'action   de 

Mercure 

Vénus 

Mars 

Jupiter 

Uranus 

AT] 

2>1D7    ,1 

—  74276^7 

—  2J1Î7  ,2 

—  09  ,72^2 

—  1^,17790 

aJ 

226909 

— 2268867 ' 

—  260747 

— -79-  ,'-7 

—  33  ,3071 

ni    A  7] 

. —  0", 01  0942 

— 0  ,202147 

-o'',oo8884 

—  0  ,03722'i 

—  o",oooo6' 

/7Z     A  J 

— 0   ,1  I2OC9 

— 6'^'',i475ci 

— oV999^J-^ 

—  3^559277 

—  0  ^ooi7.jN 

URANUS 

-par    Pacilon     de 

Mercure 

Vénus 

Mars 

Jupiter 

Saturne 

AT] 

— 1   979" 

-I-406J  ,53 

—  iu^4i",8 

'i-73"4339 

+  3i',4oi 

aJ 

^    ,        If 

— lOuJOOG 

—  912  =6  b'' 

-1735349'^ 

-11  64 ',9 

—  2o64'  ,0 

Vt     A  T) 

— o'',oo542o 

^-u  ,011848 

' — 0  ,oû4ij4 

-|-o'',o68r;i7 

-f  o'',oo8885 

7/'  A  J 

(/'.7'  12 

-2r,H3.4i7 

~-o",664'85 

~  i'V'',65o397 

—  0^^810395 

Si  l'on  ajouie  les  vd.cuis  jjieûeuenits  de  m  aJ  avec  le  mouvement 
des  noeuds  de  chaque  planète,,  qui  résulte  de  sa  propre  action  sur  la  terre, 
nt^i  {Tab.   V^,  on  aura   ce  qui   suii: 

Variation    apparente   de   l'inclinaison ,    pour    une    année: 
de    ^  =-ho'',3ci^,37^    Ç  =z:  +  o^',c6u.23;    .^  .— -[- o'^2He656; 
3^  ==  — o'',i479-9j   "tj  —  _-o",2  92(1;    ^  rr: -)- 0^(799761 
Mouvement  apparent  des  noeuds  relativement  aux  étoiles  Jîxes: 
de    ^  =  — 3",4o8i965    $——8,64069];    ^  zz:— ir,2H47i; 

1^=1 —  21 ',5458205  -fc)  — —  io^',>44ii5;    ê  =  — 37'',754477. 
§    216.  En    vertu  de  l'action    de  chaque    planète   m  sur  la  terre  ,    que 
BOUS  avons  développée  \^§.  2i4vj  ^e  pôle  de  l'écliptique  décrit  un  arc  de  cer- 
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de  mSJ  autour  du  pôle  de  Torbile  m,  d'où  il  résultera  nécessairement  une 
altération  de  la  position  du  pôle  de  réclipljque  relativement  à  celui  de  Té- 
quateur,  ainsi  que  de  la  distance  entre  ces  deux  pôles:  la  première  produira 
un  mouvement  des  points  équinoxiaux,  la  seconde  un  changement  de  l'obli- 
quité de  récliptique. 

Soient  {Fig.  43.)  E,  P,  L,  les  pôles  de  Tecliptique,  de  Téquateur  ,  et 
de  l'orbite  de  la  planète  7??^  dont  l'inclinaison  est  ELzz:?],  et  la  longitude  de 
son  noeud  ascendant  TNrzJ.  Si  Ton  nomme  l'obliquité  P  E  :iz  s  ,  l'angle 
ELV:=z(p,  l'arc  PL"  a,  on  aura  LEN  12:90°,  TEP  =  9o°,  LEP=i8o^  — J, 
et  le  triangle  ELP   fournira  les  équations, 

sin  £  sir  J  ^    .  .  .  ^ 

(1)  .  .  . , .  sin  a  zzr (2)  ....  .  cos  a  zzz  cos  e  cos  y]  —  sin  esinv)  cos  J,. 

^    ■'  s<n  (|) 

(3) sin  J  cot  (p  zn  cot  s  sin  n  -{-  cos  v)  cos  J, 

Comme  le  pôle  L  est  supposé  immobile,  tandis  que  le  pôle  E  tourne  autour 

de  lui,  sans  changer  sa  distance   EL^   les  arcs   et  et  n  sont  constans:    ainsi  la. 

différentiation  de  (i)  et  (aj  donnera 

(4)  . .  .  .  .  o  zn  3  £  cos  £  sin  J  -f-  3  J  sin  s  cos  J  —  d(p  sin  f  sin  J  cot  (p, 

(S) o  zz  3  £  (sin  £  cos  y\  -^  cos  £  sin  y\,  cos  J)  —  dJ  sin  e  sin  7}  sin  J. 

Or  l'accroissement    de  la  longitude    du  noeud  J  relativement  aux  étoiles  fixes 

est  3 cp  :zz  W7  ô"  J  j    et  si  l'on  nomme   AT  la   précession  des  points  équinoxiaux 

qui  en  résulte  ^    la  longitude  du  noeud  J  par  rapport  à  ces  points  croîtra  de 

l'arc  m 5- J  — AT:   d'où  l'on  tire 

(6)  .  ...  ,aJ  =:  m6J— AT,     et    d<p'^/?iSJ. 

Si    l'on  substitue    les  valeurs  (à)  et  (6)  dans    les  équations    (4)  et  (5)  ,    elles 

prendront  la  forme  -       " 

(4) 0  3=  de  cos  £  5in  J  -|-  wô  J|sin  s  cos  J  (1  —  cos  tj) —  cos  £  sin  ■/)}  —  AT  sin  s  cos  J^ 

(5) ozzidi  (sin  ecos>i-}-cos£sin7icosJ)-f-(AT  —  ;??  6J)sin  f  sinvisin  J. 

En  ajoutant   ensemble  ces  deux  équations  ,    après  avoir  multiplié  la  première 

■par  sin  v)  sin  J,  la  seconde  par  cos  J,  on  aura 

ozzds  (cos  H  sin  t]  -|-  sin  £  cos  ncos  J)  —  mSJ  sin  t)  sin  J  (cos  a  sin?}  -j-  sin  e  cos  TrjcosJX 

d'où  l'on  tirera  3  s  ou 

(y) AizumSJ  sin  y]  sin  J. 

Si  Fon  met  cela  à  la  place  de  de,  l'équation  (5)  deviendra 
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o  zn  m  ô  J  {cos  £  sin  y\  cos  J  — •  (i  —  cos  y\    sin  eJ-  -|-  A  V  sin  ej- 
d'où  l'on  conclura,  à  cause  de  cos  v)  zr:  i   à  fort  peu   près, 

(S) A  V  z=  —  m^i  col  £  sin  v)  cos  J. 

Si  l'on  désigne  les  masses  par  les  signes  des  planètes,  les  valeurs  précédentes 
de  7),  J,  ô  J  (Tab.  I.  V.)  donneront 

l'acci'oissement  annuel  de  l'obliquité   de  Vécliptique,    A  g  nz 

'      —  g  .  37316''—  $.  118796''—  cT  .  19184"— î3^  .  i68'>435 
—  "t)-46''>'<57  —  è  •  i",7fi54:î:  —  o'',5]  00255 
la  précession  annuelle  des  points  équinoxmux,    A  Y"  zz. 
^.38576''+$. 73949"+c^ .39756"- 2^.57 ',4o89--5.4/,8i5+^.i'V-6'^9--fo",î696Sr. 
La    précession    des   équinoxes ,    connue  par  les  observations,    est  l'eiïet 
composé   de    l'attraction    du    soleil   et   de   la   lune   sur   le   sphéro'ide    du   globe 
terrestre  (§.  118.},    et  de  l'action  des  planètes  sur  l'orbite  de  la  terre.     L'effet 
total  qui  résulte  de  ces  deux  actions,  est  d'après  les  observations,  une  rétro- 
gradation  des  points    équinoxiaux    de  So",!  par  an  (f.  §.  90.),    et  l'action  des 
planètes    produit,    comme  nous   venons   de  le  voir,   un  mouvement  direct  de 
i/\\i:   d\)ù  il  suit  que  la  précession  luno-solaire  est  de  So'^sy  par  an. 

La  diminution  séculaire  de  l'obliquité  de  5i",  que  nous  venons  de 
trouver,  est  parfaitement  d'accord  avec  les  observations  (I.  §■  85.);  mais  cette 
quantité  n'est  exacte  que  dans  l'état  actuel  du  système  solaire,  et  elle  doit 
être  CGyrigée  par  les  différentielles  secondes,  lorsqu'il  s'agit  d'*un  iems  fort 
éioigné.  Quand  nous  aurons  déterminé  le  vrai  mouvement  des  noeuds  de 
toutes  les  planètes,  on  pourra  calculer  les  valeurs  (J)  et  (ê  J),  que  J  et  6"J 
auront    au    bout    de   5oo   ans;    cela   posé  où   aura,    en  négligeant  la  variation 

de  l'incliiiaison  , 

ô»  E             .  ^      .          .     ^     5  9  £         m  sin  71  ^  .  _.    .     ,  ^v         V  T    •     1  ï 
—  zz  m  è  J  .sm  ■>!  sin  J,    — -  zz: —  1  5  J)  sm  ( J>  —  0  J  sin  Jî- : 

d'oiî  Ton  conclura  la  variation   de  l'obliquité  pour  t  ans, 

A  £  zz:  w  ^  sin  Y)  ^  (  i ]  ô^J  sin  J  -\ (ô' J)  sin  (J)  >  » 

§.  217.  ïl  est  visible  que  le  miaivement  de  fécliptique  doit  altérer  la 
longitude  et  la  latitude  des  étoiles,  ainsi  que  les  observations  l'ont  indiqué- 
(L  §.  82.}.     Soient    {Fig.- /^.S.)  E^  L,    les  pôles  de  l'écliptique    et  de  l'orbite^ 
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NG  de  la  planète  perturbatrice  m,  P  le  lieu  d'une  étoile,  dont  la  latitude 
est  (3,   la  longitude  X:  cela  posé  on  aura 

EL  — 7],  E  P  HZ  90"— P,  LEN  —  90°,  P  EN  =  X—  J,  donc  LEP^rgo-^-t-^-  J). 
Si  on  fait  PL=:a,  X — Jzzrvp,  il  faut  mettre  dans  les  formules  précédentes  ^.  216  )j 
90°  —  (3  au  lieu  de  £,  90" -j-^  ^^  ^^^"  ^^  i8o°~J,  ou  go'^  —  xjy  au  lieu  de  J, 
—  3  (3  au  lieu  de  3  e,  —  3  4»  ou  3  J  —  3  X  au  lieu  de  3  J  m  m  ô  J  —  A  Y.  Cela 
posé,  les  équations   {'7)  (8)   prendront  la  forme 

3pz:z —  m  ô'J  sin  yj  cosvp,  3J  —  3X  =r  w  ô  J  (i  -f-  simi  tg  [3  sin  \|/). 
Or  3X  est  l'accroissement  de  la  longjtude  relativement  aux  points  équinoxiaux., 
y  couvris  la  partie  —  AT,  commune  à  toutes  les  étoiles,  qui  est  donnée  par 
la  précession.  En  nommant  donc  A  X,  a  (3  ,  les  accroissemens  de  la  longitude 
et  de  la  latitude ,  qui  dépendent  de  la  position  particulière  de  chaque 
étoiie,  on  aura 

3X=:  AX  —  AT,  3Jz=  mô'J  — AT  (S-  216.),  3 J  —  3X  =::  m  3 J  —  A  X, 
d'où   l'on  conclura 

V accroissement  de  la  latitude,    A  [3  =  —  "?  5' J  sin  y\  cos  (X  —  J)^ 
et  celui  de  la  longitude,   A  X  :z:  —  /«  0  J  sin  t)  tang  (3  sin  (^X  —  J). 

Mais  m  6"  J  sin  7]  HZ '§.  216  (7)),  partant 

S  i  n  ^ 

A  [3  zz  —  A  6  cot  J  cos  X  —  A  e  sin  X,  A  X  =  —  A  £  tg  p  cot  J  sin  X  -j-  ^  2  tg  (^  <'<^s  X, 
Si  on  fait  dans  les  derniers  termes,  qui  sont  indépendans  de  J,  Aezz  — o",5i 
et  qu'on  substitue  dans  les  premiers  termes  la  partie  de  as,  qui  dépend  de 
l'action  de  chaque  planète,  après  l'avoir  multipliée  par  la  cotangente  de  la 
longitude  du  noeud  de  cette  planète,  on  aura 
l'accroissement  annuel  de  la  latitude  zho',5]  .sin  X 

("^  .  !73i6".cot"Q  ?^  4-  ?  .iï8796''.coi:QÇ  +  $  ,t^\^^' .coïQ  $-i 
"^  ?  r^  .  i68'>43.cot  Q!2^  -h -^  .46^,167  .cot  Q^)  -^  ^  •  l'^785  .cot  Çl^  '^°^^' 
et  celui  de  la  longitude  izz  — ■  o  5i  .  tang  p  cos  X 

-\-{^  .  i-jSi6'\coiQ  ^  -(-  $  .  1 18796''.  cotQ  Ç  -|- cet.}  tang  (3  sin  X. 
Si    l'on  substitue    les   valeurs   précédentes  des  masses  et  des  noeuds,    on  aura 
l'accroissement  séculaire 
4e  la  ktiiude  des  étoiles  zz5i'\sm\-\-']'\'i']  ,cos\=:5i'',S3  .sin  (\  +  S°  i^  if  ), 
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et  de  la  /o/?^?V«r7<?=— (Si^cosX— 7 ',37,sinX)tg(3— ~5i'',53.tg[3.cos(X+8=i3'i^'''). 

Ces  formules  nous  font  connaîlre,    que   la  variation  de  la  latitude  est  un  ma- 

5i 
ximum,  lorsque  la  longitude  est  donnée  par  l'équation  tang  X  nr ,  c'est-à- 

dire  si  la  longitude  est  8ci^  ou  26 ^"^  et  que  les  premières  étoiles  approchent 
du  pôle  boréal,  tandis  que  les  dernières  s'en  éloignent.  Tout  cela  est  parfai- 
tement d'accord  avec  les  observations  de  Tycho  et  des  astronomes  mo- 
dernes (I.  §.  82.). 

§.  218.  Nous  développerons  dans  ce  §.  les  inégalités  périodiques  de  la 
terre,  dues  à  l'action  de  Vénus,  de  Mars/  de  Jupiter,  et  de  la  Lune,  celle  des 
autres  planètes  étant  incorisidérable.  Pour  cet  efTet  nous  aurons  besoin  de» 
quantités  suivantes. 

Perturbations  de  la   TERRE  par  l'actmn   de   VENUS. 

«=1,382495  V  =  0,61 5 1 1-645  X  =  —  1,598661;  /Ç-^'^zz  0,6816778; 

è^=^==i  0,381622;  Z»^3)_  0,233896;  ^^4)  _o^^4^r^-^.^:^____j^g^^g2g. 

— -  =z— i,353ob6;  -j~-  z=— î,o59r2.  __  zz— 0,827219;  -— -  zi:— o, 64087 7^- 

-  -  -4,^60449,  -^—  -o,9>^^997>  -7,—  =3,4964-; 

B^^^  z=—  2,99929;  B^-)  =6,56703;  B^3)—  ,^o3^,^.  B^4)  — o,35855; 

C^^^  =  9.82773;  O^^  zr  —  1 1 ,1 726J  ;  C^3)  _  _  j  ,38072.  C^4>  —  _  0,418741 

M^-">  =  69,35075;  M^-3)  —  „4g663.  N<-3>_e8^45y^4. 

m^-^^  —  4o5,o54;  m^-^^  z=  25 1 ,7875  0î^--5  —  320,096;  5fî^-3^  =  194,875, 

Perturbations   de  la   TEPlRE  par  l'actwii   de  MARS. 
«  zz  o,6563oo3;  v  zz  i,88o8]43;  b^^^  zz  o,8o4>63;  b^'^  zz  o,4o5584; 

b^-^'  ■=2  0,224^98;  — ZZ  1,228078;  -—  -  ZZ  T. 87 -211; ZZ  1,60 1236: 

—-  =  1,24099;  -^^-=  4,74467  ^i  — -  =  o,73iiit;  _- =6,05786^ 

B<^'>=  1,012974;  B'^">=  14,88294:  B^3)  __  j^,g5265.  cC:r)  _  31^,^09; 

IS^4)  — 35^6^545;  9Jî^^)=  583,165;  «yi^^>=  2o5,52;  9î'^3)  — 53,503.  5,^(4)3-^^^^, 4, 

Perturbations  de  la   TERRE  par  l'action   de  JUPITER. 
Qczz 0,1922646;  V  z::  1  J,86i8;  ô^^^zz  o,i95oo3j  6^~^  zz  0,0281951 
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~~  z=  o,20o5b'6;  — -  =  1, 04^204^  — —  =  0,297990;  — —  —  i,i 32355; 

^^-^=  0,463.65;  ^Ç'  =:=  .,628667;  B^^>  z=  0,017009;  B^^^ -- 0,009709; 

G^'-^  —  o,o36523;  C^^^  =  —  o,oi38.- 6;  M^^-^  =  o,i 92988;  ]N^^^  :=:  0,02808?.; 

]N^3)__o^o4ai85;  ?}l^^)  =1  —  0,092748;  fOî^2>  — 0,4591; 

syî^' ^  zz:  —  0,27331;  9Î^^-^ —  o,c63257;  3^^3)  _-__  0^058491 . 

Les  formules  précédentes  (§.  211.)  ne  sont  pas  applicables  aux  perturbations 
que  la  terre  éprouve  par  l'action  de  la  Lune,  parceque  ces  deux  planètes  ne 
circulent  pas  autour  du  même  corps  central,  ainsi  que  les  formules  précé- 
dentes le  supposent.  Mais  l'action  de  la  lune  sur  Forbite  de  la  terre  est 
beaucoup  moins  considérable  que  celle  que  ce  satellite  exerce  sur  le  sphé- 
roïde de  notre  globe,  et  les  inégalités  de  la  terre,  dues  à  l'attraction  de  la 
lune,  qui  dépendent  de  l'excentricité  et  de  l'inclinaison,  sont  insensibles.  On 
pourra  donc  déterminer  ces  perturbations  d'une  manière  fort  simple. 

Soit  {tig.  39.)  les  soleil  en  S,  la  terre  en  Y,  le  lieu  de  la  lune,  réduit 
à  l'écliptique,  en  Y';  supposons  que  les  droites  SA  et  Yj  soient  dirigées 
vers  le  point  vernal,  et  nommons  O^Cî  les  moyennes  longitudes  géocentriques 
du  soleil  et  de  la  lune,  5  zz  180°  -)-  O  la  longitude  liéliocentrique  de  la 
terre,  T,e,  les  distances  du  soleil  et  de  la  lune  à  la  terre,  le  demi-grand 
axe  de  l'orbite  terrestre  étant  l'unité,  ni  la  masse  de  la  lune,  celle  du  soleil 
étant  l'unité.     Cela   posé  on  aura 

SY  — r,YI'iz:e,SYY'=::C'-0=:w,  ASY=:  $,Y'Y:k  =  C. 
Comme  Faction  de  la  lune  sur  le  soleil  est  insensible,  les  forces  accélératrices 
qui  sollicitent  la  terre,  seront  (§.   i58.) 

B        .  ,^  „  m' B        .         ,    ^T  ^Tt    ^ 

-   suivant  Y  S.  et  — ;-  suivant  Yl  , 

qui  se  décomposeront  en  les  forces 

-   sin  *  et sin  C  suivant  1  X,  —  ces  J  et  — ^  --—  cos  C  suivant  XS. 

Si  on  substitue    $  =  i8o''-|->Oj  et  C  := -i*^ -|-  O,  on  aura  les  accélérations 

■suivant  XS,  a^P  =:  —  — -  cos  (w  -f  O)  —  ;:i  cos  Oi 
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suivant  YX,  a^Q  := sin  (w -{- Q) ^  sin  0/ 

d'où  l'on  déduira  les  équations  (§.  17.  n.  4), 

et  en  substituant  B  zz. n'^ a^  :zin'^  (§.  i63.),  n  étant  le  moyen  mouvement  du 

soleil  pour  une  seconde, 

^dx  m'         -,   _.  ,    cos©      ddy         m'   .    ,      ,   ^.  ,    sinQ      ,,    ^  .,     .      , 

^T»  —  7»  cosCw-f-0)+  -^T-^  ;;^/5  =  75Sin(w4-0)+^^5  d'où  il  Viendra 

Mais  «=z  SXz^rcos  $  =  —  rcos  Qj  j:=XYz= —  rsin  O»  donc 

<i'fi?a:  sinO  —  ddycosQzurdd  Q  -\-  zdrdC),  ddrcos  Q4-ddysinQ  r=r3  O^ — ^^/"t 

d'où  il  viendra 

Supposons  rrz  I  4-/^^  — ^  ^^  î  4-^^  3  0  et  ndi  étant  les  mouvemens  vrai  et 
moyen  du  soleil  pour  le  tems  di,  et  p,  q ,  exprimant  les  perturbations  du 
rayon  vecteur  et  de  la  longitude,  que  nous  cherchons  ici.  Cela  posé,  le« 
équations  précédentes  deviendront 

d'où  l'on  tirera,  en  négligeant  le  carré  de  p,ç,  et  substituant  dwZ.diC—dOzzy^ndi, 

T     7      I        7                m' 3  lu  sin  ou           „    ^'^^?        '»       t                m'cosio 
L  ^y4-2^/>-~.       ^^,      ,        U.--.Jl=z3p-^2ç ^^. 

L'intégration  de  I.  donne 

m,  /^    1    w'cosw 

.  ç-\-2p  =iC4--^^— 3 

ce  qui  étant  substitué  en  II,  donnera 

"• -7^- +  ^  =  ^  ^  -  7^  (^  -  x)  "°'  ^^> 
équation  dont  l'intégrale  doit  avoir  la  forme 

P  :i=  A  4"  B  cos  w:  d'où  il  vient  ^—^  zz:  —  B  cos  iv,  donc 

à  ly^  ' 

II.  0  =  A  —  2 c  -j-  B  (i  —  X^)  cos  w  4-  ^  ^  7      cos  w,  partant 

SO 
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A  (  X^  — ■  i)  e^ 
Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  III,   il  viendra 

n  ou  — —-  —  I  zz  —  o  L  4-  r— -   i  i r4 f  cos  w,  donc 

'        ndt  \e^   i  X^  —  I) 

-.  ^         r  o  r^\      j,    i     m'dwÇX'^ — 2X+3") 

A   [A   —  ij  e 
Le  premier  terme  du  second  membre,    qui   exprime  le  moyen  mouvement  du 
soleil,    doit    être   égal   a  ndt,    d'où    l'on   conclura   G  zz:  o  et  A  zz:  o.     On  aura 

donc  les  inégalités 

,  ^  /        T>  m'  (X  —  a) 

du  rayon  vecteur^   m  a u  zz. p  zn  n  cos  w  zn  <>-„ ~—  cos  w, 

^  X  (a^ —  i)  e^ 

et  de  la  longitude^  m' JJ  zz/dQ  ziz  — -\-— II-^----i  sin  w. 

'  X"*  (A^  —  ij  e^ 

Si  l'on  suppose  les  moyens  mouvemens  diurnes ,    du  soleil  zz.  5c/  S'\  3  ,    de  la 

lunen3°io'35'',  le  mouvement  synodiquesera  i3°io'35"'-59'8'''53z:43886",75  donc 

Les  valeurs  des  parallaxes  moyennes  de  la  lune  et  du  soleil,  Sy  x"  et  B'^jô  donnent 

zi  0^002514. 


Ainsi  en  supposant  {%.  65.)  m' zz.  — - — r^ ,   on  aura 
^  *■  ^  27070620 

m'att  — 31,54.  cos  (C—O),  /77'Uz=6",66sin  rC  — O)- 
Si   l'on    ajoute   ces    inégalités    avec  celles  qui  résultent  des  perturbations    des 
planètes,    à  l'aide    des   formules  X  —  XIII    (§.  211.)    et   des   quantités    précé- 
dentes, B^'\  G*^'^,  M*^~"^\  etc.   on  aura 

l'inégalité   du  rayon  vecteur  de  la   'Terre  zzi 

0,43+3 1 ,54.cos(C—0)—6,26.cosf  $  ~  i"  )f  1 7,87.cos2(  $  -  $  )+2,e2.cos3(  $  -  $  ) 

4-  0,98  .  cos  4  (  $  —  $  )  —  3,17  .  cos  (3  5  —  2  £  —  to) 

—  5,25.  cos  f4  è  — 3  $    — 't^)-i-  1.65.  cos  (4  $  —  3  $  —  ro^ 

4-o,39.cos((?— $34-5,70.cos2((5^-5)-o,45.cos3((?-$)4-i,27.cos(4^-3  5-îv:') 

-\-  i5,94.cos  {%  —  $)  — 9,10.  cos  2  (1^  —  J)  —  3,04  .  cos  (2^^—  $  —  ÎC} 

4-  1,27  .cos  (2  î:^^  —  $  —  to'3—  i,8i  .cos(3î>  —  2  Z  —^'3; 

et  de  la  longitude  de  la  Terre  zz 
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•6",66.sin(C-0)+5'',52  .sin(  $  —  J  )-^&',i'j  .sm^{  $  —  $  )-o",78.sin3(  $  -  $  ) 
--o'>4.sin4($  — $)— 3^82.sin(3S  — 2Ç— î0;-fi",23.sin(3$— 2$— C3') 
— >,37.sin(4j  — 3$  — t0)4-o^75.sm(4j  — 3$— ro')-h2'',46.sin((5^— $) 
^o'',77.sin(2cî— S— tc)-j-i",5i.sin(2(^— S— ra9-fo",47.sin(3cî— 2$— tç') 
-^  o",57  .  sin  (4  c?  —35  _ro')  +  7>6.sinf3^  —  $)  — 2",67.sin  2(3/—$) 
-j-  o'',3o  .  sin  (î^i  —  ro)  —  2'',45  •  sin  ('^  —  ro'j  —  i'',49  .  sin  (2  2/  —  5  __  tij) 
-f-  o",6i  .  sin  (2  Qi.  —  $  —  tiû')  —  o'',54  .  sin  (3  3i  —  2  §  —  ïc'). 


§.   219. 


TABLE    VIL 

Inégaîîtés   séculaires  de  M^RS,    dues  à  l'action  des  Planètes 


lUercure 

Vénus 

La   Terre 

Jupiter 

Saturne             l.  ru  nu  à 

i-y 

4-  2°.3'.57". 

— 26^5l^I^^ 

, — 

-  5o°.24\6.", 

-63°.54'.t9".-24^49'.46". 

15' -Vi 

M01.57.2j. 

-(-  156.12.37. 

-|-i27°.5'.4i". 

^-    38.44,11. 

4-  ii6.44«35. 

■=-    165.2.42, 

a 

3,936194 

2,106490 

1,523693 

0,29-^952 

0,159752 

0,079428 

^(0) 

o,5i66i6 

1,01 1002 

1, 503670 

2,045112 

2,012945 

a, 003167 

6('> 

0,066171 

0,247627 

0, 528035 

0,302922 

o,i6i3o5 

0,079617 

c^-^ 

o,o38o83 

0,376967 

1,938202 

9,444762 

2,119585 

2,038674 

c^') 

o,oi4i65 

0,246544 

1,619204 

I  ,o4o2o6 

o,5o3o7i 

0,241129 

ô-^ 

m67'',3358 

—  5o47'',c(8 

0 

-  27i",88et 

-   86^,50702 

■—   i^',48587 

ÔJ 

+-io58î7",b 

4-  120168", 1 

-  647572^1 

-  84.4^89 

-  899'',878i 

—    162^,629 

Ô-7 

K.394-,2oe 

-f  2 99", 7 5 94 

-h  6664^79- 

-f-  167^895, 

+-  2â'''',o8o26 

—  0^312988 

ô"tC 

+-4325o'',39 

+  '95754^8 

4-  7oi683",3 

+  i3i3o^92 

4-  233i'',096 

-f   274^^635 

m'ô  ô 

fo  ',000083 

—  o'',oi373( 

0 

-  0^254794 

-  0'', 094478 

—  ©^',000076 

m    Ôj 

fo",o52235 

-j-  0", 32  7041 

—  1' ,825229 

-  7^^88583:. 

-  û'', 254^^2.9 

—  G",oo833t 

7Z'Ô7 

W,OOIï82 

-j-  0", 0008 16 

4^  o'>  18785 

4-  o'V 57339 

+  0^,006248 

—  o",ooooi6 

■  l'^Xk 

-l-o",o2i35o 

H-  o'',53275  3 

4-  i"'97774' 

4-i2'',3o535'7 

+  o'',6596o& 

-ho'',o  14081 

Variation  annuelle  de  l'inclinaison  de  Mars  m — ■  o''^ 29300 1  ; 
Mouvement  des  noeuds  relativement  aux  étoiles  fixes -zr.  —  9''',594752; 
Variation  de  V excentricité  zz -(-o'',i  84354  =:-|- 0,0000008937 7 3j 
Mouvement  des  apsides  relativement  aux  étoiles  zi:  +  iV,5 10888. 
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f.  220.  Pour   les  inégalilés   périodiques  de  Mars,    nous  aurons  besoi» 
des  quantités  suivantes. 

Perturbations   de   MARS  par   Vaclion    de    VENUS, 

v=r  0^3270851;    Z'^'-^rz 0,2476275     —-—  —  0,2599275     ^^,- zz 0,425741^, 

M^-'>  ~  -  1 1,93403     î»3l^-'>  —  —  21,3375. 

Perturbations   de  MARS  par  l'action    de  la  TERRE, 

V  =  0,5316846;     ^^'^==o,528o35;    Z''^^>=:o,2f  61855     ^^3)  ::::  0,14^4045 

â^4v=ro,o853oi;  ^'  =-  1,33402;    ^  =-0,8755185  ^Z  =:_o,6?-7347, 
-^^— ^-0,4475545    -^z=-o,3 162565  __^=:2/i2,24r^.  _____ -2,1 15448; 

^--=1,78557;  -^^_  =1,4600975  BC'>z:_4,o5;53;  B^»>=:l,i3o35  6.^3)^0,25895 

e^^>±=î  1,16865  C^2^r-i,54465  M^'^z5,3i365  M<^-"^>r-2o,o64i5  M^-^>z46,465i; 

M^-3)  — _^^i^275  N^-^^zz— 4o,23i55  N^-->zz32,75oi5  N^-3>z=_5,i773i 

fOl^'>  =  —  11,99895     i!)l^-^>  —  173,68955     m^-"-^  =  1 11,65 15 

9^^-^>zz  486,9215    9î^-^>  =  80,4095. 

Perturbations    de   MARS  par  l'action   de  JUPITER. 
v  =  6,30673435  b^'^  —  o,3c29225  b^^^  —  o,o66t  125  è^3)  —  0,016357  ; 

-j^  —  0,3240045    -j-  —  1,2059985    — -  =z  0,4737175     -j^  —  0,172096^. 

-^^^--,3387595    -_- zzo,7945o75    -^--1,871538,    -— --zzi,2388585 

B^'>  =  0,0549:^25  B^^>=:~  0,0475845  B^3)  — _  o,oo4h695  C^^>  zz  0,1264415 
C^'b-0,0703725  G^3)-_o,oo56665  M<^^^zo,o8i35  M^-'b-o, 065685  M^^^z:o,45o96| 
M^-^^zo,o4csi5  M^3>^_o^o862;  ]N<^^^r:o,o45795  N^^bo,iGi  115  IN ^3)--_o, 246065 
]S^^>=-o,o29635  95ï^»>z-G,3o4;  2,  9)1^- ^>rc, 1594^5  SOî^^b  1 ,3o8;i ,  9}î^-^>z-o.io3; 
fDî^3)  :::::_  0,157885  «R^^>  zz  ~  0,577535  9^^*^  =  0,279035  91^^^  zz  —  o,384oî. 
Perturbations  de  MARS  par  l'action  de  SATURNE. 
vzzi5,66aJ94;  ^^ï>~o,|{;i  05;   *^'>  =  0,01x^3475    i^*  zz  0.1^44635 

TT  — ''^^949^i    -^--=0,244-435    -_^.  zzi,0900955    -^-^r  =1,^96248^.. 
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B^'^  =10,010376;    B^*^=z  — o,oo5i29;    C^^>=o,o2i885;    C^^)-.  _  ^^^^^^^^3, 

M^»>  =  0,138565;    g?{^^>  =0,31467;    9Î^^>=:— 0,201895. 
Il  en  résulte 

^inégalité  du  rayon  vedcur  de  Mars  rz 

—  4,4  -f  4>6i  .  COS  (2  d^  —    $   —  TO) 

—  ï7,43.cos(S  —  c?>-}-4,85.cos2C$  —  cîj+i,ii  .eos3  ($  -=-  ^) 

2,12  rCOS  f  5    —  t3) 

-|-  8,02  .  COS  (2  (5^   $    ^  tO)  —  2,9  .  COS  (2  (5"    —    $    —  Sî') 

—  i8,58  .  COS  (3  cJ  — ■  2  $  —  to)  -}-  2,36  .  cos  (3  c?  —  2  S  —  w') 
-f-  2,87  .  COS  (4  c^  —  3  S  —  ta)  —  0,37  .  COS  (4  (?  —  3  $  —  cj') 

;-r  78,44 .  C0&  (q^  —  J^)  —  67,94  .  COS  2  (!^  —  c^;  —  6,95  .  cos  3  (2^  —  cT  ï 

-|-  Z,5^  .COS  ((f  —  t») 10,81  .COS  (î^  TO) 

—  59,97  .  COS  (2  î^  —  ^  —  cj)  -j-  r  1 ,46  .  COS  (3  f^  —  2  J'  —  vs) 

-f-3,i5  .  COS  (J2^  —  ©')  -1-7,0  .cos(4  3i  —  ^  — ta') 
^—  16,93  .  COS  (^%  —  2  (^  —  cj')  —  2,04 .  COS  (4  2^  —  3  (^  —  w'} 

r|-  8,73  .  COS  (2  (^  —   3^  W)  6,4  .  COS  (3  c^   2  f^  t?) 

4-    4,47  •  COS  ("S  —  CÎ  j  —  2,21  .  COS  2  ("5  —  d") 

—  5,56.  COS  (2"^  —  $  —  t3J)j 
Flnégalité  de  la  longitude  de  Mars  zz 

i",i2.sin  (2  (5"  —  $  — GJ) 

4-  6",49 .  sin  (  $  -  cî  }  —  o'',9  .  sin2  (  $  —  ^} 

>-|-  0^565  .  sin  (  5  —  CD) 

—  9",4  .  sin  (2  c^  —  $  —  TO)  -^  4",75  .  sin  (2  c^  ->  J  —  to') 

—  6>5  .sin(3j  —  2  $  ~  to)  4- 0^78  .  sin  (3  J^  —  2  $  —  w'} 

4- 24",44  .  sln  (3^  —  $)—  i3^6.sin2(î^—  c?)—  i",i  .  sin  3  (1^  ~  c?) 

-f  5",49  .  sin  (  3^  —  ro)  —  5'',38 .  sin  (  î^  —  ts') 

—  23",56  .  sin  (2  2/  —  J^  —  k)  -[-  a^'.G  .  sin  (2  î^  —  J^  —  ©') 

-}-  2'\3  .  sin  f 3  3^  —  2  (5^  —  TO)  —  3",58  .  sin  (i  «^  —  2  c^^  —  roO 

—  2^,87  .  sin  r2  c?  —  îï  —  îo)  4-  i",85  .  sin  (3  ç^^  —  2  2^  —  çîî} 

-f  i'',28  .  sin  ("5  —  cî ;  —  q\^k  .  sin  2  (^  —  ç^ ) 
—  o'  ,66  .  sin  ("5  —  œ') 

—  i",7i  .sm(2;^—  çj^  — roj. 
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§.  221.  TABLE    VIII. 

Inégalités  séculaires  de  JUPITER,   dues  à  l'action  des  Planètes 


i-y 

Mercure 

yéiius 

La   Terre 

3Iars 

Saturne 

Uranus 

+52°.28^3". 

-H23\32'.54'. 

—  —  — 

4-5o^->4'.6'; 

-\3\3o'.i'6". 

+25°.34'.20". 

:o'-^ 

-hÔL  l3.I2. 

-f-1 17.48.26. 

+8&».2i'.3o". 

-38.  44.1,. 

4-78.    0.  24. 

-f-i56.i3.   7. 

a 

i34363 

7, j 90^63 

5,201  1664 

3,4i3526 

0,545317 

0,271 1998 

^(o) 

0,14.905^ 

0,279002 

0, 388160 

0,599120 

2, 180235 

2,o38359 

b^^^ 

o,oo555i 

0,019483 

0,037492 

0,088742 

0,620641 

0,278966 

C^^^ 

o,ooo835 

o,oo562i 

0,01 5468 

o,o6j465 

4,358387 

2,372983 

c^') 

0,000093 

0,001 164 

o,oo44oo 

0, 026152 

3,185493 

0,9^^794 

ôO 

^-44 ',657,3 

^38^,943 

0 

+207",!  5 

-263^4 

+  10^987 

ÔJ 

-f-io36',52 

+  225o",28 

-325 1>3 

-855'',  16 

-1-21 881  ",24 

—  884'',382 

Ô-7 

+7-^8,756 

^^",74 

i-.3V7 

-1 75^,67 

-h9^9^'78 

+  ï»^9ï 

^  m 

4.376'',746 

H-i662'^82 

-}-3243",26 

+-3778",i3 

-^2i776",85 

-1-2445^98 

n/6  ô 

+0', 000022 

+-o'',oooio6 

0 

W, 000079 

—  o'',07445ir 

-f  o",ooo563 

m' ô  J 

4-o",ooo5i'.' 

+-o'^oo6i24 

— ©'',009163 

-o'',ooo328 

-1-6',  191 497 

—  o'',o45344 

m  èy 

4-o",ooooo4 

-l-o'',ooooo5 

-j-o", 000037 

-o"500oc67 

-^-0^,26291 9 

-|-o'',ooo6i  1 

m'Sxj: 

+o",oooi8f; 

W,oo4525 

-|-o'',oo9i4i 

W,ooi448 

+  o",.6>95^ 

-l-o'',  125409 

Tarlatlon  annuelle  de  TlncUnaison  de  Jupiter  = —  0^,073688^ 
Moui^emeni  des   noeuds  par  rapport  aux  étoiles  Jîxes  n:: -f  6'',  143298  5 
Variation  de  V excentricité  — -f- o'',2635o9  :=  + 0,000001  27753^ 
Mouvement  des  apsides  par  rapport  aux  étoiles  zi:+ 6''',3o2667. 
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§.  222.  TABLE    IX. 

Inégalités   séculaires    de   SATUKNE,    dues    à   l'action  des   Planètes 


Mercure 

Vénus 

La    Terre 

Mars 

Jupiter 

Ijnmus 

J— J' 

+65°.58'.i6". 

+37^^.7". 

^_ 

f6J^54'.u/. 

m3^3o'.i3'. 

+-59^4.33''. 

33'-t3 

-t4.  47. 12. 

+■39.28.  2. 

+-10^21 '.6". 

-  116.44.3f. 

-78.    0.  24. 

■f-7'^.  12.4:. 

a 

24,6  J941 

i3,i86oi 

9,53787 

6,23970 

1,833795 

0,497   9^ 

iM^ 

0, 081204 

0,151895 

0,21027 1 

0,32  1672 

1,188920 

2, 144440 

6^'> 

0,001648 

0,005764 

0,01  io38 

0,025769 

0,338446 

0,552007 

c<°^ 

0,000134 

0,000884 

o,oo236J 

0,00864  î 

o,7o676J 

3,750905 

c(^> 

0, 000008 

0,000100 

0,000370 

0,00205l 

o,5i6j64 

2,547992 

^& 

+  6^1 14 

+-6",8535 

0 

f2  5",64 

-j-  102''',372 

+-58'',96i8 

ô  J 

-|-8',o66 

-f-i6',58o 

-37o",348 

-595^,62 

-93 19",  089 

-5230^68 

5-7 

^o-,t46 

W,079 

+-o",i476 

-i4^6i 

-588".55> 

+-19/',!  i3 

•   ÔGJ 

-h  44^,673 

-HT  90",  1 34 

+355",965 

-|-ioi5''',25 

f-3  688o'',79 

f622i'',75 

\n!  J  é 

-l-O^'jOOOOoS 

-f-o''',OOOOT9 

0 

-|-o'',ooooio 

f  o',09*9;6 

+•0''  ,oo3o23 

n'ôJ 

-t-o",ooooo4 

+-o''',oooo45 

-o'",ooio44 

— o''',00022(^ 

-8",733i82 

-o'',  2697  23 

'«'0-7 

—  0,0000000 

-l-o^',oooooo 

+o'^,oooooc 

—0'', 000006 

-o",55i54v) 

+0^,009747 1 

i??'  5"lD 

-|-  O",000022  4-0 '',0005  I  7 

-f-o",ooioo-: 

|-o'',ooo389 

4.i5'',8i9465 

-f-o"',3 18999 

yariation  annuelle  de  Pincllnalson  de  Saturne  n: -1- o', 098091; 
Moui'ement  des  noeuds  relatwemenî  aux  étoiles  fixes  zn  —  9",oo4t?-8: 
Variation   de  l'excentricité   z=L  —  o",54i8o8  zzz  —  0,00000262676; 
Mom'ement  des  apsides  relatii-ement  aux  étoiles  Zi: -{-  lô'V  4^395. 
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S.  223.  T  A  B  L  E     X. 

Inégalités  séculaires  d'UPtjilSUS,  dues   à   V action   des  Planètes 


J— J' 

Mercure 

Venus 

La   Terre 

Mars 

Jupiter 

Saturne 

+26^53^43''. 

-2^  1^  26''. 

—  _   _ 

+24^49^46''. 

-25^34^2o'^ 

-39^  4'.33". 

ca'-iiD 

-92.  59.  55. 

-38.44.41. 

-67^5i'.37\ 

4-165.2.42. 

-i56.i3.7. 

-78.  12.43. 

a 

49,55669 

26,52073 

19,1833 

12,5900 

3,68827 

2,011277 

3(0) 

o,o4o36i 

0,075440 

0,104328 

0,159108 

0,552660 

1,066208 

Â^'> 

0,000407 

0,001422 

0,002720 

0,006324 

0,075636 

0,274456 

C<o) 

o,ooooi6 

0,000108 

0,000285 

0,001017 

0,047296 

0,461020 

C^^^ 

0,000001 

0,000006 

0,000022 

0,000121 

0,018711 

o,3i3i7i 

ô-ô 

-}-o'\i6iS 

~o'',o345 

0 

4-1  ,002 

—  9  ,7215 

-l34",12 

Ô^J 

-t^33^5i5 

+55^,877 

— 3i",597 

-f86",48i 

-[-523" 

+  7347^,524 

6:7 

— 0*^,0224 

-0  ,oo34 

— 0^',032 

+0^176 

—  6'',4020 

-  161^,337 

Ô^CJ 

-f4",7397 

-Hi6",4o2 

4-3i",3i9 

+^7^977 

+  ,292^83 

+-4i63",795 

m'  h  è 

-j-o",oooooo 

-o'^jOOOOOO 

0 

-|-o", 000000 

—  o',oo9iic 

-o",o3795 

m'ôJ 

-}-o",ooooi7 

+o',oooj52 

— 0  ,000089 

"1-0  ,oooo33 

+  o'',490ii8 

4- 2^,079049 

TW'ÔI 

— 0", 000000 

-0   ,000000 

— 0  '',000000 

^0^^,000000 

—  o",oo5999 

-o',o45652 

rn'Sw 

-j-o'', 000002 

+0  ,000045 

-j-o'',oooo88 

^-'O  ,000034 

-j-  i''',2î  i546 

4- 1",  17^1  ^'4 

Variation  annuelle  de  l'inclinaison  d'Uranus  zn  —  o  ,0470615 
Mouvement  des   noeuds  relativement  aux  étoiles  fixes  nz  -}-  2  ,5692803 
Variation  de  l'excentricité  zn  —  o^,o5i65ii=: — o,oooooo25o4i; 
Mouvement  des  apsides  relativement  aux  étoiles  zz: -[- 2 '',389898. 

§.  224.  Développons  maintenant ,  suivant  les  formules  X  —  XIII 
(§.  211.),  les  inégalités  périodiques  de  Jupiter,  qui  sont  indépendantes  des 
excentricités,  et  celles  qui  dépendent  de  leur  première  puissance.  Nous  ne 
considérerons  que  celles  qui  sont  dues  à  l'action  de  Saturne,  toutes  les  autres 
étant  au  dessous  d'uu€  seconde:  pour  cela  nous  aurons  besoin  des  quan- 
tités suivantes. 
i.=:2,48328o6jè^^^i=:o,62o64o63Z.^^^— o,a5763793Ô^3)-:::o,i,7g,53è^'^^iiio,o565522j 
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^f^5==o,027836;3<6)~o,oi39345ji<7>ro,oo7o48i;^^^ +0,808789;  ^l'r 
— — _i,io5i6;  -j— -0,726d5;— —  ro,45328o;---ro,2747i7;-^_-ro,i635o6; 
-J^  -0,09601g;  ^-^  :=  2,875229;  ——  =2,552788;  — _  rz3,52Io4; 
"l^i-  —  3,533622;  -^—  zz  2,995647;  -y—  =  2,302428; 
cA^^^n— 0,041075;  aA^^-^=:— o,i4o494;  aA^3)— _o^o64334;  gA^+>=— o,o3o839; 
gA^^-^it— OjOî5i8;  aA^ô)^::^:— 0,007099;  aA^'^^ziz — o,oo3843;  a" zz: o,24o5i- 

a^ -y—  —  —  o,t43676;  «^  — —  =  — o,328643;    o^ -^— =z  — o,2i6o5É>| 
a'  — —  =:  -  0,1 34794;  a^  — —  z=  —  0,081693;  «=  — —  z=  —  0,048622; 

«=^—=  —  0,028553;     a^__-_z:i_  0,466252;    a^ -^^^^- =— 0,4,3964; 

«3  -___  zi~  0,570977;   a3___:z:- 0,573018;  «3  _^_  =-0,485779; 

«3^1^  =1-0,373365;     B^'>  =  0,438,96;     B(^>  =  - 1,870908; 

B^3):=:_ 0,195148;  B^4)___o,o5o559;  B^^^zi  —  0,016733;  B^6)— -_o,oo6253; 
6^7)=— 0,0025 1 3;  C^^^zz  1,35 1847;  G^^^zz  — 3,329i35;  C^3) —__ 0,277915; 
C^+^zz:  — 0,063932;  C^5)~__  0,019715;  M^'^zzi, 06838;  M^"^^  zz  — 0,77807; 
M^^^iz:  3,92579;     M<-^>zz  1,80876;     M^3)_  6,18691;     M^*)  —  _  1,69252; 

M<5) —_  0,35854;     N^^>  =  o,5653i;     N^^'^  —  1,9^922;    ]N ^3)  —  10,39394; 
N^4)  ::^  -  2,78485;  N^^^  zz- 0,59299;  iS}î^^>  =  — 2,91627;  5Jî^-'>zz  1,76434; 
9JZ(^^)  =z  46,87836;   9}?^^^^  =  4,36 148;   ?JÎ(3)_  i5^o6o34;    9Jî^-3)  zr  —  o,434i4; 
931^^^  =  — 2,68564;  SOî^^^zz  — 0,47082;   9Ï^'>  zz -- 2,8o76J;  gi^^^zz  i6,4o544; 
31^3)  ::=  24,60579;  0î^4)  —  _  4^52^15.    9î^5)  _  _  o^8o5^t^.    g^^ô)  ::3_  o,25io3; 

m  a.  1000000  zz  1471,7174;  —~7?  =  58,3645;  7zzo,o48i78;  7^  zz  o,o56i68. 
On  en  a  conclu 

l'inégalité  du  rayon  vecteur  de  Jupiter  ZH 

-58.99  +  64i9.cos(t)-2^j  — 2753,45. cos2Cfc)— 2^)  — 287,2. cos3(t)  —  ^) 
— 74,4i.cos4;b— f^)— 24,63.cos5,î)— l^)~9,2.cos6(;^-S^)— d,7.cos7Cà— 2i) 
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4^  2  ASTRONOMIE    PHYSIQUE 

■-\-ig,63.cos(^Qi — ro)— 75,75.cos(^ — îp)-|-46,73.cos("^-to'') — :i']8  ,36.cos{'i'^^Ql-vs) 
-j-i6o,3.cos(';j^— 3^— ro)— 438,68.cos(3-t)— 23^— îis3+859,'i.cos  3;t^— al^^w') 

-}-i2o,o9.co£(4Î)— 33^ — ro)~23o,2i.cos(4^ — 3  ^  — îc'')-|-25,42.cos(5"fc)— 4^^ TOJ 

— 49'02.co£(5'5 — 4^ — ^0+5  5,]  7.005(23^ — "5 — to) — i28,25.cos(3l^ — 2'^—w'); 
et  l'Inégalité   de   la  lougi/ude    de   Jupiter  ZH 

78''',9.sin(t)-S^)-i94^3.sin2Ct)-3^)--i6^o2sin3(-5-f^)-3'',73.sin4(t>-l^) 
—  i'",i5.sin5(^  —  Q^)-\-^'\'X.s'm{^ — vs)  —  9''^,2.sin('^  — to') — i3i'^,82.sin(2"^-î^-to) 
^-53^78.siii(2-^  — î^--roO--4"^'^35,sin(i-t)— "^^— îC  +8o'',66.sin(3-tj--2f^--c3') 
+7^55.sir<4t>— 30^— TO)  — 4^84.sin(4t)— 3  2^— <-|-i^32.sin(5-fc^-42^— te) 
^  a^'.e^.sin  (5-t)— 4!3^'-ro';  — o",82  .siij  (6^)— 5  3^— ts^  —  4'',96.sin  (23^—;^^—^) 

—  12^26  .  sin  (3  g/  —  2  "5  —  w)  +■  i",22  .  sin  f4  3^  —  3  ;fc)  —  ro). 

L'inégalité  U,  qui  a  l'argument  "^ —  ^  ou  ùv^  ne  dépend  que  des 
moyennes  distances  et  des  moyens  mouvemens,  lesquels  sont  invariables:  elle 
n'a  donc  besoin  d'aucune  correction.  Mais  les  termes  les  plus  considérables 
de  l'inégalité  V  qui  est  multipliée  par  7  ou  7',  peuvent  avoir  besoin  d'une 
correction,  à  cause  des  variations  des  excentricités.  On  trouvera  celte  cor- 
rection,  en  mettant  y-\-t^y  ou   y'-\-iW  à   la  place  de  7  ou  7 ,  ou  ce  qui 

ô'  7  sy 

revient  au  même,  en  multipliant  par  1-] — ^  t  ou  par  i-j-  —,  t  les  termes  pré- 
cédens  ,  qui  sont  déjà  multiplies  par  7  ou  7'.  Or  nous  avons  trouvé 
(§.   221.   222.)   ô7zi;o,oooooi27753j  et  ^y'iiz — 0^00000262676;  d'oià   l'on  tirera 

-—-  Zr  0,0000263173  -—  ZZL 0,000040700. 

Les   argumens    2"^ —  % — î«j,  3't)  —  2!^  —  to    ont   le  coefficient    7,    et  les 

argumens  2"^  —  Oj.  — to',   3^ — 2Î^ — ro'  ont  le  facteur  7'.  En  multipliant  donc 

fi  7  ■  •?  7' 

i3i',82   et  4'2'',35  par -^rp ,   53 ',78  et  80", 66   par  -^r^-,  ces  quatre   inégalités  de- 
viendront 
— (i3i",82+o"',oo3495.0sin(2t»-î^— ro)— (42'',35-]-o'',ooii23./>in(3-t>-2l3£-to3 

-f(53'',78— o",oo25i5.0iin(2"5— !3^— TO'j+^8y^66— o'',oo3772.0sinC3;5-2g/-ro';. 

§.  225.  Les  deux  grandes  planètes  qui  environnent  l'orbite  de  Saturne, 
sont  les  seules  qui  puissent  produire  des  inégalités  sensibles  dans  son  mou- 
vement  périodique;  et  ces  inégalités  seront  calculées  avec  les  quantités  suivantes. 


LIVRE    V,    CHAP.    VII.  4o3 

Inégalités  périodiques  de  SATUBNE ,    dues  à  l'action  de  JUPITER. 
V  m  0,4026932;  aA^'^zn  2,742162;  aA^^^zz:  —  0,257688;  aA^^^zz- — 0,117975; 

«A^4)::::_-o,o56552;  «A^^^^i— 0,027886;  aA^6)— _o,oi3934;  a^^-  —2,621282; 

a  d 

^\<ii                           ^  3A^^'  ^A'^-^*  ^A"^ 

a^ rz:4,792234;  «^ zi:o,86o3oi;  a"  — —  =:o,5]4i76;  a^-^— rz:o53o3737; 

„  5A'"  ^,,         „  9A^s'  ^  o   3^  A"* 


o 


=:  0,177644;     a-  — —  =  0,108097;    a3  -^--  =—  6,980667; 


da    — "'wv-^t^     -      aa     — -'^ ^J'    -       d  a-^ 


«3  _____  z3_-5,235o6;    «3  ____—  — 3,97"983;    a^  __-_=__  2,871548; 

«^  -^-  _—  1,992662;  a^  -y^--  _—  1,339579; 

£^'^-0,912246;  B^-^ro,i54822;  B^3)-o,o358o9;  B^4)-o,oiiii;  B^^^r 0,008984; 
B'^ô)  —  0,001559;  C^'^  zi:  0,0 ] 633 1;  C<^>  -  — 0,162929;  C^^^^  z=— 0,038968; 
C^4)::=_  0,010171;  C^^^z=  — o,oo36o5;  M'^-^^z:  4,i34i;  M^-^^zz:  — 2,30728; 
M<^-3)zz —  0,40288;  N^-^^i=i2,53288;]N(-=^—  — 1,44658;  9Jî<:^>zz:  1,05902; 
S»}l^^)z=  0,18995;  9}l^-^5z=  16,75257;  9}l^-=»>zz:-.3,^59e9;  9}î^-3)=:_  0,44149; 
çQj(-4)^_  0,128265;  gfî^^^zn  0,13547;  9^^^>  z=  0,80968;  Dî^-^>z=  44,87295; 
9î^-^>  =  -- 1,89945;  01^-3)  ziz- 0,2621 5;  9î^-4)-_  0^07551; 

m  a.  1000000  zz:  8988,21;    -: — ^,  =z  193,2965;    7  =zo,o56i68;    7' zz:  0,048178. 

Inégalités  ae  SATURNE,  dues  à  T action  d'URJNUS, 
vrz2,85234i3;   aiz: 0,497 1964;  ^^'^=0,552007;  ^'^-^=:o,2o83i3;  i^3)~o^o86884; 
(A\  db^°^  db'^^  db^^^  3Z>'3î 

3^^^^0,087909;  — —  =o,683o55;  — _ri,3738o6;  __ro,949i28;  -—--0,572896; 
— -  -  0,327198;  _-^—  -3,877102;  — —  =z  2,017767;  -^—  zn  2,992245; 

IIÇ  -  2,881218;  B<^>  zz  o,3o4936;  B^^^  zz:  -  0,805899;  B^3)  _-  _  0,09822; 

B^4)  —__  0,024171;  C^'^  zz  0,8745;  C^^>  zz  —  1,86876;  C^3)  _._  0,18495; 
M^3)  ^  18,68777;  N(3)  -  ,4,53^^3.  93t(0  __  ,,9^,3i;  9JlC.)  _  16,79187; 

m^3)~  28,4771;  931^-1)  _  ,^j3o6.  9jîC- 2)  __  ,^8829;  ^co -__.  2,4481; 
91^^)  =  5,57764;  ^^3)  _  5,^0211;  !n<4)  -  _  ,,53244. 

m'a .  loooooo  zz  489,0213;  ~p-/=  io,5755;  7  zr  o,o56i68;  7' zz  0,04667. 


4(4  ASTRONOMIE     PHYSIQUE 

Inégalité  du  rayon  vecteur  de  Saturne  rz: 
3891,174-8153,84.005(3^— ■t))4-i383,84.cos  2(3^--fc)) +320,07. cos3(l^_^) 
-|-99,3.cos4(î^ — ^t))+35»^'-cos5(f^— ■5)+i3,93.cos6(î^ — "fc))— 342,94.005(^—5.') 

—2075,5.008(2'^  —  Q^ — TA?) +5397  .005(2"^ — 9/. — m')-\-\  i58,33.cos(3'5 — vt^ — to) 

■ —  622,94  .  cos  ("3  ^  —  2  î^  —  to')  +  202,01  .  00s  (4"^  —  3f^  —  te) 
4-149.1 2.cos(;^—"t))—394>i-cos';((^—'t))- 48, o3.cos3   ^-■fc))-ii,82.cos4(^-'^) 
—  374.6.COS  Ci^  —  ot^  —  îo-j-  56o,o5  .  cos  (3  ^  —  2  "^  —  w'); 
Jnégal'Ué  de  la  longitude  de  Saturne  zn 

3'',i6.sin(2^_-t>)-3i'',49..sin2(3^— t))-6'','57.sin3(l^— ■!jWi",97.sin4(!3^-t)) 
— o'^7.sin5(î^~■5)— ii^S.sinf  !3^--t04-l'^26.sin(î3^— C3')— 2'',c6.sin(2Ï3^---'^-îo} 
-|-2",88.sin(-^Q^— ;fc>— toO— i8i^89.sin(  "^  — 2^  — TO +417' ,89.sinr2'fc)— 2^— ÎÏ3') 
4-34 ',3i  .sin(i"fc)— 2^— te)— i7".69.siriC3;t^— 23^— ro')4-4' ,79.sinr4"^— 3î^_ro) 
— 2",44.sin(4;^-3î^-.TO0+iV9.sin(  :fc^-42^_ro^_o',7.sin(5-5-43^— ©0 
+9^25.sin(è-î»)-l4^42.sinL■(è-t^)-^^43.sin3  ê-t>)+i^4.sin($-tc) 
^  i",2i  .sin  (  ^  — ts')  -  9"  97  .sin  (^  $  —  i  -  cj)  -h  2^',75  .sin  (-  ^  —  î)  —  ^') 
— i6",92.sin( i  ^  -2"^— ro  +25",i8.sir(}^— 2"^- te')— o',76,sin  4^— 3j,— ^') 

—  o'  ,67  .  sin  (2  "^  —  ^  —  to)  4-  i'',o9  .  sin  (3  5  —  2  ^  —  ro). 
Les  grandes  inégalités, —  i8i'',89.sin(2'fc) — ^ — v5)-\-^\']\8g.s'wÇ'i^—^ — ro'), 
qui  dépendent  des  excentricités  de  Saturne  et  de  Jupiter,  ont  besoin  de  la 
correction  ,  due  à  la  variation  de  ces  excentricités ,  dont  il  a  été  parlé 
(§.  224.)'  Ces  deux  termes  deviendront,  par  ce  qui  précède, 
w(i8i",89-o",oo85o6.0sin(2"5  — ^— Î04-(4i7'>9+o",oijo8.0sin(2"fc)— 2^— to'). 
§.  226.  Les  inégalités  périodiques  qu'Uranus  éprouve  par  l'action  de 
Jupiter  et  de  Saturne  j  les  seules  qui  soient  sensibles  j  seront  calculées  avec 
les  quantités  suivantes. 

Inégalités  d'URJNUS,  dues  à  l'action  de  JUPITER. 

T»:i:o,i4ri8;aiz:3,68827;'aA^'''zzi3j32437;OfA^'^— : — 0,05691 3  a^— — zr  2,ii845| 

«    -j^  =i4,i777;c'  -^-^  =0,i744o;a3    _^^^  1.79215  B'''^  =  0,272i; 

B^^^==o,ooi3i;  0^^^—0,270615  99î^^^zzo,i366655SQî^-^>— 0.40289  3t)fi^-^=o,i356i; 

m[a  »  loooooo  ^z  17-977,2;  ~r-j,  zz.  193,2975  7  ru  0,046675  Y  1110,04817^. 


LIVRE    V,     CHAP.    VU.  4o5 

Inégalités  d'URANUS,  dues  à  Faction  de  SATURNE. 
V  r:  o,35o5892j  a zz  2,01 127^45  «A^'''=:3,49323j  aA^^^zn —  o,2o83ij 


aA^3)—_  0,08683;  aA^^^zz— 0,03791;  «^  -^—  —  2,484g5;  a=  — —  =5,28o3; 


-^ZZ2,484o5;a--^^ 


^3£1^'— — 3,o4^Q3:a3L^^4^— — 2,02528;  B^^^==:o,62o5  8;  B^=^>zz 0,0711 32 j 

B^3)  ::::  0,0156763  B^^)  :^  o,oo448i  j  C^'^  =  0,348094;  C^^^  =  —  o,o6P757; 

C^s)  —  __  0,014-42;  US"'^  —  6  o33i9;  N^-^^  =  19-24837;  9;î^^>  —  0,48909? 

ç,^j(-,)  _-  ,5^35433  S)îC-2)  ___  o,86o4i  0Î^'^  m  0,25457; 

$y^C-j>_  43^36^31.  0i^-2)—_  0,47551; 

m'a.  10000001=15428,09;  -r^,  =:  58,d645;'V  z=o,o4667;yzro,o56j68. 

Inégalité  du  rayon  vecteur  d*Uranus  ZH 

8694,6  4-  4891 ,6i  .  cos  (3^  —  ^  )  +  23,62  .  cos  2  r^  ~  ^0 
-|-3368,28.cos(t)-  ^ ) -h386,  i  i .cos2C5- g )-f  84 ,55.cos3(^-  ^  )+24,32.cos4Cà-  ^ ) 

.^  1 528,39  .  cos    2  è  —  t>  —  55)  -4^  5868,57  .  cos  (2  ^  -—  "^  —VS')i 
Inégalité  de  la  longitude  d*Uranus  zz: 
52",3i.sin(î^— ^)-i'',23.sin(f3^-TO)-3",63.sin(2$-3/-TO)4-i",26.sm(2  3^-^-w') 

-f  2o'',32  .  sin  (-5  —  Ê  )  —  4",oi  .  siu2  (t^  —  ^  )  _  o",8ji .  sin  3  ("^  —  ^  ) 
—  i",33 . sin  t^  —  ^ ^  +  o ',83 . sin  (2-fc>  —  ^  —  to)  —  41^,82 . sin  (2  ^  —  "^  —  ro) 

-i-i4 »/^i 7.sin (2  ^  — -t)— rsO-f  a",34.sin(3  è  — 2;fc>-roj^i^56.sin (3  ^— 2t)-toO- 
En  ajoutant  au  terme  i42",i7  .  sin  (2  ^ — "^  —  ro')  la  correction,  due  à  la 
variation  de  l'excentricilé  de  haturne,  il  deviendra 

4-  (i42",i7~o",oo6649.0sin(2|  — t>— îs'). 
§.  227.  Pour  calculer  les  inégalités  des  trois  grandes  planètes,  qui 
dépendent  de  la  seconde  et  de  la  troisième  puissance  des  excentricités  et  des 
inclinaisons,  il  faut  connaître  les  variations  des  fonctions  de  leurs  élémenç, 
que  nous  avons  désignées  par  f^g,  etc.  f,  g,  etc.  Ces  variations  seront  calcu- 
lées par  la  méthode  exposée  dans  le  §.  192.  Si  l'on  multiplie  par  200  les 
Yariations  AaQJjelleSj  données  plus  haut  (^§.210.  212.  214^  219.  221.  222.  223,)^ 


4c6  A  S  T  R  0  N  0  M  I  E    P  H  Y  S  I  Q  U  E 

et  qu'on  les  ajoute  avec  les  élémens,  renfermés  dans  la  Table  I,  on  trouvera, 
pour  l'an  2000,  les  élémens  suivans. 

T  A  B  L  E    XI. 

Elémens  des  Planètes   à  l'époque  de  l'an  2000* 


Inclinaison 

]Soeud 

Excentricité 

1 
Périhélie 

5 

=  ^ 

=:J 

—  y 

zn  w 

6^59^35-,4 

i^i5^43'.27';5 

0,20552202 

2^l4^.4o^4l'^8 

? 

J.  23. 3i,  7 

2.  14.  21.  29,7 

0,00673105 

4.     8.  29. 18,  3 

5 

0 

, ^  =_  __ 

0,01669600 

3.  10.    8.56,  4 

^ 

1.  5o.    I,  4 

I.  17.  29.  29. 

0,09331270 

i  1.     3.  16.   6,  2 

% 

I.   18.37,  3 

3.     8.  46.  2,7 

0,04843391 

0.  I  r.  29.  35,  5 

5' 

2.  29.57,  8 

3.  21.  25.46,2 

0,05564^9^ 

3.     0.    2.  47,  I 

l 

0.  46.35,  6 

2.  12.  59.47,9 

0,04662022 

5.  17.29.40. 

Si  l'on  substitue  les  valeurs  précédentes  pour  ù,  ê' ,  J,J',  "^j 'V',  ïic»,  ro',  dans 
les  formules  XIV  —  XVII  (§.  210.),  on  trouvera  les  variations  annuelles  des 
élémens  de  Jupiter,  de  Saturne,  et  d'Uranus,  qui  auront  lieu  l'an  2000,  ainsi 
^u'on  le  verra  dans   les   Tables  suivantes» 


TABLE    XIL 

Inégalités  séculaires  de  JUPITER,   dues  à  l'action  des  Planètes 


200c 

Mercure 

-|~0'''.000022 

Venus 

La  Terre 

Murs 

iSaturne 

Lfanus 

4-o'',oooiio 

0 

-|-o'''',oooo8c' 

-0' ',07005 

W,ooo565 

m'ô"  J 

-|-o'^ooo5o4 

4-o",oo6o84 

— ©'",009163 

— o''',ooo397 

+6",3 1002: 

-0^^045443 

m' ly 

4-o'^,ooooc4 

-|-o^',ooooc5 

4-o''',oooo37 

— o",oooo67 

-i-o",26o976 

^-o''',ooo6 1 5 

ni'^Tx 

-fo",oooi86 

-|-o'',oo452.i 

-f-o",oo9i45 

-|-o",ooi44' 

4-6",2302]  ' 

+-0'',  125 179 

LIVRE    V,    C  H  A  P.    VÏL 

TABLE    XIIL 

Inégalités   séculaires    de   SATURNE,    dues   à   l'action   des   Planètes 


4^7 


>00( 

Mercure 

Vénus 

La  Terre 

Mars 

-!-o'^.000OI(. 

Jupiter 

Uranus 

n'  Bè 

-f-o'  ,ooooo3 

-j-o'^jOoouig 

o 

-j-o''';  0897  7  bl 

-f-o''',oo297  . 

7/ô-J 

-|-o''',ooooo4 

-[-o'",oooo45 

— o",ooio44 

-  0^,000228 

— 8'',75o664 

-0",  26943  c 

7?'Ô"7 

— o'',oooooo 

-|-'0''',000000 

-{-o'',oooooo 

-o",ooooo6 

— o'',555572 

+  o'Vjc9709 

m  ôco 

-j-O^'', 000022 

4-o'',ooo5 1 7  -j-o'  ,00 1  oo3 

-f-o", 000389 

+-1 5^8837.30 

i-o'^3i6366 

T  A  B  L  E    XIV, 

Inégalités  séculaires  d'' URANUS ,   du;s  à  F  action  des  Planètes 


iooo       Mercure 

Vénus 

La   Terre 

Mars 

Jupiter 

Saturne 

'n'  ô'ô-[-o",00000o 
7/ô'J-j-o''',ooooi7 
n'hy — 0'', 000000 
■//''ô'ro -j-o", 000002 

— 0'', 00000c 
-(-o'',oooi5;j 
— o"^oooooc 
-j-o", 000045 

0 

— 0^,000089 
— o'^oooooo 
-|-o''',oooo88 

-[-o",oooooo 
-(-o",oooo33 
-j-o'', 000000 
-|-o'''',oooo34 

-o''',oo9i48 
W,488j46 
-o'',oo6o83 

+  l",2I29l5 

-o''',o375o6 
4-2'",  T  29938 
-o",o45o95 
-l-i",!  66960 

Si  on  ajoute  ensemble  les  quantités  précédentes,   on  aura  pour  l'an  2000,  les 

variations  annuelles  des  élémens  de  Jupiter 

(Ô0=—  0^,0692743  (â^J)=+  6",26i6o8j  (J'y)  =4-0^261570^  (ô:tÂî)z=4-6",37o684; 

de  Saturne 
W=:+o",09278i3  (ôJ)zr— 9",02i3i7j  (Ô7j:=— o",545869;  (ôîi(5}=:4-i6",202o47; 

d' Uranus 

(00)=::— o'',o46654; (5J)zz4- 2",6i8i97;  (ô->i)=-  0^0511783 (ô-ro)-:4-2",38oo44. 

En    ôtant    ces    valeurs    de    celles    qu'on     a   trouvées    pour    l'an    1800 

(§.  221.  222,  223.),   et   divisant  le  résidu  par   200   (§.  188.)  on  trouvera 

,-.  53^  1//  33J  1//  rtre 

pour  Jupiter,  — --  =z  4-  0^00002207;  — ^  =:  4"  °  yOOo59i55| 

-T-7f  zz  —  0  ,000009695  ziz  —  0,000000000047;  -rya  :^  4-  0  ,ooo34oood,- 
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pour  Saturne,  — —  nr  —  o'^jOCOoSioS;  ——  =:  —  o'^ooooSSgS; 

ziz  —  o'^jOCoosoS  zn  —  0,0000000000984;  -TI5"  =^  -4-  o",ooo3o826j 

pour   JJranuSj  — —  ni  -f  o-^,ooooo2o35;  —— -  z=r  -f  o'',ooo244585; 

''  a  t  al 

, :ri:  -|-  o  ,ooooc2jo5  m  -|-  o  ,00000000001  i47j"  -5--^  m  —  o  ,oooo49î»>7. 

Maintenant  on  calculera,    à  l'aide  des  formules  (a)    f§.  188.),   [^]  n:  ô -|- ^  ^^ 

c  r 

4,  —  , — -  etc.  les  valeurs  desélémens  qui  répondent  auxépoques  de^Soo  et  de  2800, 
savoir  (0  =  ^  +  5oo.ôô-["  ^2^o°o-y+2j   W  :=^  ^  -|- iooo.<5^4-5ooooo.  — ,  etc. 
ôo  ôJ,  etc.  étant  les  valeurs  trouvées  précédemment  (§.221.222.223.).  On  aura  donc 
pour  Juipitery  (ô)  ou  {r)  ==  i°i8'i7'',9;  [y)]  1=  i°i7'5o'',4; 
(J)  —  3^9°i/59'',6j  [JJ  =:  3^io°i2'53'',i; 
(7)  =0,04881129^  ['V]=:o,o/,943243;  (w)  =  0^12°  1 '48'', 83  M  =  o^i2''56'27",7; 
pour   Saturne 
(il)  =  2°3o'23",5;  W  =  2«  3î'  1";   (J)  ==  3^20°4o'34",2;  [J]  —  3^i9°25'o'^ 
(7)  =:  0,054842623  [7]  zz  0,05349234;  (to)  —  3^i«24'/',73  [to]  nz  3^3  V33'  ,45 
pour   Uranus 
(7l)  =  o%6'i",7;  M  :=  o°45'38",9;  (J)  -  2^i3^3'9",23  [J]  =  2^1 3=36 '5",63 
(7)=ro,o46546533  [7]  =  o,o464^56J3  (te)  — 5^i7°4i'3o",8;  [ro]  =1  5^ia°i'7",3. 
§.   228.  Les  valeurs  de  y\  {Tab.  I.),  (vi\  [il],   etc.  donneront  les  quan- 
tités f,g,h,k,  f,g,  etc.  (§.  192.  201.  2o3.)    pour  les  mêmes  époques  de   1800, 
23oo,  et  2800.     On  trouvera 

pour  les  perturbations  de  Jupiter  par  l'action  de  Saturne, 

f  1=0,000880257 23  (/)  =  0,000971 36495  [/]  1=0,00106677173 

/'=!  0,0021477718;  ('/')=:o,oo2i75536oj  [/']=i:o,oo2i984in3 

§■=10,0026625515;  r^)=:  0,0026037114;  [ê']  =  o,oo2533c;267; 
^''^  —  o,ooo48352io;  (^')  =3—0,00062 18457;  [g'']  =1—0,0007561840; 

/i  ==  0,0000936-40;        (h)  zz  —  0,000. 47 i5o4;   [A]  =:—  o,ooo366i568; 
;/—_»  0,0031534891;  r//)=:— o,oo3oo4iiii;  [//J  —  —  0,0028379065; 

k  —  —  0,0004569216;  r/?-)  —  — 0,0004350892;  [/(']  z=  —  0,0004^64599; 

^'  —  —0,0001469547;  (/t')z-:—  0,0002026719;  [A-'J  =:  —  0,0002553911; 
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f  ii:o,noof:6  6.7613         ff)  zr:  cooncôBSoo^Sj          [f]  —  0,00007572626; 
f  —  o,ooo<;9->3294'j;       (f)i=  0,00009  976305         [f  J  =z  0,000094  068J3 
9  zr  o,oooî2]35709;         ç\    rz  0,0001 17970:65         fci]  =:  0,0001 1370073; 
g   zz  —  0,0000^764690;  (C|')  zi: —  o,oooo56  7:^64;  [g'J  ::= —  o,oooo644^(^^^3 
f)  rz  —  0,0000--' 4^J36 28;     ())  zz  —  0,000037-8754;    [hl  :== — 0,00004906677; 
^  zz:  —  0,000 [4993759;  (f)')  zz  —  0,000^4  9' 7*^^^'  [^'J  =^  —  0,00013266810; 
f  zz — .0,00017702854;   (0  = — 0,000364  o652;    lf]zz — o,oooî 5023817; 
£■  zz  —  O5O000G788660;  (f)  zz  0,00001 205658;        [f'J  zz  0,0000^9  7909; 
ï  zz — 0,00002296703;   (î)  zz— 0,000022.83276;    [IJ  zz — 0,00002-4  9'^'^ 
l'  — : —  0,00000269220;  4')  ZZ—  0,00000524-98;  [T]  zz  —  0,00000780432; 
VA  rz: —  o,oooooS634î4;  v»")  ^^ —  o,oooo3o5-,785;  Tm]  zz  • —  0,00001223917; 
m'  zz  0,00002553921;      (m'}  zz  0,000024126,  7;      [m'j  zz  0,00002257364. 
On  en  conclura,  au  moyen  des  formules  (D)  (§.    hj2.)  , 
a/_i779i65     9/'__Go4i75    5'^ îo66556    d  g' s8()6558    dh 5o55o68 

dh^  __  2619294     dk  368G79     dh/ ii44r>24     ô'f  ^__  134719     ^f  __  i^^^ 

dQ  68914     d^' i7?.8i.'>     9f>  264845     à\)' 14819.6     Sî  0.52977 

3f' 4"647"    ôï 407    ^f' 5ii5o    5m 09696    dm' 26862 

55f  12936      ô3f'  20654     Soig  555ou      dSQ'  8942      d5f)  472S1 

ddj)' 49137    ddt 69855    ddî' Î09627    dd{ II570 

d^l'  _58      ddm 7288     ddm   5588 

Il  est  aisé  de  voir,  que  les  nombres  précédens  donnent  en  même  tems  les 
quantités,  relatives  aux  perturbations  de  Saturne  par  l'action  de  Japiier,  si 
l'on  change  yen  A^  f  en  î,  q  en  f),  ï  en  m,  et  réciproquement.  Les  diffé- 
renlielles  premières  —,  etc.  doivent  être  divisées  par  le  mojœn  mouvement 
annuel  de  la  planète  troublée,  n^  et  les  dilïérenlielles  secondes  par  7i''  (§•  îg^Oi 
et  Ton   a  (§.  2o3.  et  Tab.  I.), 
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pour  Jupilcr,  «  zz:  o^Sa^Ggcy;  ?^"  rr  0,280572; 
pour  Saturne,  nzn  /^'i<^Q(î"  ,'à  zn  o^'iiàSoio;   /r  zz  0,045498;  , 
pour  Ilmnus,  nim   i5'^24  ,8  ^^^  o,o'2478i  5;  «^  zz  0,0055928. 
Ori  trouvera  par  ie  même  procédé,  pour  les  perturbalions  de  ^fz/r/ze  par  Uranus, 
J^ zizo^ooooq'G'i^o;         (  A)  =  —  o,oooi47 1504,^  [yj  zz  —  o,ooo366i568; 
y  zz  —  0,0031534891;  {J')zzi — ^  o,oo3oo4i  1113    [y'jzz  —  0,0028379060; 
g  zz — 0^0025490836;    igy"^  —  0,0020066293;    [^]  zz  —  0,0024578701; 
g'  zz  —  0,00061 1  -{4'î;  {8  )^^  —  0,0004^297  17;-    [^  j  zz:  —  0,0003587263; 
h  m  —  o,ooo93oo334;    {h)  :zz — 0,0009c  246 '4;    ['^J  ^^ — o,oûo8'j53702; 
A'^zz  0,0019695^68;         (/z ,  =105001969(769;  [/z'j  zz  0,0019^93718; 

k  zz — o,o(  1113572s-     C/^)  =z  —  0,0010872^20;    [/(•]    zz: — 0,0010647^90; 
^"  zz  —  o,ooo3463o6J;  (^  1  zz  —  o,ooo4i8336i;    \k']  zz:  —  0,0004875972;: 

df 5o532        df^' ^  28193        dg  ■7810        5  g'  26117 

dh  5.56a      dh^  4i         dk  4664      d  k'  i4683 

On   aura   les   quantités    relatives   aux  perturbations;  d'Uranus  par  Saturne,   sii 
Ton  change  f  en  h,   et  h  en  yi: 

§.    229.   Relativement    à  la  première   équation,   de   Jupiter   du   second 
degré  (XVIIL  XIX.  §.   193.),   on  a 

c(4)  :::=  0,784084;  f|-  m  7,8022471  -~t  =  '5,45485;  ^-^  =  i7,o58i55;; 

-r— —  ZZ  i6,655445;  a^a  %^'^'  zro,233i64;  a^ a'  ~^—  =  ija65224^ 

.  J^^A^^s:  ;i3A<*^  ;)3Af5^' 

^4  ^^_„  _  „  î,366665;  «4  1_^^  _  _  i.,5o8444;  câ  ^^  z:z  —  î,4^eS32. 

Au  moyen  de  ces  valeurs,  et  de  celles  de  aA^^)^  cA^'*'',.  «A*'-^-',  a"-:; — ^ 
€tc.  qui  ont  été  données  dans  le  §.  254»  on  trouvera  (^.  193.),, 

E  zz  —  142,072  ./-[-  473,7702  .  g  —  390,364  »  h  —  i3,5324  .  k 

^  278,026.  ^  —  926,854.  -^  +  7^7,422.  -~  -\-  26,528 .  -^'r 

Fin—  287,439./-|-957,6.^  — 792,2,/z  —  27,353./^ 
4-  2c635.  -(^  —  68795,6.  -|'  4-  56959,2.  -^^'  -f  1968,8.  ^' 
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Si    l'on   substitue    les    valeurs  précédentes  de  /,  g,  h,  k,  —-- .   etc.    r§.  228.). 

et  qu'on  multiplie  E  par  jr/ a.  \ 000000  zz  ï471'7'74)  et  F  par -—-^,  zt.  58,3645 

(5.    2  24)?   on  trouvera 

E—  . 628,835  E'—!o.l8,35;F  —  i33^6-,;F'=i84",454.     On  a  donc  r§.  193.) 

?7/ai/'——  i6-.8,83  .sin^—  ao38,35  ,cos(p,  m'Vziz  1.3^,62  .coscp—  84'', 454.sincp, 

Cj:  étant  5^—3  9i   /§,   193.). 

La  correction  de  ces  équations,    due  aux  varlalions  des  éiémens  (§.  208.},  se 

trouvera,  en  mettant  y -|- /  ^-  à  la  place  de  f,   etc.     Les  valeurs  précédentes 

df 
de  —,   etc.   (^.  228.)   donneront 

E  =  1628,83 -|-/.  o,r^835  E'=  îo38,35 —i,o,3688j 
d'où    il  viendra 

77/ ai/' zz—  r  1628,83  Jh  t .  0,1783)  sin  <$-  (io38,35  —  /.  o,3638)cûs  <$. 
En   faisant  donc,  suivant  la  méthode  du  §.  2.08. 

m' au"  =z  —  (P  +  ^t)  cos  (p  _  (p  -i-  ^^ j  =  —  ((P  -|^  ^/)  cos  (p  —  (p)  A-  ^'è/  sin  Çp  — Cp}, 
on  aura,   en  comparant   ces  deux  valeurs    de   m' aif , 

P  sin  p  —  16  >8,83j     P  cos  p  =  io38,35; 
P^sinp  —  $"  cos/?:zzo,3688.j  Pj^' cos  p -j- $"  sin p:r=i  0,1-783. 
Les  deux  dernières  donnent 

i  zz  0,1783  .  sin  p  — .  o^3o8b^  00s |?_,  4  m  ■ ^ 

et  l'on   conclura  des  deux  premières, 

i6q8,83  î6q8.83       .  r    r.      1    i^  ->     cr 

tang  «  =:  — r— T7 ,     P  =^ — ;  donc  p  =:  57^20  ,  P  zz  1901,04. 

^^         1038,30 '■  sinj»     '  ^  J      J  ■>  ^      ' 

En  substituant  ces  valeurs  de  p  et  P,   on  aura 

^  zz — 0,0479;  §  zzo,ooo2îc<)zz:43^^44;  ^'où  il  vient 
XVIIL  77/ au"  —  —  (193 1 ,64  —  i{ .  0,0479}  cos  (J  g/  _  5 1)  -H  57°29'  4-  ^  .43'^44). 

Par  le  même  procédé  on  trouvera 

Fzz:  i33'' ,62 -fo'' ,014268.^,  F' zz  84^^,454  —  0^2955 1  . -'^ 
ionc  en  faisant 

7?/U"zz(P-|-^0  sin  (/?--Cp+ ^'0,   on  aura 
p  :zz  57°42'i9",  P  zz  i58",072;-   $"  rz  —  o'>o37274;  ^  zz  0,00020625  zz  ^^'\^^; 
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XIX.  ;;2aJ'z=(.58''',07— ^.  0^^003727)  sin(i3/— 5^  + 57°4/,  9'^  4-^-4^^54}. 
Pour  la  seconde   inégalité   de  Jupiter,    qui  a    l'argument   w  —  3  k  _  O/ 
(g.    196),    on  a  besoin,    outre    les  quantités  données   précédemment  (§.  224.) 
des  suivantes  : 

^^-  zz  12,878804^  -j^  ::=  .2,83205;  --  zz  i5454S5^ 
c^^'  zz  2,082181;  -— —  i=r  i3,4i6o26: 

a  oc 

«^  — —zz— 1,1 38866;  a^  — ^  zz:~  1,134732;  «4  ___  __  _  j^sqqqq^j. 

a^ d  ît*^^-*  z=  0,6iQi65:  a} a'  — ^ —  zz:  2, 175563. 

Ao   mojen  de  cq^   valeurs   on    a  conclu 

ÎX  zz  —  3,5o4 1 2;  X  —  —  r  ,3oo7  !  ;  XI  ~  —  1 ,93Bo4;  Xïï  r=  0,42462,; 

F  ==  —  20,î4585  .,/4--  84,14689  . g  —  12,52:27  .  h  —  2,488] 9  .  Z-; 

d'où  ii    vieni,  si  Ton  substitue  les  valeurs  précédentes  de  in'^a^J)  g,  etc. 

XXÏI.  m  au"  zz  î 0,0672  .  sin  w  -j-  ao.oSSS  .  ces  oj, 

XXIIi,  /?/  U'''  ~  2'',629 i  5  .  sin  to  -j-  i2''>4o86  .  ces  w, 

ou  suivant   la  méthode    du  §.   208, 

XXII.  m'a  il"  zz  22,42  ,  ces  ^3  ^j  —  9/  —  ûCy^Sg^} , 

XX1IL/./U-ZZ  12^325  :  sin  {^^ -^  %  -{-  if^^^f). 

§.  23o,    La    première    inégalité   de  Saturne,  "du  second  ordre,    dépend 

de  l'action  de  Jupiter  et   de  Fargumeat  cp' zz  4  5  — -  2  ^i   (§.   39''0.    Pour  cela, 

on   a   déjà  trouvé  (g.   225.)  les  quantités  aA'^'\ffÂ'3\  «A^-^^  a   — --^a^-—^, 

«"  — r — ,  «-^  — -     -,  a^  — TT~»  ^^  ~T"-?-;    et  l'on  a^   relativement  aux  pefiur- 
baiioas   de  Jupiter  par  Saturnp^ 

— ^ — T"  ^^  i2,832o5:  -— zz  i5,4-5485î zz  i7,o58i55;. 

c^^^  ZZ  1,295672;  — —  zzio,5986iî; 

6p~-=: — —  ZZ  —  1,134732;  «4 —-  „_  1,366665:  a^ zz  —  i.5o8444/ 

cC d  'iv^'  zz  o,38cJ29533  a^  d  —^ —  zz  1,71860755 
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d'où  Ton  conclura  pour  ics  perturbations  de  Saturne  par  Jupiter, 


a  • 


UL_  z=:23,8q8i3;  câ  -^-—=119,802823  a^  -^--3-  z=  15,67279; 


Au   moyen   de  ces  valeurs  on  trouvera  (§.   195.) 

Ez=~4^770'3.(/z4-^iÎ)+5ior8xx(^4-^|f)--i54.849(/+/^) 

—    169^51    (^^  +  /—j    +569702730.    ^^    —701077380.     ^j 
-\-   210467050.    -^     +    23172390.    -^,. 

F  -  -  1 90-^6-  ",7  (a  +  ^  ^;)  +  232888'^  (^  f  t  |^|  - 
-  7o5i5',8.(/4-^  ^)"  7758",6  (^-  +  ^  |^^ 


4-  25420266".  ^^-  —  3io56i38''.  ^  4-  9'^9572i"-.  ^  -^  io3ônog'\  -'^-; 

d'où  Ton  tirera   (XX.  XXi.  §.   195.) 
,?7/mrzz:ri228o44+/,i,:777)sin(4'5~23^)4-(7592,38— ^.2,683i)  os(4"t,— 2f^0» 

«z'U  'r(344"'.865-/  o'',(^ï:>b3o],-)n(4'5-2S^}-i^56o", 0674-^.0 ''5o58g974)^'os(4'5~"^^)? 
et    suivant   la    méthode  du  §.   208, 

XX.  n/au''  —  (i44:i8  —  ^  .  0,3242)  cos  (22^  —  4:5  -f  58°.6'25"  -f  ^ .  4./',2027), 

XXLm'U''— — (ÔJ7'\73— ^o",oi428)sin(.>.0/~4tï-|-58°22'37'-]-^.4o",o202j. 

La  seconde  inégalité  de  Saturne  a  l'argament  w'iz:3'5  —  1^  (§•  197)- 
On  a,  outre  les  quantiiés  prétéaentes  (§.  2i5.),  par  rapport  aux  perturba- 
tions  de   Jupiter, 

—  =:  ï2,8'788o4;  c^^^  =  2,0821 3i: •  zn  i3, 4^6026;   donc 

à  a^    .  '    '  d  a 

^4  i!/^'l-  —  _  1, 138866;  c^c/  51^'^  —  0,6^916  >33  G^a'  — '-  —  2,1755633^ 
d'où  Ton  a  conclu  pour  les  perturbations  de  Saturne, 

«4  1/L_  —  27,20263;  «V?l.^^^  —  1,135422;  aV  -    -  ——7,395801.. 
Ces  valeurs  donneiX'nt  ^XXIV.  XXV.  §.  197.) 
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XÏII=-9,858,73;  XIY— -39/10P47:  XV  =:- 6,874388^  XVI  -  o.go.oSSG; 

Fm—  y4^oo34s'4  .  h  -j-  157,767  ^^  -  g  —  25,4-' 79^4-/ — 3,206607  .k. 
Si   Ton  substitue  les  valeurs   \\e  f,  g,  h,  k,  etc.  (§.   2I8.),    et  qu'on  multiplie 
les   premières  quantités  par  ma.ioooooo,  €l  les  dernières,  par -7^— (§.  223.}» 
il    viendra 

m'rti/— -117  5,6264.sinco'-[-3i, 5339. -osto',//2'U":=:—56'',î326.cosw' — 6'',84o9.sinwV 
et  d'après   la  méthode  précédente  (§.  208.), 

XXIV.  m' a  u'  —  1 .  76,05  .  ces  C3 1)  _  3.  -t-  88<'27'49'0, 
XXV.    m'U'iz:  — 56'",55.sin  (3"^  —  Sv  +  83°  3' 6''> 
§.  23 1.   Pour    calculer  Tinégaiité  d'Uranus ,    qui  dépend   de  l'action  de 

Saturne  et   de  l'argument  0/ =:  3  ^  — "5    (§•  iQ^O.  on   a  besoin  des  quantités 

.   ,            ,.         ^,^.       ,5A^"       .3A'^'       .dA'^'       ^ddA'^>       ^d)A'^>  ^d^A'^' 

aA^'\  aA^-\  aA^^\  «^          -,  a-       _,  a""  — — ,  «^-^;^,  «^  "T;?-'  "^   "T."^» 

'               '                           da              on.              d  a               a  a                 a  a  oa 

^sj^crj  â^A~^^  ^^A'^'' 

qui   ont   été  données  plus  haut  (§.  I2i6.),  et  dea'^-— -^-,  «+---—,  «"^  -^-^-^ 

«■^'rt' 51''^-',    a^a' ■ .     Or  on    a  relativement    aux   perturbations    de   Saturne 

^  â  a. 

par  Uranus, 

--=9,578.67;    ---z_94^54d;    --  =  ii,9o4'4^ 

c^^^iz:!, 5304525    ^-=19,706565 
d'oià  l'on  a  conclu 

..4  ^j^-  =  21,07343;  «4  '-g- -  =.7,55987;  «4  '-^-  =  i3,5.»33: 

tt^a'  51*^^^  =:::  0,7609355  a^a  —^ —  rz  ~-  4,694669. 

Au  moyen  de  ces  valeurs  on  trouvera   (§.  198.), 

y,  —  —  24  i9-'48  'h  -\-  105,61872  .g  —  24,31914  -f —  3,37307  .  k 

+  ^5o,.2o.  _^-  -631,0114.  -3-  -I-  178,0347.  -5-^  4  25,178.  --, 

F  31—  150,4187  .A-f  906,6995.^-  244,8854./— 33,7436. /[• 

+  ^5  ■3,^6.  i^  -  .a449,83.  ^-|;  +  3430,5,.  ^^  +  4,8,98.  ii^. 

En  substituant  les  valeurs  def.g,  etc.  —,  etc.  (§.  228.),  et  multipliant  E,E', 
par  77?'^.  1000000=^5408,09,  et  F,  F',  par  £^  zz  58'',3545  (§.226,),  on  aura 
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vE=:—  i345,o58;r  —  — 175,015;  F=:— 127^,7123;  F'zi:--i'^,Qx47j 
d'où   il  viendra  fg.   198.) 

inauzz.  1  -45,058  .sinco'-^:i  75,01 5  .cosco',77^^U"=:rl  27',7î23  .cosco'— i'^,9i47  .sinw'^ 
et  suivant  la  méthode  exposée  dans   le  §.  208, 

XXVI.     m'az/'zz  i356,4.cos(3$  —  tj_82'>35'ii'0, 

XXVII.     m'u'"  1=  _  r27-,73  .  sin  r3  ^  -  5  _  89-8'27''> 

On  a  vu  (§.  206.),  que  la  partie  prineipale  de  U"  est  /w  U' —  3«a/3//(a  R). 

Il   en  résulte,    par  la  réaction  d'Uranus,    une   inégalité   de  Saturne,  /7zfU''')  Z3 

3/2V/a//(3'R).    Or  l'argument  de  cette  inégalité  étant  "^  —  3^z:i|u,' 3ia    on 

vf 
aura    (aRjzz:— —  (9R),  d'où  il   viendra  une  inégalité  analogue  de  Saturne, 

<^"^--  jSÂ  "^^"--  «'^4432  .  m'U''-+  3i'>5 .  sin  (3  ^_-^_89°8'27''}. 
§.  232.  Les  formules  du  §.  acs  et  2o3 ,  qui  donnent  \^  grande  inéga- 
lité de  Jupiter,  due  à  l'action  de  Saturne,  et  dépendante  des  troisièmes  puis- 
sances des  excentricités  et  inclinaisons^  renferment,  outre  les  quantités  don- 
nées précédemment  (§.  2?4-  229.   23o.),  encore  les  suivantes: 

-7,-  -87.3027,  ^-  =:b9,86i5;  -^  =  101,3809,  -_  =:  ii3,5238; 

—  —  =:86,902]5j —-J-— —  75,08115;  d'où  il  vient 
^'^-^^—  =-4,2C9923;  a^  —  —  =_  4,333oi4;  a^  -^-^    =:_4,8888o3; 

a^  ^  ==-5,47436.;  oA a'  ^  =  j^l^^,  a^a'  l^  ^  6,639389.      , 

Ainsi  les  formules  (^.  202.  2(  3.)  donneront 

«C^=— 42,. 4769; aC^^——45i, i2278;aŒ"=z:- 114445- 28;«C"=z—84i,7i5c6; 
aC'=39,o3579;ûG'^-îOi,46487;ac^=z— i398o,6;ac'"~_69859;rtc'"=— ii5566,6; 
«c"zz— 63072, 2;ac' =0994  4=f/c°-— 7680, 5;a7''——>  10378095  a?''—— 5187011; 

û7"'  zz:—  8582226;  «7"  =—4687172;  ay  =296231;  fi7=  =  57o536; 

D'^  =—  ^.o5o4,75;  D^^  =—  Î02879.7;  D'"  =—  i7(  688,5-2;  D"  =^93.^08,64; 

D^=r5866,r9;   D°=  11229,08;  r/^  m  —  30743.9;  r/^^  =  — ,5452970; 

^'"  =—2906^611;  d^^  ~—  10968139;  f/'  =  876322;  d=—  J689438; 

=:  —  3440J4;' =  —  1 7^^-16% zi;  —  2802745; 

3000  •^  1000  '       *^'  ÎOOO  ^^    ^ 
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■ HT —  i55G63q: rroSlia; zi:  i8q322; 


et  Ton  aura  les  équations  XXVïlI,  XXIX, 


z/''z::rsinil/. 


ndt  nat  îi-îf     '  nd  t    '  n""  dt^  n'^df 


+  «'V-^;^;^-a7-  —  ^.-«'y     ^,^^, 


3  3  ! 


^.351     ,      ^  „■  3  3  m 


COS  ^|'  . 


3a.    ,  3  î        ,  3  m  .   . „ 3  a  f  ' 


m'  —  ac    ~~ 

nô  t 


2    ;);,fj' 

2        1 


,      IV  ^  9  Tii  5^     ,      II    ^^    .      I   5Î  ^  3  m    ,         33 

-{-ac'^ —^    — GC     ' H-ac     — ^^ — \-ac   ■ ac° h-a7   

nat  71  à  t  nat  ndi  ndt  n'^d; 

I      V       3 1     2  3 1 V         V       3  f     2    cJt^J  y       àt     Z    dt- 

1     r.jr/'e.        5Ê'     t=    33r\    ^jA     ,  3r      t^   33r\     „^/     ,        3^m'      t^   ^,jj„^ 
I  V  3t      z    àt^J  \  dt       z    àt'/  V  dt       z     dt\ 

!   ,    d^'/3f   ,      33f\       ciiv/^g         55g\       di"/3!)   ,      dàç.       â'^   de   ,      3,ia    ! 

i         0^  3  3Î)'  ô"  33!'         ^'  3  3  1'  __  J=  3^3m. 

I  n^  Tt^'  "^  ^  Jt^  '^  7i2  T/^"         ^  ~3  F 


^    d  a   ] 


cV"  3  3  g' 


5ô  ,   t'  5^âVDxiYf)+/.°'^^^'  ^^'^^"^ 


V  ■     "3t     '       2     3f= 

3  m   ,  /^  33  m 


S 


„    ,  3  r 
-(77 -i-^- 


3  3r\  dï„3l' 


v^ 


3  3t' 


3  f 


d^  /3  m'    ,       d  â  m' 


ô^'   3  3  f  ^ï^ôag  Ô"i3  3^  6"    3  3!  5^3  31        ô°   33m 

"^  jx2*  3  f2  ^'yt^"  "T  7^2"  'Y't^         n^'l)t^         n^'  df^  '^  71^'^t 

Faisons  pour  abréger, 


â!= 
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Si   Ton   substitue    les   valeurs   de   f,  g,    efc.  ^J,  —,    etc.  et  «=10,5296907 
f§.  228.),  on   trouvera 

E  r=  0,06596763  F  —  —  o,i5o3894;  G  —  0,86274^  G'  =  —  o,oo63o2; 
Cm 0,000000^699;  H  =—  20,26078;  h' ::=:  0,000027 1  ;  H" rz  0,00000086956. 
Si  l'on  multiplie  E,  F,  par  me  .  1 000000  —  147 1,7  . 74-   et  G,G',G",  H,H',H'', 
par  ——77  zz  58''53645  (§.  229  ),  on  aura 

m  au'"  zn  97,0857  .  sin  vj/  —  221 ,3308  .  cos  v[/, 
n/U'"  =r  ( 1 1 8 1'',9269  ^  / .  o'^oS  1 48o5 1  —  l^  .  o",oooo5c7 5 1 45 )  sin  y^ 

Supposons,  suivant  la  méthode  du  §.  208. 

et  faisons   pour  abréger, 

1 1 8r'',927=:D;  5o",358zE3 o" ,o3 1 ^iSzid',  o'.SG-jSize;  o",oooo5o75-ojo",ooooi575r£5 

de  sorte  que  m'U''' zz  (D  —  d.t  —  S  .t"^)  sin -4/ -L- (^E  —  e  ,i  ^  s.f)  cos^^^, 
La  comparaison  de  ces  deux  valeurs  de  m\}"'  donnera 

îang  L  iz:  — ,  K  .„ ;-,  kzne  sin  L  4-  ff  cos  L,  /  zz  ■ 

°  D  cos  L  i  j  R  * 

K  —  Ê  Sin  L  ~  ô  cos  L  +  -  l\   X  =: ^ .   parlant 

Lzz2°26'22'^     KzrM83^     ^zz  o",o47 10763     /zz63",8392; 
54  :=:-"  o'^ooooo66254;     X  zz  o'',ooo57&625j    d'où   il  vient 

< -j- r  .  o  ,00000663        )      <-  — ^.63^^,839 -f  ^2^  o>oo579S 
On  trouvera  par  le  même  procédé,  , 

XXVIII.   /Tz' Gu''' zz  —  241 ,69  .  cos  (5-fc)  —  2  î^  +  23°  4i'4''). 
§.  233.   Les  formules  du   §.  206.    (XXXIlï.  XXXIV.)  donnent ,    pour 
la  grande  inégalité  de  Saturne,  en  faisant  —  rz:  i,8337q5  zz  a 

lî''  zz  oc  a  (W  sin  v}/  4-  W^'  cos  vp),  U'''  zz  a  a  (Z  cos  v}/  —  Z'  sin  v^). 

On  trouvera,  au  moyen  des  quantités  précédentes  (§.  232.), 
«F7=:— 381,6165;  aE'^zz— 1878,0109;  aE"'zz— 34oo,4832;  aE"zz-20i5,T925| 
«E^zz  96,8572;     aE°zz2o5,88oi3     ae^  =z  —  25779,1;      a e^ ^  zz  —  128799,4; 
c«e"^  ZZ  —  2i3o43,6;      ae"  zz  —  ii6256;      ae' zz  7368,1;      «e'^zz  i4i62,5; 
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a  £^1=:— 1916938;   a£'^=  — 9-78150;   as"»  =  —  15722367; 

a£"zz  —  86519^9;   a  e' zz  547686;   a  s^  zz  io53o'"^3  ; 

aF^=:— i5i46,io;  aF^^:=i— 7  9  446;  aF"'— -  1  61  .9.7;  aF'^zz— 6906^  9; 

aF'  =4^05,71;   aF°±:83ii.-9;  af  —  —  22Hii-6g;      a /'''  —  —  i  i/^ù-jH,. 

«/"' zz— 18941 6of3;    a/"  =1— io36  668;     a/^'rz6  4  9";     «/°=  i?^^74B3; 

zn — aoDoAo; zz  —  i'2782^q;    — - —  zz — 2i!'7722: 


lUOU  louo 


—^  ZZ  —  11574^2;    —zL  — 73,76.    —il-  izz  i4ot)8o. 

1000  loot)  '        '  1000 

Si  l'on   substitue  mainlenant    les  valeurs  de  f,  f,    etc.    ^    ,  eic.     r-     ,  etc.  cl 

'     '  at  a  t^ 

72  zz  0.52969  7    (§.   228.),   et  qu'on  tasse    pour  abréger, 

U"  zz  (G  -t-  G'  /  -f  G"  t^  sin  v^  —  ( d  -f-  H'  /  -|-  H"  t^)  cos  v{/,  on  aura 

u"'zz — o-o66o38o  .  sin  \p -|- o,38853i2    cos  v{/, 

Gzz— i4^'4'75  G' zz  0,000376667;  G''' zz  0,00000064 '  182; 

H  zz  0,67067;  H  zz — 0,0039017;  H   zz  0,000000200238; 

et  en  multipliant  u"^  par  772a.  1000000  zz  89^8,21;  et  G,   H,  etc.  par  -: — ;^  zz 
393'j2963   (§,  225),  on  trouvera 

ma  u'   zz:  3472.773  .  cos  -^  —  590,261  .  sin  \}/, 
m  V"'  zz  —  (  •P68",849  —  i .  o",o728ot4  —  f  .  o'Soooi  -. J9383)  sin  vp 
—  (1-9'  ,638  —  t .  o''. 7541 86  -\-  f  .  o'',oooo3('7o53;  cos  \|/, 
et  en  réduisant  les  deux  termes  en   un  seul,   par  la  méthode  du  §.  208, 

XXXIII.    m  a'  u"'  zz  3522,58  .  cos  (5  "^  —  2  i^  -]-  9^  38  47  '), 
■v-vvTV       T/'  5'^^7i"-7^-'-o';h)678.      r5t^-2Î^  -|-2<^35'i4^4      J 

V  —  ^^  .  o",oooo?4i)       ^      <— ^53",f]779-j-^^.o  ,001 1   5;).3 
§.  234.  il   nous   reste  à   développer  les   petites   inégdiités  de  Jupiter  eî 
de  Saturne,  du  troisième  et  du   second  degré   (^»  204.   2o5.), 

XXX.  §Av  — 
4472378.sin(p{T.7\'osïC— lï.77'cosœ'^IIl.y\>os(2TO'— ro)— IV.ô^Vos(2n— ce  } 
■4-44;2378.L05^^i.7'^smro— ll.'yVsinTO  -|-I11.7'  sin(2îo'— cs^— IV.  ô^sin(>Jl— ît  }, 

XXXI.       ÔAV'ZZ 

— 2,o856  6.sin(î'fv'.7\osîc'~Vi.7rcosi04-VII,7''cos(2îïî-toO-VIII.J\o,<(^n-r.  )} 
— »,ob;,6;^6.tosCp  .-{ V  .y'6mTO'-.V1.7ysinw4-Vil.7  su^^îw-î-.  )— \  lll.ê  suiy^aii-u  ;}, 
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XXXIT.     U''=z 

les  lettres  sans  trait  se  rapportant  à  Jupiter,  celles  marquées  d'un  trait  à  Sa- 
turne, et  (^  étant  -zzi^Ql — 5"^,  C^)' ^i  l '^  — 3"^.  Maintenant  il  faut  obser- 
ver qu'en   vertu   des  formules  (C)  (§.    19'  ),   on   a 

J*  c-o.s  (  >  n  —  xj5)  zn  /i  sin  xj5  -\-  à'  cos  w,     ô^  sin  (7.  U  —  tr)  :=:  /î-  ces  V5  —  >?■'  sin  îcf, 
6'"  cos  ;  2  II  —  t53  )  :z:  ;^  sin  ro'-}-  /t'  costc',     ô'  sin  (■>  H  — t^/)  —  /?■  ces  w' —  k'  sin  to'. 
Les    valeurs    précédentes    de   aA^  \    gA^^\   «A^^\   aA^^\  a^a^[^^\  a'^a'%^^\ 
et  de  leurs  différentielles  (§    a"4-   S'^g.   23o  ),  donnent  (g.    193.    190. ) 
Izr  — 3,8'26i88j  II  =:— 12  7  9 -043  III  =z  —  10,666859;  IV  =z  0,064 joo; 

Vzz:      <  -rT  a  A^^^  -f-  -5-  "    ~^  :r~  "T  T  "    "J— 2  "  +  T  -^—3'  C  »    ^^c.   done 
«co  'o  c'a       'o  ^a*  ô     à  a^    y 

V=z—  -  .  17,15764;  VI  =  — -  .20,9565o4; 
VII  =:—  '''  .6,333407;     VIII  =:-  .o,69645'>^ 

IDZ^-^^ZH  16,75257,-       9^^-^5—44.87295      §.225.). 

Cela  posé,  on  aura,  en  substituant  les  valeurs  de  7,  7',  w,  es  ,  k,  k' ,  (§.  209.  228.) 

XXX  zz:  0,109'.  65 1  .  sin  cp  -f-  o,n4'^707  .  cos  Cp, 

XXXI  z=  —  0,1888648  .  sin  (p'  -}-  0,1 137378  .  cos  cp', 

XXXII  — 0,0-76193  .  sin  (î^  — -tj)  ^0,11878  .cos  ri^  —  \i^' 

Si  on  multiplie  XXX  par  — ^  =:58 ',3645^   et  XXXI,   XXXII,   par  -  >^  = 
i93'',2965j   il  viendra 

XXX  =:  6'',  ?6553  .  sin  (p  -f  6'',66935  .  cos  (p, 

XXXt  =r  —  .^6",5o69  .  sin  cp  -f-  ^l'^g-g  .  cos  cp', 

XXXII  =z  5'  .3i87  .  sin  (q^  —  t,)  ^  22",95:^8  .  cos  (3^  -  ■^), 

et   en  réduisant   les  deux  termes  de  chaque  inégalité  en  un   seul, 

XXX.     m  Svz=  9",22  .  sin  (+  Q/  —  5  +>  -j-  46°  20'  7''), 

XXXI.     m  Sv'  —  —  4o",6  >  .  sir  (..  %~3-ty  .^  ii^3   4  Z')^ 

XXXII.     /»ô'i;'=23',57.sin(3^  —  ■fc^  +  76^54  3&) 

§.  235.  Rassemblons  maintenant    les  diverses    inégalités   pé;iodiques  de 

foutes  les  planètes,    développées  ci-dessus    (§.  211.  2i3.   218.  220.  224.  225. 
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226.  aag,  aSo.  aSi.  aSa.  233.   234),    réduisons  les  teriTies,  ciont  les  arguniens 
ont  la  iTiême  partie  périodi*€|ue,  en  un  seul  par  la  n^.éthode  du  §.  208,  et  sub»- 
sliluons  pour  les  périhélies  w  leurs  valeurs   données   dans  la  Tab.  I  (§.  209.). 
On  aura,  en  faisant  la  distance  moyenne  de  la.  terr&  au  soleil  ^r  1 000000 j 
l'inégalité  du  rayon   vecteur  de  Mercure  zz: 

—  o,o4  -|-  0,43  .  cos  (^  —  $  )  —  1 ,62  .  cos  2  (  ^ —  $  ) 

-^  1 ,4 .  cos  (74°  2 1'  47''  -f-  2  ^  —  w  S  :—  2,95 ,  cos  (74°  2 1  47''  4-  g  —  2  !^ r^ 

l'inégalité  de  la  longitude  de  Mercure  zir 

—  o'',69 .  sin  (  ^  —  ?  )  4- 1  '\5 2 .  sin  q  (  5  _  $  )  -|-  4",2 .  sin  (74-  2 1  '47  '  +  5  —  2  $  ) 
-j-/  ,76sin  74«22>2  ^  -3  $  )4'3V^-5inC74'*22'+  $  -2^)-o',57.sin(^-î  i^8'35'0i 

l'inégalité  du  rayon  i^ecteur  de   T^énus  z^ 
— o,6,-j-3,56.cos(  $-$)+!  5,33.cos2(  $  -  $  )-  i3,02,cos3(  $  -  J  )-2,25oCos4(^  $  -  J;}. 
-f- 4,89  .  cos  ($  —  Q/)—  2,19.  cos  2($  —  3^) 

4-  1 ,53  .  cos  (99°  3o'  -f  2  $  —  3  $  )  -r  2, 52  .  cos  (87°  46'  34''  -j-  4  $  —  5  $.  ); 

l'inégalité  de  la  longitude  de   T^énus  z^ 
-5",63.sin(  $  —  S  )-io'^6i.sin2(  $  -  $  ;+r,74.sin3r  $  -  $  )^-o'^s8,£in4(  $  _  $,)- 

—  2'',9i  ,sin(  $  ~  £^)4-o",88  .sin  2(2  —  9/)  — 3-', 20  .sin (87° 7'  27''' 4-2  $  —3  $  ) 
— o'",87;Sînr99°3o+3  2  ~4  $  )~2'',G4,sin (99^30^4  $  -5$  )-l'^5î.sin(?/-î^°t'3y';i• 
^inégalité  du  rayon  vecteur  de  la  Terre  zz: 

0,43+3 1 ,54.cos(C-0)— 6,26.cos(  $  -  S  )4-i7,87.cos2C  $  -  $  )4-2,82,cos3(  $  -  J  ) 
-}-o,98.co34(.  $  —  $  )-fo,39^:os  (  $  ~  c?  )  -j-ô, 70,0032  (  S  —  r?  )— o,46.cos:-;(  J  —  J'  ) 
-f  i:),94,cos(§  —  2^j  — 9,io,cos2($  —  2.)  — 3,]7.cos(g9°3o'-|-2$  —  3  J), 

—  3,89,cos(87«35'5i"-f-3  $  __4g)^  1,27,  cos  (27^  35' 36'^  4  4  o^  —3^) 

4^  3,26  .  cos  (57*  35'  i4"  -L  23,  _  j  ).      - 
Finégallté  de  la-  longitude  de  la  Terre  i^i: 
6^66.sin(C-'G)+5",52.sin(0— $)— 6',37.sin2(2  — J)~o",78.sir3{$-  5) 
--o'',24.sin4^  $  -  $  )-2",46.sino(  3  _^)  _/',o6.sin(  $  — !3^.-f2",67.sin-.(  J  -1^), 
H-2'',8i,.sin(87«  î2'i3''-|--2.$  —  3  5  ) -f- i-',75  .  sin  (87= -29'  i4'-l-3?  -4é) 
4-  2^07  .  sin  (44«  52'  22"'  -f  o  ^  _  $  )  -f  o",4.7  ,  sin  (27=  35'  36"  4-  3  o''  -  2  J  ) 

4-o'',57  .sin(a^7^^5'36'-r4  J  — 3$)  — 2^,55  .  sin  (2^  —4°  ^3'  ^'O 
47  i",59  .sin  (58»  o'  aS"  4-  2  i^  —  $  )  -f  o",54.  sin  (11=  8'  35/' 4  a£.—  3  3^)3 
à'waégaliU  du  rajon  yecteur  de  /l/ar^  ^i:^ 
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--44-17  4i.c0<$-cî)+4.85.cos2($-c?^+F,iixos3($-c^)+-78,44.cos(c^-O/ 
— 67.94x052/1^— a)- 6.95xoj3(^^-- 2^)4-4,4'.cos^i?—t>)— 2,21. coso(^—"^) 

-f   1.0,04.;. .cos  l4o'  55'  s''  -h  2  d"  —  $  )  —  20,09.  ces  (32"  58'  10"  -[-  3  cî  —  2  J-.j 

-f  3,1 1  .  cas  (.33°  2'  36''  -f-  4  cî  —  3  $  )  —  8,58  .  cos  C4o°  ôa'  i5"  -f  Q.) 
4-8,73.  cos  ('7='  35' 36'  -\-  2  (^  —  Ui')  —54,69.  cos(3o°  n'  )5''-f  al^  —  S') 

—  6,4o  .  cos  (  '7°  35'  36"  -I-  3  c?  —  2  1^)  —  10,74  .  cos  (53^  2'  Sa"  -^  o  ç^-  _  3  3^; 

—  2,04.  cos  (1 1.^  8^35'  4-  3  (^  —  42^)  —  5,56  .  cos  (27*^  35'  36"  -4-  2 -t,,  —  J- ): 
l'inégalité    de    la  longitude  de   Mars-  zn  ^^-^ 

6^49.sin($--c?)-o'^9o,sm■.(5— (^)-24^44-smrc?— S/)-fi3'',6o.sin2((^_!>) 

-f  i",io.sin3r3^  —  %)—  i',28.sin((3^  —  ■5)-[- 0^42  .  sin  2  (  J  —  ■^) 

4-  i"vi.2  .  sin  (27"  35'  J6"  -1-2  $  —  $.)  4-  o'',65  .sin  (^7^  3/  36"  4-  J  ) 

—  i2'^84.,sin(44^45'4-/'4-  2(T  —  $;  -  6^55  .  sin  (33°  2'3B''-f-3cî  -  2$): 

-l-  3'',6i  ..siu  (-^3^  25'  26"  —%)—  2'',87  .  sin  (27^  35'  16"  ^  2  cj'  —  Q,) 

—  2r",59.sin  (iî°  54'  5i"4^  21^  _  ^)4.  2'',29  .  sin  (5o°  o' 24"  4- 2  J  —  3^  )- 
+î!^85.sin(27^35'36'43(5'-2  3^4-o^66.si^(^9°9'-"5.j-^^7l.sin^27°3i'36.^ 

Tinégalité   t^u   rayon  vecteur  de   Jupiter  zzz 

—  56,99-f  644-9f^.cos(^2i  — ■^)  —  £7  53,45.  cos  2  (f^T—"^)  — 287.20.003-3(2^  —  "^) 
— 744i.cos4(0£— "5^)  -24,6.3.cos5(q^— ;t^,)— 9,2o.cos6(2^  -;^  -- i, 70.0037(2/ —;t)) 
-|-i9  63.cosC^— i;^'b'35")—8o,3i. cos("^+23^32'47"):+-j5, 17.005(2  2^ -:t^-i.i^8'35') 

—  290,92  .cos  (21°  28'  ]6-"4-2tj  _  3,3  —  128, 25  .  cos  (39^  _  2;^  —  Ji°8'd5') 

—  879.78  ,cos  (61^  39'3o"-}-3-5  — 2îi)-f236,49  .  cos  (61°  4' 3'  +4^^  —  32.) 

4-5o,3i.cus(6i^i3  55"-i-5"fcj--42^'-(i93^64-^-o,o479)oos(3l^-5't)+57 '29'4-^4^"44)' 
4^  22,4*  •  t'Os  (3  5  —  2^  —  -6=  39  6'  j  —  241 ,69  .  cos  (5  ^j  —  23/  -|-  23°  41'  4';^ 

l'inégalilé  de  la  lougilude   ûq   Jupiter  zzz 
— 78',9.sin^  a— tJ,■)-^-  ^  94",3  sin^-  Q/~"^j4-i  6^22.sin3(.-^--t^,J4-3'',73.s;n4(gz-"5) 
4-  io'',98  .  &u:  (i3=  54'  46'  4~  ^.,  -f  4",96  .  sin  (1 1°  8'  35"  -f - 1»  — -  ^  2-) 

—  îai",62.siii(i^^24'58"^-2'J)— g.j-f;.o",oo47M.sin(4:i^37':4'-|-2,~2-fc)) 
4^  12', 26.  sin  ((j''8'35"-f-2'5  -^3  2/)  ~  82",94^.  sin  (60' 53' 16' -^' 35,— 2  o  > 
4-/.o'',ao4i53.sin  7  >°48'4y  '  4- 2  2^  — S'tj)— i",22  .sin  (i  i°8'3,3"  4-3.;^)  — 4Q_j 

4-  i5",]9.  sin  ^6;°  4^'  i8''-j-4.îî  —  3  l^j  4"  0^,82  .sin  (89^^  9' 4-  5  2/  —  6"tj): 
^  i2",32  ,.5in,(77°4u'  57"-[-  3-5  —  ^/j  -4-.  io"4,..  s!n.(6Q^  35;  2" +  4.^  —5^, 
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-^  (7  58",o7  —  t .  o'  ,0037  ^-f-  sin  (.^7'  4,*'  19''  -f  3  Q^  ^  5  "tj  4  / .  4  '',54) 
•+-[ii;sd'-',o'',o47!o8+/^o ',0000066 j  sin  5'^-.>!3^+2''26'22  --/.Gi  ,8.^9+^.0  ,ool5-;9'*j 

l'inégalié  du  rayon  vecteur  de  Saturne  ^1 
3P9',i7-j-.8i53,84.cos(i:i:  — "fcj)-!- i383,84.cos2(Q^— "fc>  -|- 3oo.o7.cos3  13^—"^) 
-i-99  3.COS4  2^--fe^)+i5,6..cosn(g/— ■^)4-i3,93.cos6,2^-t)  -f  ^^.i-.^o.  t)-^) 
~394,f.cos'2(t)-$  )-4'5,o3.cos3Cfc)-Ê;-ii,82.cos4  "^_^V34.  9i,.cosf"fc)-^i  i°8'35  ) 
4-5364  7  .cos  ;^ii^  5' 38'' -f- a"^  —  ^)  -  119379.005  60°  i2'53''--f-  ^^—iQ^) 
-f-  202,01  .  cos  (J-9'  9'  -j-  3  ^  —  4^)  4-  1 176,05  .  cos  (88"  27'  49"  -\-  ^^  —  0/.) 

4-^3443'  — /.o,:'240  cos  (23^  —  4î)  +  58«  iô'aS'-i-^ .  4/',-2o>7) 

—  6b6, 85.  cos  (24^  32'  i  6    4-  2 1)  —  ^  è  )  -t-  ^^22,58 .  cos(5  ;fc^  ■—  2  g/  -f  9^38  47"V 
l'inégalité  de    la  longitude  de   Saturne  iz 

94';4S.sin(69»4i'i6"4-3^— V  — 3i''49sin2(q^— ^^  — 6","7.sin3r^— î)) 

—  i'',97.sin4  2^~-t,  — o'\7.sin5C2^-t))--9''<^5sin  t)-  ê)+'4''4^.sin-("b— è) 
4-i",43sin3,t)-ê  4-ii'',3i.sin^,84°35'3/H-2^  -|-3",'7.sin,28^6  ,  i''-4-t>g._--^) 
4-4l9^67.sinvl3''56  27'■4^2■fc)  — ^)  — Z.o',o.53.6.sin'44«4'i/4-2^  — 2-t>) 

—  4',9.sin  6i»43']4'4  4"^  — 3^)  —  i', 42.  sin  ;6:°  i'  4t)''  +  5-5  —42^) 
4-1   ,4S.sin(  ^  -  ;6°8'38'  )  ^o  ',67.sin:-  9^9  +  ^  -2-t>  +9  .79.sin  (73°io'54  ^'^-^  ^) 

--  i",(  9  .  sin  (89^  9'4  ,  ^  —3-^)  4  27  ',32  .  sin  (24^  4.'  8'  4  2  t,  —  3  ^) 

4  o",76  .  sin  (12*  38  i8'4  4  ^  —  3  ;^)  —  56",55  .  sin  (83^  3'  6''  4  3-5  —  3^) 

^  2i",58  .sin  (24*  20'  18"  4  23^  —  3-^)  —  3i'',25  .sin  (89^  8'  27^4  t)  —  3^} 

—  (,657",7 3  ~  t .  o",oi42:^)  sin  (2  3^  —  4 1)  4  58=^  22'  37"  4  l .  42",02c2) 

—  (2871   .78  —  i .  o'',  10678  —  t^  .  o'', 0000240  X 

sin  (5 -tj  —  ?- î^  -i.  2<'35'i4"--^.53^8779  4r  .o",ooij757")3 

l'inégalilé  du    rajo/i  vecteur  à'Lranus  zz 

8594.6-^4^91,62. cosfî3i—  ê;4  2J,62.coS2(î3^—  ^)43368,28.cos(t)— è) 

4  3r  6.1 1  .  cos  2  ("5  —  5)4  84,55  .  cos  3  (^  —  (^  ;  4  24,33  .  cos  4  .„ t)  —  ^  ) 
4-5754,  6. cos  (74»  4^45"  4  î»  —  '^  Ê  J  4  1356,4. cos  L^^"  ^^^  i»"  4  t)  —  ^  5); 

l'inégalité    de   la   longitude  d'Uranus  zn 
52",3i-sin  9^— 5H-2o'',32.sin("t)-  ^  i— 4',0T.sin2  (t)  -  5)— o",82.sin3  (t^-  5) 

4i",23.sin  ri2"38'  18'' 4  2^)4  1  ",33.  su- (1-°  38  1  ^'' 4  t)) 

4  3'' 6.^ .  sin  (  o»  38'  18"  4  2  ^  —  î^;  4  /',26  .  svu  (2  ^  ^    ^  -    1  .^^  8'  35'') 

—  i39',76.sm  (72^7  4:^  —  2^)  — o'',83  .sm(i2'»38  18' 4  2;^—  ^) 
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-I-  <53  .  sîn  (24°  2 V  55-  4.  ..t,  _  3  ^  )  +  ^,  o'',oo6649  .  sin  (?g^  9  + 1>  —  ^  $  ) 
-f  i27^73.sin/F9*8'.7'+t^_3^). 
§.  286.   L'inégaliié    la  plus  considérable   des   planètes   est  celle   qui   dé- 
pend   de    rellipîifilé    de    leurs    orbites,    et   qu'on   appelle    Yéquation  du  centre. 
On    la    trouve    dans    les    labiés  astronomiques j    mais  pour  en  faire  usage,    il 
faut    connaître    très- exactement    son    argt  ment  ,    l'anomalie    ou    la    longitude 
moyenne,    c'est   à    dire   le   lieu    que  la    planète  occuperait,   si   l'équation   ellipti- 
que n'existait   pas,  ainsi  que  les  cLangemens  que  ce  lieu  éprouve  par  l'action 
des  autres   planètes.     Il   est  donc  visible  que  la  Igngitude  moyenne   doit  êire 
corrigée    par   les  principales    inégalités,    dues  aux  perturbations,   pour  former 
l'argument  de  Téquation  elliptique,   ou   qu'il   faut  regarder  les  corrections   de 
cette  équation,    qui   en   résultent,  comme   de  nouvelles   inégalités.     Celte   der- 
nière méthode  a  été  appliquée  à  l'inégalité  de  Saturne,  420''. sin  fi3°56''+ 2^-2^) 
(§•2     );   pour  la  grande  inégalité  de  Jupiter  et  de  Saturne,  qui  dépend  ue  la 
troisième    dimension    des    ext  entricités ,    les    astronomes    ont  employé  la   pre- 
mière méthode.     En    effet,   si   l'on  se   trompe  sur  la  longitude  de  Saturne  de 
4'*^',  ce  qui  est  le  mascimum  de  sa  grande  inégalité,  cette  erreur  pourra  altérer 
l'équation    du    centre    de    6'.     En    nommant    donc    les    véritables    longitudes 
moyennes   de  Jupiter  et  de  Saturne,   £-\-nt,  e'-^-n'l,   leurs  grandes   inégalités, 
A,  A\  on  doit  prendre  pour  argument  de  l'équation  du  centre,   2^  I!£  +«^  + A, 
"^  HZ  i* -\- n  f -\- A\    Il   s'en  suit  qu'en  corrigeant  une  longitude  observée  par 
l'équation    du   centre,   on  ne  trouvera    pas  è -\- nf,  mais  £-f-«^-|-A,   et  que 
par  conséquent  on  se  trompera   de  la  valeur  A,  que  la  grande  inégalité  avait 
à   fépoque  de    l'observation,   si   l'on    détermine   le  moyen  mouvement  par  des 
observations,    sans   les  corriger  par    la   granile   inégalité 5    ce   qui  a  été  le  cas 
dans   le    tems,    où   cette  inégalité  n'était   pas  cennue.     Si    l'on    désigne  par  T 
le    tems   écoulé    entre   les   époques  de  deux   obsprvations,    et   par  M,  N,    les 
valeurs  de  A  qui  y  répondent,  on  Irouveia  t-\-/if-{-M  et  £-1-??   ^-|-T}-[-N, 
pour  les  longitudes  moyenufs,  ce  qui  donneia  a/1' -j~  N — M   pour  le  moyen 
mouvement    dans    le    tems    T:    on    cummeltra   donc    une    erreur   de   N — M. 

Comme    A,  A',    sont    propostionneiles   à   sin   ('^  —  a.  1/.  -\- ),    le   même 

întervaiie  T  pourra    donner  une   erreur  plus   ou  moins  grande,    positive   ou 
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négative,  une  accélération  ou  retardation  du  moyen  mouvement.  L'errenr 
peut  monter  à   2  A  zz:  89  /  et  à   2  A' =196',  si  l'inégalité  a  eu   sa   plus  grande 

valeur   positive   et   négative   a   l'époque   des   deux   observations.     L'effet 

que  cette  erreur  peut  avoir  sur  la  détermination  du  moyen  mouvement, 
dépend  de  la  longueur  de  la  période  de  la  grande  inégalité  A,  A',  ou  du 
leras  dans  lequel  l'argument  5"^  —  2  Qi  —  i  .  6j  ^,^Sg  -\-  t^  .  o'', 000079  ou 
5"^  —  q.Ql — t .  53'\S'jè  "{-  l^  .  o'',ooi  l'jG,  augmente  de  1  So*^.  Or  les  mouve- 
mens  annuels  étant  5 /z' izz  219984' ,  2«  iz:  2i?5iJ ',  on  trouvera  que  cela  arrive 
dans  l'espace  de  4^9  ans.  Dans  une  période  entière  de  918  ans,  les  inéga- 
lités A,  A',  s'évanouiront  deux  t'ois  et  changeront  de  20' à  —  20',  et  de 
48' à  —  4^'.  Le  moyen  mouvement  de  Saturne,  déterminé  par  deux  observa- 
tions qui  ont  été  faites  à  des  époques,  oij  A'  était  —  4^^^  4*^  ?  ^^^^  ^'"op 
giand  de  96'  pour  4^9  ans,  ou  de  12''  à  i3'  par  an.  Deux  au'res  obser\'; - 
lions,  dont  la  première  répond  à  A' zr:  48',  la  seconde  à  A' zz — 4^%  don- 
neront le  moyen  mouvement  trop  petit  de  la  même  quantité.  Ainsi  le  moyen 
mouvement  pour  4^''9  ans  paraîtra  plus  petit  de  192',  que  dans  la  période 
antérieure  ou  postérieure,  d'oii  il  résultera  une  retardation  ou  accélération 
apparente  de  Saturne.  Au  reste  ,  comme  A  et  A'  sont  aiiectés  de  signes 
contraires,  le  mouvem.ent  apparent  d'une  de  ces  deux  planètes  sera  accé- 
léré, lorsque  l'autre  est  retardé.  Tout  cela  est  parlaitement  d'accord  avec 
les  observations. 

Quand  on  aura  corrigé  ainsi  l'argumenï  de  l'équation  du  centre,  l'équa- 
tion elle-même  et  le  rayon  vecteur  auront  encore  besoin  d'une  correction. 
Nous  avons  supposé  n^ a} -zz.  ii'^ d'^  ou  v^a^  zz  1 5  mais  on  a,  en  vertu  de 
rattraclion    mutuelle     {%.    5t.    '^C)),    n^ a^  zz ^  rp-a^ ^    ou  en    négligeant 

m\azzz  (  — )  (i  -j-  nO  '^^' '  ^^  faudra  donc  augmenter  azr  [  — )  d  de  la 
quantité    -r:- ,    pour    avoir   sa   juste   valeur,    qui    doit  être  employée  dans  le 


calcul  elliptique.  D'ailleurs  on  devra  tenir  compte  de  la  variation  séculaire 
de  l'excentricité,  au  moyen  des  valeurs — ,  — t»  ^"^  °^'  ^^^  données 
(§.  227.)  pour  Jupiter  et  Saturne^  les  seules  planètes  où  cette  correction  soit 
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nécessaire.      On    calculera   donc   l'équalion   du  centre   et  le  rayon  vecteur  sur 
les  fcrniules   données   plus  haut  (II.  §.   i3g),   en  y   substituant 

ÎJ.=:£  +  ;z^-i-A,   7=17-4-^—  -4 -—,     ^\  a  —  a{\  Ar^- m). 

a  >  Q.       a  X"  '■3 

§.  237.    Dans    Fejiposifion    des    méthodes   pour   déterminer   les  élémens 
des  orbiies   planétaires  par  des  observations,   que  nous   avons  donnée  dans  le 
Tome   II.  de  cet   ouvrage,    nous  avons  pris   pour  base  la  théorie  de  Kepler: 
ainsi   nous   avons   supposé   que  les   planètes  n'ont  point  d'autres  inégalités  que 
celles  qui  résultent  de  leur  mouvement  elliptique.  L'effet  inconnu  des  pertur- 
bations   doit    donc    avoir   eu    une    influence   pernicieuse  sur  la   détermination 
des  élémens,    à  laquelle  on   ne   pourra   remédier,    que  lorsqu'on  connaîtra   la 
théorie    des    perturbations  avec  la   même    précision   que    celle   du   mouvement 
elliptique.     Maintenant,    ayant    développé    toutes    les    perturbations  mutuelles 
ùç?,    planètes,    il    faut    combiner   les   inégalités  ou    équations  qui    en  résultent, 
avec    les    observations,    pour   corriger    les    élémens.     Pour    cela   on   calculera 
toutes  les  inégalités  pour  lepoque  d'une  observation,  en  supposant  les  élémens 
connus,    et    on   les  appliquera    à    la  longitude  observée,    en   changeant  leurs 
signes,   parceque  les  formules  précédentes  sont  destinées   à  convertir  la  longi- 
tude   moyenne    en    longitude   vraie,     La    longitude,    corrigée  avec  toutes  ces 
perturbations,    donnera    la    longitude   moyenne,    qui  pourra  servir   d'époque. 
C'est  un  de  ces  cas,  si  fréquens  dans  l'astronomie,  oij,  à  cause  des  difficultés 
que   présente  le  chemin  droit,  on  approche  de  la  vérité  par  des  détours,  qui 
ressemblent   à  un  cercle   vicieux,   mais  qui   forment  effectivement  une  spirale 
1res -convergente.     Pour    déterminer    les   élémens    elliptiques,    il    fallait   com- 
mencer   par   adopter   la  fausse  hypothèse  du  mouvement   circulaire 3    les  élé- 
mens elliptiques  sont  nécessaires,    pour  calculer  les  perturbations,    sans  les- 
quelles il  est  impossible  de  déterminer  exactement  les  élémens.    L'astronomie 
doit   à  cette  méihode  d'approximation  les  vérités  les  plus  importantes,   qu'on, 
n'aurait  jamais  découvertes,   en  suivant  le  chemin   droit. 

§.  238.  On  a  vu  dans  le  Tome  11,  que  le  mouvement  des  noeuds  et 
des  apsioes  des  planètes  a  été  déterminé  immédiatement  par  observation^ 
laous  venons  de  déterminer  le  même  mouvement  par  la  théorie  de  la  pesan- 

64 
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leur  universelle.  H  est  donc  facile  de  vérifier  celte  théorie  par  la  compa- 
raison des  formules  précédentes  avec  les  observations,-  on  pourra  même 
s'en  servir,  pour  corriger  les  masses  des  planètes  que  nous  avons  adoptées 
dans  ces  formules.  Le  plan  de  cet  ouvrage  ne  permet  pas  d'entrer  dans  le 
détail  de  ces  reclierches ,  qui  d'ailleurs  n'ont  aucune  difficulté.  Il  sera  ce- 
pendant utile  de  dire  quelques  mots  relativement  à  la  grande  inégalité  de 
Jupiter  et  de  Saturne,  la  seule  perturbation  périodique  des  planètes,  que  les 
observations  avaient  indiquée,  longlems  avant  qu'on  se  doutât  de  leur  attra- 
ction mutuelle. 

Kepler  avait  déjà  remarqué,  que  le  moyen  mouvement  de  Jupiter  et 
de  Saturne  n'était  plus  conforme  aux  observations  de  PtoléméC;  et  Flamstead 
observa,  que  les  tables  de  Tyclio  donnaient  trop  de  vitesse  à  Saturne  et 
trop  peu  à  Jupiter,  d'où  il  suivait  une  accélération  du  moyen  mouvement 
de  Jupiter,  et  un  retardement  de  Saturne,  dans  le  siècle  écoulé  entre  Tycho 
et  Flamatead.  Cette  équation  séculaire  est  très -sensible  dans  Saturne.  Si  on 
compare  l'opposition  de  celte  planète,  observée  228  ans  avant  J.  C,  avec 
celle  de  l'an  J714,  on  trouvera  le  mouvement  annuel  de  Saturne  z=  1 2*^1  ^35', 
<]omparant  l'opposition  de  1594  avec  celle  de  i^iS,  on  trouve  le  mouve- 
ment annuel  =  12"  1 3' 20",  plus  petit  de  i5"  que  le  précédent  (^).  Nous 
avons  trouvé,  en  partant  de  l'époque  1800,  A  zn — p'sinvp'  (§.235.),  en  faisant 
N^'  —  5-5  —  2^1  +  2=35'  i4"  -^  i .  53'',878  -f  i^  .  o",ooi  1757, 
p'  =:  287  i'\S  —  t .  0^1068  —  e  .  0^000024. 
Xes  tables  astronomiques  donnent  pour  1800, 

^où  l'on  conclura  la  valeur  de  vp'  pour  l'an  1800  zn  94"  ^^  ■^'j"  =^  ^j  et  son 
accroissement  en  i  ans  zz.  l.  i^i'j"  -^f  .o'\ooii']5'j.  Au  moyen  de  ces  valeurs 
on  trouvera  pour  les  années 


(1)  Astrommis  gar  La  Zandt^  Lh,  V.  %.  1164.  ià.  trois. 
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2'-4  0    ctvaiit    J.  iu. 

1714 

»  94 

tZZL 2028 

^— —  86 

t  m  —  206 

x|;'=:i6'i'i'' 

y' =  60*24' H'' 

vP'=Zl3°n'22" 

§'  —  2990'' 

p' =12881" 

^'  =  2893" 

A'  — —  8'>5''=:M 

A'  =  — 25o5''  =  N 

V=r— 66o''r=lVl' 

Ainsi    les   deux   premières   observations   donneront  le   moyen    meuve-* 

.    ,    N_M  .        1680"  ,         /,  ,        ,  , 

ment  annuel  -=11%'  -\ -,—  =z  n —  zr  n  —  o  ,7;  et  les  deux  dernières 

'        i94-2  194^  ^i> 

N^M'  ,  1845"  /      "     r//  r  i  .-.     j  f„  t. 

iî  -\ -zzn' -zzii' — i5',5;   plus  petit  de   14  ,8  que  le  précé- 
dent, ainsi  que  les  observations  l'avaient  indiqué. 
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CHAPITRE      VII I. 

Théorie    de    la    Lune, 

§.  aSg.  A-'a  théorie  de  la  Lune  est  rappllcation  du  proLIème  des 
trois  corps,  et  des  formules  qui  en  ont  donné  la  solution,  aux  perturbations 
que  la  Lune  éprouve  dans  son  mouvement  autour  de  la  Terre,  par  l'attraction 
du  Soleil.  Mais  ces  formules  étant  trouvées  par  une  approximation,  fondée 
sur  des  suppositions  qui  ne  sont  pas  admissibles  dans  la  lune,  la  théorie  de 
ce  satellite  exige  un  calcul  différent,  et  plus  pénible  que  celle  des  planètes. 
Une  de  ces  suppositions  est  celle,  que  la  masse  perturbatrice  soit  si  petite 
par  rapport  à  la  masse  centrale,  qu'on  puisse  négliger  son  carré.  La  masse 
de  Jupiter,  qui  est  à  peine  la  millième  partie  du  soleil,  suffit  cependant^ 
pour  produire,  dans  le  mouvement  de  Saturne,  des  inégalités  d'un  degré. 
Mais  dans  les  perturbations  de  la  lune,  la  masse  perturbatrice,  divisée  par 
la    masse    centrale,  —  zm  m' ,    est    un    très -grand    nombre,    354790.     Ainsij 

6 

quoique  ce  nombre  soit  partout  multiplié  par  le  cube  du  rapport  des  demi- 
diamètres  des  orbites  de  la  lune  et  de  la  terre,  c'est -k- dire,  divisé  par 
64000000 j  le  quotient  o,oc6  est  trop  considérable,  pour  qu'on  puisse  né- 
gliger son  carré.  L'ensemble  des  perturbations  de  la  lune  est  d'environ  deux 
degrés,  ce  qui  étant  multiplié  par  o,oo55  donne  4^'  •  ainsi  le  carré  de  la 
masse  pourra   produire  des  inégalités  de  plus  d'une  minute. 

La  méthode  dont  on  se  sert  pour  calculer  les  inégalités  de  la  lune^ 
n'est  pas  essentiellement  différente  de  celle  qui  a  été  employée  pour  les  pla- 
nètes. C'est  la  transformation,  combinaison  et  séparati-on  des  trois  équations 
fondamentales,    fournies  par  la  dynamique   f§.  109),    par  laquelle  on  obtient 


L  I  V  R  E     V,    C  H  A  p.    VIII.  409 

de  nouvelles  formules  différentielles  qui  donnent  séparément  le  rayon  vecteur, 
la  longitude,  et  la  latitude  §.  -i6^  —  iG'j.).  La  forme  de  la  première  de  ces 
trois  équations  ayant  indiqué  la  forme  de  son  intégrale,  on  différenfie  cette 
dernière 3  en  comparant  cette  différentielle  avec  celle  qui  est  donnée,  on  dé- 
termine les  coefîiciens  de  l'intégrale  j  et  en  les  substituant  dans  les  deux 
autres  équations  différentielles,  on  trouve  l'intégrale  de  la  longitude  et  de  la 
latitude.  Le  développement  complet  de  ce  calcul  n'entre  pas  dans  le  plan  de 
cet  ouvrage.  Il  suffira  de  déduire  des  principes  généraux,  les  variations  des 
élémens  de  l'orbite  lunaire,  et  ses  plus  grandes  inégalités  périodiques,  suivant 
la  méthode  que  Newton  a  adoptée  dans  son  immortel  ouvrage.  Cependant 
nous  donnerons  aussi  un  abrégé   de   la  méthode   de  M.   de  Laplace. 

§.  240.  Soit  {lig.  44)  T  la  terre,  supposons  que  le  soleil  se  meuve 
autour  de  la  terre  suivant  OSP,  la  lune  L  suivant  LADBC  dans  une  ellipse 
qui  s'écarte  très- peu  du  cercle,  et  nommons  Q  la  masse  du  soleil,  divisée 
par  celle  de  la  terre,  TS=:a,  TLzzij,  LS  — 3.  Cela  posé,  la  terre  sera 
sollicitée   suivant   TS    par    la   force -^zziT,    la  lune  suivant  LT  par  la  force 

—  iz:?,    et   suivant    LS   par    la    force—,   qui  sera  décomposée  en  les  forces 

^  =  Q  suivant  LT,  et  —  =1  R  suivant  TS.  Si  la  force  R  était  égale  à  T, 
elle    ne   changerait   point    le  mouvement  relatif  de  la  lune  autour  de  la  terre 
et   son  seul    effet  consisterait    à  approcher  du  soleil    le  centre  de  gravité  de 
ces  deux  corps:  d'où  il  suit,  que  la  lune  s'éloignera  de  la  terre  parallèlement 

à  TS,  en  vertu  de  la  force  Qa  (^~ 1)  =  S.  Or  la  plus  grande  et  la  plus 

petite  valeur  de  z  étant  SB=-a-|-J^  et  SA  ma — j,  et  par  conséquent  sa 
valeur  moyenne  ST  =::«;,  il  est  visible  qu'en  général  cette  force  ne  peut  pas 
altérer  la  distance  moyenne  de  la  lune  à  la  terre.  Les  forces  qui  accélèrent 
le  mouvement  relatif  de  la  lune  autour  de  la  terre,  sont  donc 
P4-Q  suivant  LT,  et  S  suivant  TS  ou  L  M. 
En  prolongeant  TL  à  V,  menant  la  tangente  de  l'orbe  lunaire  LN  qui  est 
perpendiculaire  à  L  V,  et  nommant  (p  l'angle  STL zii  Q  —  C  =  MLV;  la  force 
S  se  décomposera  en  les  forces  S.  sin  (p  suivant  LN,  et  S.  cos  $  suivant  LV. 
La  lune  sera  donc  sQliicilée  par 
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la  force  centrale  N  =  -^  -1-  -^  —  ^-^f~r—  ^^^  ^  suivant  LT, 

0  (^3  —  2;')     . 
et  la  force  M  suwant  la  tangente  LN  =  5—3: —  sin  cp. 

La    dernière   est   employée   principalement   à  modifier    la   vitesse   de  la  lune, 
tandis  que  la  première  altère  la  nature  même  de  son  orbite. 

Dans  les  syzygies  A,  B ,  on  a  sin  (p  z=  o ,  dans  les  quadratures  C,  D, 
zina-,  la  force  M  est  donc  nulle  dans  ces  quatre  points.  Depuis  le  dernier 
quartier  C  jusqu'à  la  nouvelle  lune  A,  sin  0  est  positif  et  s  <C  «;  du  piemier 
quartier  à  la  pleine  lune  B,  sin  (p  est  négatif  et  z'^  a:  la  force  M  est  donc 
positive  ou  accélératrice  dans  ces  deux  casj  elle  est  négative  ou  retardatrice 
depuis  la  nouvelle  lune  jusqu'au  premier  quartier,  et  de  la  pleine  lune  au 
dernier  quartier. 

§.  ^\\.  Dans  le  premier  et  le  dernier  quartier  on  a  cos  {p  =  o,  z-zia^ 
partant  N  zz:  ^,  +  -^;  dans  la  conjonction  A,  N  est  zi:^  4"  ^^zï^fa-  "H  % 

î  O   f  ^  Ût  "V     ■■  ■  "V*^  j 

r~ — ^^ — -—.  —  ■,   et  à  cause  de  la  petitesse  de  y  par  rapport  à  «,  N  iz: 

y^  a-'ia-yY    '  ^  T         .   [        a\        . 

^^— ^-^  à  fort  peu  près^   dans  l'opposition  B  on  a  N  zz  ^, -f  ~^j  3  —  |i 

— — .     Il  suit  de  là,  que  la  force  centrale    ,.  éprouve  la  plus  grande 

augmentation,  -^,  dans  les  quadratures,  et  la  plus  grande  diminution,  — —g 
dans   les   syzygies. 

Ayant  abaissé  sur  ST  la  perpendiculaire  LF,  on  a  à  très-peu  près  2zzSF, 
d'où  il  suit  z  ZL  a  — y  cos  Cp  et  2^  zz  a^  —  3a^j  cos  (p.     Cela  donne 

'ù  Qy?,\-nfXiCo%(^  ^ 3©^s.'n?-CP     ■]^J  _  ï  _,Gy[ï — 5cos'(p) i         ©>- (i-f-5  cosaCP) 

Il  s'en  suit ,  que  la  force  M  est  un  maximum  positif  dans  les  octans  qui  pré- 
cèdent les  syzygies,  et  un  maximum  négatif  dans  les  octans  qui  précèdent  les 
quadratures.    La  force  centrale  est  zz  —,  et  n'éprouve  par  conséquent  aucune 

altération,  si  1  -j-^cos2$  est  nul,  ou  cos  2$izz— ■-,  c'est-à-dire  lorsque 
(pzz54''44^  (pzziaS^iô',  cpzzidS^ie'',  ou  cpzz234°44'>  ce  qui  arrive  à  10  degrés 
avant  les  octans  qui  précèdent  les  syzygies,  et  à  10°  après  les  octans  qui 
précèdent  les  quadratures.    Dans  ces  quatre  points,   la  force  centrale  change 
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précisément  en  raison  inverse  du  carré  des  distances  j  mais  dans  tout  le  reste 
de  l'orbite  lunaire  la  force  centrale  suit  des  lois  différentes.  Cherclions  la  loi 
qui  a  lieu  dans  les  points   principaux  de  l'orbite. 

Dans    les  quadratures   on  a  N  =:  r-^  —  •     En   désignant   par  /  une 

CL       1/  *-<  ». 

valeur  ii-ès-peu    drflérente  de  j,   et   par  N'  la   force   centrale  dans  la  distance 
on    aura    N  :  N' :  :  i,   (r  +  ^  :^  (r  -^  ^)  .     Faison.   ^  ^  -,, 


ey'^  _ 


zzz  a.\  de  sorte  que 


I  4-  et       I  -f-  a' 


N  :  N'  :  :  — ~  :  —7^  ,   «  étant  à  peu  près  o,oo5   (§.   23g.). 

Or  y  doit  être  exprimé  par  le  rayon  de  la  terre  (§.  Sg.),  ensorte  que  yzz6of 
à  peu  près,  d'oij  il  suit  que  toutes  les  puissances  de  y,  qui  ont  un  exposant 
positif,  soit  entier  soit  fractionnaire,  sent  des  nombres  plus  grands  que  l'a* 
ûité;  conséquemment  on  peut  donner  a  la  proportion  précédente  celte  forme» 

^  ^   '  '  y^  '  y'^  '  '  y^-'^    y'^ — '^       y'"'    y'^^ 
*  étant   une  très-petite   fraction  positive,  et  «  <^  2.    Il   suit  de  là,    que   dan» 
les  quadratures,    la  force  centrale  change   dans  un  rapport  qui   est  moindre 
que  celui  du  carré  des  distances. 

Par  le  même  procédé  on  trouvera  dans  les  syzygiesy 

p  étant  "^  z=  2 a  11:0,011,  On  a  donc  i-^-azuy"*^  et  i  —  pi^j""  ?  d'où 
i'on  tire 

vlogj^log  (ï4- a),     —  Xlogy=log  (i  —  (^j,  ou  à  fort  peu  près, 
vlogjzza,     X  log  J  n:  (îm  2a  ,    donc     X-nav. 

En  faisant  N  r=  -^  ,  m  est  plus  grand  que  2,  et  m  —  2  :=:  2  (2  —  k).  Il  eo 
suit  que,  dans  les  syzygies  ,  la  force  centrale  cbange  dans  un  rapport  plus 
grand  que  celui  du   carré  des  dislances. 

La  partie  de  la  force  centrale  ,  qui  modifie  la  nature  de  la  courbe, 
savoir  -  — N=z— fi-f  3cos  acl)),  est  un  maximum  =::— 3-  dans  les  syzygies^ 
mais  sa  valeur  actuelle   dépend  de  la  situation  des  apsides.    Si   l'on  nomme 
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N,  ]N',  les  forces  centrales  dans  les  syzygies,  qui  conviennent  aux  distances 
j;,  y\   ou  a   vu   que 

Ce  rapport  serait  précisément  le  rapport  inverse  du  carré  àes.  distances  ,  si 
20/^^  20j^^  étaient  égales:  il  sera  donc  dérangé  d'autant  plus,  que  j  et  y 
diffèrent  plus  l'un  de  l'autre.  Or  leur  différence  étant  un  maximum ,  si  l'un 
des  deux  points  coïncide  avec  le  périgée,  et  l'autre  avec  l'apogée,  il  en  suit, 
que  la  force  centrale  s'écarte  le  plus  du  rapport  inverse  du  carré  des  dis- 
tances, et  que  par  conséquent  la  nature  de  l'ellipse  éprouve  le  plus  grand 
dérangement,  quand  les  apsides  coïncident  avec  les  syzygies;  et  que  le  dérange- 
ment   est    le  plus   petit,  lorsque   les  apsides  coïncident   avec    les   quadratures. 

§.  242.  On  a  vu  (§.  240.)  que  la  force  M  augmente  la  vitesse  de  la 
lune,  dans  toute  la  portion  de  son  orbite  de  C  en  A  et  de  D  en  B,  mais 
qu'en  A  et  B  elle  commence  à  la  retarder.  Il  en  suit,  que  la  vitesse  de  la 
lune  est  un  maximum  dans  les  syzygies,  et  un  minimum  dans  les  quadratures, 
et  que  par  conséquent  son  mouvement  horaire  augmente  depuis  les  quadra- 
tures jusqu'aux  syzygies,  et  qu'il  diminue  des  syzygies  aux  quadratures.  Il 
en  naît  la  grande  inégalité  du  mouvement  horaire  zn  4o"cos2(|),  qui  est  -\^  ^o'' 
dans  les  syzygies,  — ^o"  dans  les  quadratures,  et  nulle  dans  les  octans  :  on 
la  trouve  dans  la  Tah.  LI.  de  M.  Biirg. 

Dans  les  syzygies,  la  vitesse  est  un  maximum,  et  la  force  centrale  un 
minimum  (§.  24'-)'  I^  suit  de  là,  que  le  mouvement  de  la  lune  s'écarte  moins 
de  la  tangente,  ou  qre  son  orbite  a  la  plus  grande  courbure  dans  les  syzy- 
gies, et  la  plus  petite  dans  les  quadratures.  li  est  donc  visible,  que  la 
lune  approchera  le  moins  de  la  terre  dans  les  syzygies,  et  le  plus  dans  les 
quadratures.  Or  comme  il  est  impossible  que  la  lune  approche  continuelle- 
ment de  la  terre,  son  orbite  n'étant  pas  une  soirale  mais  une  courbe  fermée, 
il  s'en  suit  que  la  lune  commencera  à  s'éloigner  de  la  terre  dans  les  syzy- 
ges  ,  et  à  s'en  rapprocher  dans  les  quadratures  ,  et  que  par  conséquent  sa 
distance  à  la  terre  est  la  plus  petite  dans  les  syzygies,  et  la  plus  grande 
dans    les  quadratures  j    de  manière    que  son    orbite   ressemblera   à  un  cercle, 
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aplati  sur  la  ligne  des  syzygies,  et  alongé  sur  la  ligne  des  quadratures:  ce 
qui  est  conforme  à  l'inégalité  de  la  parallaxe  rz  26'' ces  2  (|>  (II.  §.  2i3.).  On 
verra  aisément ,  que  cela  suppose  l'orbite  circulaire  j  si  l'on  a  égard  à  son 
ellipticité,  on  trouvera  de  pareils  changemens,  qu'éprouve  l'excentricité  ou  la 
nature  de  l'ellipse. 

Soit  {Fîg.  45.)  T  le  foyer,  C  le  centre,  A  l'apogée,  B  le  périgée,  CT 
l'excentricité  de  l'orbite  elliptique  ALB  que  la  lune  L  décrirait  continuelle- 
ment,  si  la  force  centrale  N  iz:  —  était  toujours  en  raison  inverse  du  carré 
de  la  distance  TLury,  ou  ce  qui  revient  au  même,  si  n  était  :=  2.  Mais  si 
la  force,  de  A  en  B,  augmente  dans  un  rapport  plus  grand,  n  étant  ]>  2,  la 
lune  approchera  de  la  terre  T:  sa  vraie  orbite  Klb  tombera  en  dedans  de 
l'ellipse  ALB,  T3  sera  moindre  que  TB,  et  c,  le  milieu  de  kb,  sera  plus 
éloigné  de  T  que  le  centre  Cj  conséquemment  l'excentricité  Te  augmentera 
d'autant  plus,  que  le  grand  axe  A^  diminue  en  même  tems.  Par  la  même 
raison,  en  supposant  encore  n  ]>  2,  la  lune  s'écartera  de  la  terre  de  b  en  A, 
parceque  la  force  centrale  diminue  dans  un  rapport  plus  grand:  elle  décrira 
l'ellipse  bda,  et  le  milieu  7  de  ba  sera  plus  éloigné  de  T  que  c;  ainsi  l'ex- 
centricité augmentera  également  dans  l'autre  moitié  de  l'orbite.  Le  contraire  aura 
lieu,  si  n  est  plus  petit  que  2.  Or  n  surpassant  le  nombre  2,  ou  celui-ci  surpas- 
sant n  le  plus,  selon  que  les  apsides  coïncident  avec  les  syzygies  ou  avec  les  qua- 
dratures (§.  241.) 5  il  en  suit,  que  l'excentricité  est  un  maximum,  lorsque  les 
apsides  coïncident  avec  les  syzygies,  ou  la  plus  grande  équation  du  centre 
avec  les  quadratures,  et  qu'elle  est  un  minimum,  si  la  plus  grande  équation 
a  lieu  dans  les  syzygies;  et  qu'en  général  l'excentricité  augmentera  ou  diminuera, 
selon  que  la  ligne  des  apsides  avance  des  quadratures  aux  syzygies,  ou  des 
syzj'gies  aux  quadratures.  Ce  sont  précisément  les  mêmes  phénomènes  que 
Ptolémée  avait  déjà  observés ,  et  qui  sont  connus  sous  le  nom  d'évection 
(II.  §.  195.).  Ce  changement  de  l'excenlricilé  est  parfaitement  conforme 
à  celui  que  les  astronomes  modernes  ont  déterminé  par  observation ,  et  qui 
est  proportionnel  au  cosinus  du  double  de  la  distance  du  soleil  à  l'apogée 
de  la  lune  (II.  §.  198.). 

5  6 
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§.  243.  Si  les  points  où  la  lune  parvient  à  sa  plus  grande  et  à  sa  plus 
petite  distance  de  la  terre,  ne  sont  pas  les  mêmes  à  chaque  révolution,  sa  vé- 
ritable orbite  ne  sera  pas  une  ellipse,  mais  une  autre  courbe  dont  la  nature 
dépend  des  perturbations;  il  en  est  de  même  des  changemens  de  l'excentrici- 
té, dont  nous  venons  de  parler.  Mais  comme  la  lune  ne  s'écarte  pas  beaucoup 
de  l'ellipse,  et  que  toutes  les  tables  astronomiques  sont  fondées  sur  la  théorie 
elliptique,  cette  théorie  a  été  adoptée  aussi  pour  la  lune,  et  l'on  a  représenté 
le  mouvement  des  apsides  par  une  fiction,  en  supposant  que  la  lune  décrit 
une  ellipse  qui  tourne  en  même  tems  autour  de  la  terre.  Pour  répandre  plus 
de  jour  sur  cette  matière  ,  il  sera  nécessaire  de  dire  quelques  mots  sur  le 
mouvement  d'un  corps  dans  une  oibite  mobile,  en  supposant  que  ce  mouve- 
ment résulte  d'une  petite  déviation  de  la  force  centrale  du  rapport  inverse 
du  carré  des  distances. 

Soit  {Fig.  4j.)  a.'  M'  W  l'orbite  elliptique  de  la  lune,  C  la  terre,  A'  le 
périgée,  M  le  lieu  où  la  lune  se  trouverait  à  une  certaine  époque,  si  son 
mouvement  it'était  pas  troublé  par  le  soleil.  Supposons  qu'en  vertu  de  ces 
perturbations,  l'ellipse  entière  tourne  autour  de  C,  ensorle  qu'elle  prenne  la 
position  AMB,  faisons  ACM  =1  A'G  M':  cela  posé,  M  sera  le  vrai  lieu  de  la 
lune,  et  CMzzCM'zzrj  la  vraie  distance.  Le  mouvement  réel  de  la  lune  de 
A'  en  M  est  composé  de  son  mouvement  relatif  A'  M',  et  du  mouvement  de 
Porbite  K'  K,  Désignons  par  w  et  ^  les  vitesses  relative  et  réelle  en  M  ou  M', 
et  supposons  que  les  vitesses  angulaires  dans  le  mouvement  réel  et  le  mouve- 
ment relatif  soient  entre  elles  comme  /x  à  1,  et  que  l'ellipse  soit  donnée  par  une 
équation  entre  le  rayon  vecteur  y  et  la  perpendiculaire  abaissée  sur  la  tangente, 
CT n: CT'izz w.  Si  dans  le  tems  dt,  la  lune  parcourt  l'arc  M'mznMm,  et  que 
dans  le  même  tems  l'orbite,  en  tournant  autour  de  C,  décrive  l'angle  mC/i., 
ayant  fait  C]iz^Cm,  ju,  sera  le  vrai  lieu  de  la  lune  au  bout  du  tems  t-{-dt, 
et  M  fi  est  f élément  de  sa  vraie  orbite,  Qtzzzp  étant  perpendiculaire  à  M|a, 
et  Mwv   un  arc  de  cercle,  décrit  du  centre  G.     Cela  posé  on  aura 

M  /z  :  M  V  :  :  1  :  fji,      M  a  ;  M  m  w  v  \  w,     mnziz  dy, 
et  en   faisant  UT —  Y  {y^  —  u^)  ■— q ,   les  triangles  semblables  MCT,  mMn^ 
donneront 
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q      '  q  14L5  q 

Si  on  substitue  /xv^-f-Mv^zzM/^^  et  {x^^zmnzzzdr,  on  aura  i-j ^-zz:-— --,  ou 

(l) T^"  J'^  :=  ''^^  V^  4-  ]*"  ■^v^  i/^^ 

M  V 
et  les  triangles  semblables  MC^,  /xMv,  fourniront  C/=:  -— -  CM,  donc 

(2) p  = . 

Dans  le  périgée  A',  CA'  est  perpendiculaire  aux  arcs  de  l'ellipse  et  de  la 
vraie  orbite  lunaire,  parceque  la  relation  de  l'orbite  autour  de  C  doit  con- 
stamment être  perpendiculaire  au  rayon  vecteur.  On  aura  donc  dans  ce  point 
ynzpzizCA'zzie,  et  la  vraie  vitesse  v  aura  une  valeur  c  qui  est  déterminée 
par  les  élémens  de  Torbile.  Or  dans  toutes  les  forces  centrales,  les  vitesses 
sont  en  raison  inverse  des  perpendiculaires,  abaissées  de  C  sur  la  tangente 
(§.  21,  ,  d'où  l'on  conclura 

'V  ziL  —  =z Cpar  (")),    donc  w  =i  —  ; 

ce  qui  étant  substitué  en  (i)  (  ),  donnera 


Si  on  fait  M  Cp- :=i3(î),  les  triangles  semblables  MC^^  ju,Mv,  donneront 
dynL y  iy^-^P^)}  et  l'on  a,  pour  toutes  les  forces  centrales,  jdCpin- — • 

(§.20.),  d'oij   l'on  tirera  dyzz l^(j^ — /^^J?    et   en  différentiant ,   ddjziz 

■ —^ — r-T-^— ^— .     Si  on  substitue   V  (y^  —  P  i  ^::=^  ^-^-^  ,  il  viendra 

*^  \y^        p-^àyj'     -^    ^  y^     '  J        J    ^  p-dy     ' 

En  substituant  cela  dans  l'équation  IV  (§.  19.),  on  aura  pour  toutes  les  forces 

A^  B  i) 
centrales  P  Féquation,   2^Pzz-j— .     Mais  Anrzvp-zzce  (§.  21.),  donc 

Dans  l'ellipse  ou  l'orbite  relative,    wu  zn  —  doit  avoir  une  valeur  constante 
C,    d'où    il  suit  que  ju,  est  aussi    une    constante.     En    différentiant    donc    (4) 

I  ^2-u(|a2_i)  ti3  dp  fyi^-^i)dy  du  ,  ^ry 

~1  —  2    2„2 j  on  aura    -—  z=  — ~-,   donc  par  (5;, 
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Si  on  nomme  Q  la  force  centrale  dans  l'oibile  elliptique  A' M',  qui  doit  èlre 
proportionnelle  à  -^,  on  aura  de  même  2^Q  m  —^^ — ,  et  en  nommant  'V  la 
vitesse  relative  dans  le  périgée  A',  et  substituant  Czzzwuzr.y  e. 

Or  dans  les  apsides ,  le  mouvement  réel  et  le  mouvement  relatif  sont  de 
petits  arcs  de  cercle  autour  du  centre  G,  d'oii  il  suit  que  ces  deux  vitesses 
seront  entre  elles  comme  les  vitesses  angulaires:  on  a  donc 

c  :  7  :  :  |t  :  1,  conséquemment  zgQz:^  ^T^^' 

Si  on  substitue  cela  en  (6),  on  aura 

/A  /D       m—  (m-'*— t)c»e» 

(7) S^r  (P  —  Q)  —     -^^ , 

ce  qui  est  la  partie  de  la  force  centrale,  qui  dérange  le  mouvement  ellipti- 
que, en  tournant  l'ellipse  autour  de  C,  et  produisant  le  mouvement  des  apsides» 
§.  244*  La  force  perturbatrice  que  nous  venons  de  trouver  (7,  est 
réciproquement  proportionnelle  au  cube  de  la  distance  y,  tandis  que  Q  l'est 
au  carré.    On   peut  donc  faire   la  dernière  =1:  -^ ,   la  première  zn  — ,  et  par 

conséquent  la  force  centrale  entière,  P  zz  : — .     En  comparant    cela  aux 

expressions  précédentes  de  2^P  et  2gQ  (§.  243.),  on  aura  h^ziz ,  partant 

^-— — —^ • 

Si  on  fait  yizie-f-  z,  P  zz — ,  on  aura  P  zz -^ — :- — ,  donc  fzz.  V  t , 

et  /î^zzE  —  Fe.  Comme  l'orbite  lunaire  s'écarte  fort  peu  du  cercle,  on  peut 
supposer  le  paramètre  kzz.ie,  ce  qui  donne  (§.  3J.  (3))  y'^é^zzLgf^k-zzigYe^ 
d'où  il  vient  2^^^ -|- 7^  e^:z:  2^E,  donc 

équation  qui  servira  à  comparer  les  mouvemens  de  la  lune  et  de  ses  apsides. 

Si  dans  un  certain  tems,  la  lune  va  de  A'  en  M,  le  périgée  de  A  en  A, 

•les  vitesses,  avec  lesquelles  croissent  les  angles  A'CM  et  A'GM',  seront  entre 
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elles  comme  m,  et  i  (§.  24 ^•^'    En  nommant  donc  le  mouvement  relatif  de  la 
lune  ACM'zrC  celui  ôes  apsides  A'GAizi\|/    on  aura 

8x1.  =1 3 .  A'G M  —  ac  =  rfi  —  1)  ac  =  — -^^^^^^  ae 

y  F  e 
Si  on  fait  E  '\-F  z:zzY,  on  aura  dans  le  périgée  Y  rr:  E,  j  étant  me;    ainsi 
y  étant  =e-j-ajz=:e-f-s,  Y  deviendra  E-j-O Y:ziE-f  F2~E-4-Fa v^   d'où  i! 
vient  F  zz:  ■—  .     Le  mouvement  des  apsides  sera  donc 

Le  mouvement  d<C  étant   toujours  direct,    il  en  suit,    que   les  apsides  de  la 

lune  auront  un  mouvement  direct  ou  rétrograde,  selon  que  —  est  plus  ou  moins 

grand  que -r- ,    et   qu'ils    sont  slationnaires,    lorsque  —  zz  ■ — .    Alors  on  a 
Y  y  Y 

Y  rf 

d  .  log  jziz  a  .  log  Y  ,    donc  Y  1=  a.y,  et  P  n  —  =  —  :    la  force   perturbatrice 
disparaît,  et  le  mouvement  est  elliptique 

La  force  centrale  est  en  général  (€    2ii.\  Nzz^ G>'(.i-i-  '^"^fj^)— -_  ' 

En  faisant  donc J-^J—^  0=S,  on  aura  Yn:/— S/^,  d'où  —  _i— 4Sx3, 

Il  en  suit  avj/  zz^V  ^_,^^  —  1  f '^C  ou  ^  très- peu  près 

avf;  zz  { y  (1 -f  3Sjr3)  _  1^  a(^  _  I  s^39(^. 

Supposons  que  le  mouvement  périodique  de  la  lune,  aCi  soit  à  son  mouve- 
ment synodique,  — d(^,  comme  n  à   1,  ou  a^zz  —  «acp:  alors  on  aura 

d^zi:       ^3-  (aC  —  Swacpcos  2$), 

dont  l'intégrale  donnera  le  mouvement  des  apsides, 

3  ojy^ 
Nf/  =  — ^-  (C-  |«sin2(î)). 

Le  premier  terme  donne  — ~  270°  pour  le  moyen  mouvement  des  apsides 
dans  un  mois  périodique,  lequel  est  par  conséquent  toujours  direct;  le  second 

9  ^y^ 

terme — j  Q)s\ni(^   donne    la  Vibration  des  apsides,    ou  Xéquation  de  Pa- 

pogée.  Elle  s'évanouit  dans  les  syzygies  et  quadratures;  elle  est  un  maximum 
positif  dans  les  octans  qui  précèdent  les  quadratures ,  et  un  maximum  néga- 
tif dans  les   octans  qui  précèdent  les  syzygies,  parceque  (p  zz  O  —  O    Cela 
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est  parfaitement  d'accord  avec  l'équation  des  apsides  ,  découverte  par  Pîo- 
lémée  (II.  §.  196J,  qui  est  intimement  liée  avec  la  variation  de  l'excentri- 
cité (§.  2Î2.},  ainsi  que  le  fait  voir  l'hypothèse  que  les  astronomes  modernes 
ont  adoptée  pour  calculer  Tévection  (il.  §.  198.'.  Quand  on  ne  considère 
l'équation  des  apsides  qu'à  l'égard  de  la  correction  de  Féquation  du  centre 
qui  en  résulte ,  et  qui  doit  nécessairement  dépendre  de  l'anomalie  de  la 
lune,  et  par  conséquent  du  lieu  des  apsides,  il  en  naîtra  un  argument  qui 
renferme  l'élongalion  du  soleil  de  la  lune,  et  de  la  lune  des  apsides,  consé- 
quemment   la   distance   du   soleil    à  l'apogée   de  la  lune  (II.   §.    19B.). 

Soit  l'apogée  de  la  lune  zztD,  l'équation  des  apsides,  ssin^  C — 0^=^^» 
celle  de  l'excentricité,  S  cos  2  (Q  —  rc)=z87  (§.  242.)  Cela  posé,  le  premier 
terme  de  l'équation   du  centre,   — 27sin(C— to),   aura  besoin   de  la  correction 

—  'idy  sin  [(^  —  ■u5)'^2ydm  cos  (C  —  w)  z=  —  Ô"  sin  ^C  —  ^ -f-  2  O  —  aro) 

—  ô^sin  (C— ^— 2O-I- 2îc) -f- ^'^ sin  (2C~20+C— ^,-f-£'Xsin<'2C'— 2O— C4-^> 
Le  second  et  le  quatrième  terme  donnent  Véi^ectionj  qui  a  le  même  argument, 
sin(-C  —  2O— Ci"^);  Is  troisième  terme  est  l'équation  XIII.  de  la  lon- 
gitude de  la  lune,  dans  les  tables  de  M.   BLirg  (II.  §.    198.   204.)- 

§.  245.  La  force  — -) ^  f§.   i4o.),  qui  sollicite  la  lune  suivant   LT 

y  z  ^ 

(Fig.  47-)5  agit  dans  le    plan   de  l'orbite   lunaire;   elle  ne  peut    donc  jpas   dé- 

Q    Çct^  2,3") 

placer  ce  plan.  Mais  l'autre  force  F  =1  — ^^— — -—  suivant  TS  ou  LM,  n'est 
pas  dans  ce  plan,  excepté  le  seul  cas  où  le  soleil  est  dans  le  noeud  de  la 
lune^.    elle  pourra  donc   altérer  la   latitude   de  la    lune,  et  nous  avons   trouvé 

(§.  241=)  à   peu   près  P  zn -.^ .     Supposons  que   la  lune  décrive   dans 

le  tems  9^  l'arc  L/mj^C  autour  de  la  terre  T,  le  soleil  étant  en  S,  et 
que  la  prolongation  de  U  rencontre  fécliptique  en  N,  de  manière  que  TN 
soit  la  ligne  des  noeuds,  N  le  noeud  descendant,  en  supposant  que  la  lati- 
tude de  la  lune  en  L  est  boréale.  Soit  /X  la  petite  ligne,  parallèle  à  TS, 
que  la  lune  a  parcourue  dans  le  teras  dt,  en  vertu  de  la  force  P.  Cela  posé, 
le  vrai  mouvement  sera  hX;  et  si  la  prolongation  de  LX  rencontre  l'éclip- 
tlque  en  /?,  T/2  sera  la  nouvelle  position  de  la  ligne  des  noeuds,  et  ]NT//~— 3^ 
la  djilerenlieile  du  mouvement  rétrograde  des  noeuds.  La  ligne  /X,  étant 
parallèle   à  TS.,    et  par   conséquent    à   l'écliplique,    le    sera  aussi  à  N«^    la 
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commune  section    du    plan  L/X  et  de   l'écliptique:  ainsi  les  trois  lignes  TS, 
/X,  N/2^   étant   parallèles  entre   elles,  on  aura 

Ayant  donc  abaissé  sur  TN   la  perpendiculaire  nR,  il  viendra 
«RzniNnsinTN/zzi: -— -  LNsina,   et  sinNT«zi:~,   ou  à   très-peu   près, 

y  a  <L  Tti  ri> 

TZ  R  l\  L  N        . 

a^--—   =^^^^.  —  .sina. 

Puisque  nous  regardons  ici  l'orbe  lunaire  comme  un  cercle,  on  a 
TLN:IZ9o^   LTN=  i8o^— (C— Q)  - '8o°  — X,    ^^  z=:sinLTNzz:sinX,  donc 

^^—~  yr^  '^"  a  sin  X  =r  —  -^  {cos  (X  —  oc;  —  cos  (X  -f-  a)}. 
Les  principes  de  dynamique  fournissent  les  équations  (§.   in.  164.) 

/X=z:2^Pa^^    et    2^0=«'û^ 
a  étant  la  distance    moyenne    de  la  terre  au  soleil,    et  n  sa  vitesse  moyenne 
de  sorte  que   ndtzz.dO   est  le  moyen  mouvement   de  la  terre  ou  du  soleiL 
On  a  donc 

/Xzi:^a3do2z=3jao'cos0,  et  en  faisant    —  —h, 

©  ^  o 

-V  -,  «5  cos  (î>   ^         ,         ,  ^ 

9^  = ——'  d  O  {cos  (X  —  a)  —  cos  (X  +  a)}  =z: 

r^  {cos  ('Cp  -}-  X  —  a)  -f-  cos  ^(p  —  X  -f  a)  —  cos  (cp  -j-  X  -f  a)  —  cos  ((p  —  X—  oc]}. 

Mais  (î)=zO  —  C  =  û^  —  ^>  partant 

(A; 9 ^  := -y  {i  -j-  cos  2  cp  —  cos  2  a  —  cos  2 X}. 

r  -1  /•  3  a  O  270'' 

Le  premier   terme   j  -— -  zn  — —    est  la   moyenne  rétrogradation  annuelle  des 

noeuds,  qui  par  conséquent,  en  substituant /iri3, 36  76  (§  60.),  est  r-2j°i  l'^n  % 
ce  qui  est  de  62'  ou  de  la  2i  me  partie  plus  grand  que  suivant  les  observa- 
tîons  (§.  2o5.}.  Les  autres  termes,  d^zn-——  {cos  2  a -f- cos  2  X  —  cosi(^}f 
donnent  les  oscillations  périodiques  des  noeuds,  dont  on  trouvera  rinlégrale- 
en  exprimant  successivement  3  O  par  3»,  ax,  et  dcp.  Si  on  fait  le  moyen 
mouvement  des  noeuds,  que  nous  venons  de  trouver,  ir  —  kdQ^  on  aura 
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ax  =  9C  — aQ^C'^-f-^)^©,     d(p-=dO-^dt  —  0  -'h)dO',   parlant 

/■ON  p—     ^      ^sinaÇG  — Q)     ,     sin  2  (C^Q)     ,     sin2(G  — g)^    _ 

549i"sin  2  (O  —  Qj  -f  4^1"  sln  2  (C—  Q)  —  468'"  sin  i  ft  —  O), 
ce    qui  ne  diffère    pas  beaucoup    du  résultat    que  donne    la  mélhode  d'Euler, 
savoir  54-6",42o' ,  et  453"  ('). 

Dans  la  formule  P  =z  __G  ^  cos  cp  ^  ^  ^.^^j.  ^^^  la  moyenne,  mais  la  vraie 

distance    du    soleil    à  la  terre  ,    qui ,    en   vertu   de  l'équation  du  centre ,    est 

::;::  a  (i -|- 'y' cos  |A -}- cet.),  Y  étant  Texcentricité,   et  (x  l'anomalie  moyenne  du 

soleil.     Il  faut  donc  mettre r au  lieu  de  •— ,  ou  bien  i  — SYcos^i. 

a'  a^ 

au  lieu  de   i,  d'où   il  naît  la  nouvelle  équation   des   noeuds,    -t-t-  37  cos^t., 

dont  l'intégrale  est    ~ —  sin  p,  rz:  58o'  sin  [s.  fsuivant  Euler  55 1''). 

Il  suit  de  ce  qui  précède,  qu'outre  la  rétrogradation  annuelle  de   19°  à 
20°,  les  noeuds  de  la  lune  sont  assujelis  à  des  oscillations,  dont  la  plus  con- 
sidérable est  549o"sin  2  (O  —  Q),  qui  ^  une  périoJe  de  347  jours,  tandis  que 
les  autres  oscillations  ont  des  périodes  de  27  î  jours  et  de  29-  jours,  de  ma- 
nière que,    pendant    une  révolution   entière  des  angles  X  et  (p;    l'argument  a 
n'augmente    que  de  3o°.     On    peut  dune  regarder    l'inégalité    qui  dépend  de 
l'angle    a,  comme    la  véritable  correction  du   moyen  mouvement    des  noeuds, 
en  faisant  abstraction  des  oscillations  périodiques  qui ,  en  se  rétablissant  dans 
chaque  mois,  sont  confondues  avec  les  diverses  situations  de  la  lune  relative- 
ment aux  noeuds,  et  par  là  échappent  aux  observations.     Cela  posé  il  résulte 
de  l'équation  ^  =1  5490'' sin  2  (Q — Q),    que   le  vrai  lieu  des  noeuds  coïncide 
avec  le  moyen,    le  soleil  étant  dans  la  ligne  des  noeuds,    ou  à  une  distance 
de  go°',  que  le  vrai  lieu  des  noeuds  devance  le  plus  le  lieu  mo}  en ,    lorsque 
la  longitude  du  soleil  surpasse   de  45^  celle  d'un  noeud;    et   que  le  lieu  vrai 
des  noeuds  est   le  plus  en  arrière  du  lieu  moyen ,    si  l'un   des  noeuds  est  de 
45"^  plus  avancé  que  le  soleil.     Tout  cela  est  parfaitement  conforme  au  mou- 
vement périodique  dps  noeuds,  découvert  par  Tycho   (II.  §.  206.). 

(1}   Theoria  motus  lunae^  pag.  ibg. 
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§.  246.  Le  mouvement  ôes  noeuds  étant  connu,  il  est  aisé  d'en  con- 
clure la  variation  de  l'inclinaison.  Si  l'on  nomme  \p  la  latitude  de  la  lune, 
Yi   l'inclinaison,  $  sa  iangpnip,   on  a  tangvly— ^sin.C— Q*,  dont  la  difTérenlielle  est 

(i  ).....  3  .  lang  vj/  —  ô .  a  C  cas  ((^  —  Q)  4-  3  j  sir,  (C—Q^—O.dQ  cos  rC  —  Q)-- 
Comme  cctfe  équation  doit  également  avoir  lieu,  si  la  perturbation  est  nulle^ 
et  que  dans  ce  cas  on   a  a  .  fang  \p  —  a .  </ C  oos  (C  —  Q),   il  en  suit 

y  ^  a  .  log  ^  —  a  g  cot  (C  —  Q% 
Si  on  substitue  a  Q  rr —  cos  (p  sin  a  sin  X  (g.  245.),  on  aura 

a  .  log  ^  rr —  sin  a  cos  X  cos  cj)  :=  —  ^~y  (sin  2  a  -|-»  sin  2  X  -f  sin  2.  <p)^ 

et  en  intégrant,  par  ce  qui   précède  (§.   24">.), 

log  5  zi:  log  tang  H  4-  „—  s ■  —  > 

H  étant  Tinclinaison  moyenne.     Il  vient  de  là 

îog  ^^^^  =:  5491 'cos  2  a  4- 43/ cos  2X  — 468''cos  20  m  S. 

Or  S  étant  un  nombre  qui  ne  surpasse  jamais  o,o3 ,  on  a,  par  la  théorie  des 
logarithmes  ^-^^  zr:  i  -f^ S  à  très-peu  près,  ou  tangv)  =  (r  -|- S)  tang  H.  En 
nommant  donc  cj  la  correction  de  rinclinaison,  ensorte  que  tiziH-I-oj,  on  aura 

t^"S  *^  =  t^ZI^^lï  -  Og  ^  -^  '')  ('  ^  '^  tg  H)  zr  tang  H  -f  ^"-^. 

Si  on  compare  cette  valeur  avec  la  précédente,  tang>i=ri-j-S)'angH,  il  viendra 

co  =  S  sin  H  cos  H  zz  ^  S  sin  2  H. 
Or  Hz=:5°8'46"  (II.  $.  206),  donc  ^  sin  2H  —  0,08933,  d'oCi  Ton  tirera 

w  —  490''  cos  2  (O  —  QJ  +  3b'  cos  2  (C  —  Q)  —  42"  cos  2  (C  —  O), 
ou  suivant  Euler, 

co  —  4^  4"  cos  2  CO  —  Q)  +  S6"  cos  2  (C  —  Q)  —  48"  cos  2  (C  —  03- 
Si     l'on    fait  abstraction    des  petites  oscillations    qui,  en  se  rétablissant 
dans    chaque    mois,    prennent    la  forme    de  petites  corrections    de  la  latitude 
(§.  24^.)»  on  a  pour  les  variations  de  Tinclinaison,  qui  ont  l'année  pour  période, 

56 
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d'où    l'on  conclura  ce  qui  suit.     L'inclinaison    a  sa  valeur  n";oyenne    5°  8' 46" 
le  soleil  étant  à  la  distance  de  4^®  d'un  des  noeuds:   elle  a  sa  pkis  grande  va- 
leur ,    5°  }6'  5G",  lorsque    le   soleil  est  dans  la  ligne  i\es   noeuds^    elle  est  un 
inînîmuni,  5"  o  36  ,  si  la  distance  ûi\  soleil  aux  noeuds  est  de  90°.    C'est  par- 
faitement d'accord  arec  les  observalions  modeiues  (ÎL  §.  206.). 

§  247.  La  perturbation  de  la  latitude  efct  donnée  par  les  deux  derniers 
termes  de  l'équation  (i)  ('j.  24G.;,  où  il  faut  mettre  la  longitude  corrigée  de 
la  lune  à  la  place  de  C  >  et  la  longitude  moyenne  du  noeud  au  lieu  de  Q.. 
Cela  posé,  on  a  5  .  tang  \jy,  ou 

d ^  zn  d <>  s.\\\  y.  —  OôQ  cos  X,     d ù  zn  làng  y\  ■ — lang  H  rz:  ôS   (§.   246), 

3Q  =1  5^9/' sin  2a -I- 4ji''sin  2  X -|- 4^^"  sin  24)  (§.   245.),   partant 

d\\j  zzzù  .  5491''  (sin  X  cos  2  a  —  ces  X  sin  2  a.) 

-j-  5.4^1  "  (sin  ^  eos  2X  —  cos  X  sin  2  X)  —  6 ,/^6H''  (sin  X  cos  2  I)  -{-■  cos  X  sin  2$) 

HZ  d  .  5959''  .sin  (X  — •  2  aj  —  â  .  4^  ^^  sin  X. 

Le    dernier   terme  appartient    à  l'équation,    tg  4»  zi:  ô  sin  X;    il    doit  donc  être 

compris  dans  l'inclinaison  moyenne,    déterminée  par  observation.     Il  ne  reste 

donc  que  le  premier  terme,  où  ayant  substitué  ô  zz  tang  H  zz  0,093  il  viendra 

ô  v|y  zz  566"  sin  (C  ~  2  Q  +  Q). 
Cette  inégalité,  la  plus  grande  de  toutes,  est  renfermée  dans  la  Tab.  XXXVIII. 
de  M.  Biirg,  où  on  la  faite  zz  025'^  sin  (C  —  2  O  H-  S^)  (tl-  §•  207).  L'en- 
semble des  autres  équations  de  la  latitude  de  la  lune  est  environ  la  neuvième 
partie  de  celle-ci:  on  les  trouverait  de  la  même  manière,  par  les  autres  termes 
de  3Q,  que  nous  avons  négligés  ici. 

§.  24H.  Comme  la  théorie  des  periurbations  que  la  lune  éprouve  par 
l'action  du  soleil  ,  n'est  qu'une  application  du  problème  des  trois  corps  ,  il 
parait  que  les  formules  précédentes,  dont  nous  nous  sommes  servis  pour  dé- 
velopper les  perturbations  des  planètes,  sutïiront  aussi  pour  la  lune.  Si  l'on 
fiiit  les  moyennes  parallaxes  de  la  lune  zz57'i  1',  du  soleil  zz8",63  on  aura  (§.J7i-) 

3,6  ^  , 

a  zz  — -— -  =z  o,oo2oo656;  ce  qui  donne   (^.  i'2.) 
3431  '  ;         -3  v^      ,    / 

/i :zz  2jOooo3i34;  //zz  —  o,oo25o65563   Z)^°^  zz  2,00003093 
^^^-"^zz  0,0025067063     c*^^-'  zz  0,00751976. 
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On    a    de  pins  ,    le    moyen  mouvement    de  la  lune  pour    la  quatrième  partie 
d'une  année,  —  zz^33i^oo'\  d'où  l'on  tirera,  en  faisant  m'zi:S5^-go  (g.  ?.   o.  XV.) 

le  mouvement  annuel  des  noeuds  m  —  —  m  a^  c^'^  zz  —  '-'?6o3\f^- 
et   par  rapport  aux  points  équinoxiaux  zz: —  20'  îo''54"',  ce  qui  est  de  5o' 2,V 
plus  grand  que  celui  donné  par  les  observations. 

La  variation  séculaire  de  l'inclinaison  est  nulle  (§.  'îio.  XIV.),  parce» 
que  9'  est  nul:  l'inclinaison  de  l'orbite  lunaire  n'est  donc  assujétie  qu'à  de* 
changem.er.s  périodiques.     Il  en  est  de  même  de  l'excentricité,    parceque  i'ar» 

gumenl  w' — xjj  fait  une  révolution  entière  en  neuf  ans.  Le  moyen  mouvement 

N 
des  apsides  est  suivant  ces  formules  (§.  210.  XVn.)z:  -  m'a^c^'^  de  la  mems 

4- 
grandeur  que  celui  des  noeuds,  au  lieu  que,  suivant  les  observations,    il  est 

deux  fois  plus  grand.  Cette  erreur  prouve  que  la  méthode  précédente  ne  suffit 
pas  pour  la  lune;  ce  qui  engagea  les  astronomes  à  chercher  de  nouvelles 
méthodes.  Les  difficultés,  propres  à  la  lune,  résultent  du  grand  nombre  de  ses 
inégalités,  qui  sont  assés  grandes,  pour  influer  sensiblement  les  unes  sur  les 
autres,  en  changeant  mutuellement  leurs  argumens,  et  de  ce  que  les  séries  qui 
les  donnent,  ne  sont  pas  aussi  convergentes,  que  le  suppose  la  méthode  pré- 
cédente. Nous  tâcherons  donc  de  donner  un  aperçu  de  la  méthode,  par  laquelle 
M.  de  Laplace  est  parvenu  à  découvrir  les  plus  petites  inégalités  de  îa  hme; 
mais  nous  exposerons  préalablement  une  méthode  très-simple,  par  laquelle  on 
peut  déterminer  à  peu  près  les  équations  annuelle  et  séculaire  de  la  lune. 

-        /        r:  •  j       t      r  iL     I  TVT  ï  G  y  C' +  3  cos  2  ($) 

Ç.  2àq,  L  expression  de  la  torce  centrale,    N  zn  ^ :--^= ^^ 

(§.  241. )>  l'^ous  apprend,  qu'en  faisant  abstraction  de  ses  modifications  périodi- 
ques, la  lune  éprouve  par  l'action  du  soleil,  une  dimi/ndion  constante  de  sa  pe- 
santeur  vers  la  terre,  qui  est  ;;— ^.  Si  on  désigne  par  T,  t.,  les  durées  de  l'année 
et  du  mois,  les  masses  de  la  terre  et  du  soleil  seront  dans  le  rapport   1  :  O^î 

•— :  —  (§.  28):  ainsi   la  force  centrale,  qui  fait   décrire  à  la  lune  une  ellipse 

'       .  I  o  3'  T' 

pai  faite,  sera  —m — 7-^.     En  faisant  donc  le  demi  -  diamètre    de  l'orbite  de 

la  terre,  crzi-}-^,  la  pesanteur  moyenne  de  la  lune  vers  la  terre,  qui  aurait 
lieu  sans  les  perturbations  du  soleil,  sera  Vzz  -~-~ ,  et  sa  diminution  moyea- 
^^*  '^~  ^'  —  ^^n^  —  iT»  ^'"^^^     ^  °"  ®"  substituant  -  —13,3'],  -~  =1:1791 
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V  3  6ti       * 

Ainsi  l'action  du  soleil  diminue  la  pesanteur  moyenne  de  la  lune  de  sa  358nie 
partie,  absiraclion  faite  de  rexcentricité  des  deux  oibiles.  Il  est  aisé  de  voir, 
que  la  dislance  de  la  lune  à  la  terre,  y,  sera  augmentée  dans  le  même  rap- 
port, ensorte  aue  9y— z^et  -^  =  ^.j  d'où  il  résulte  que  l'orbile  de  la 
lune  est  agrandie  par  l'altraclion  du  soleil.  Puisque  la  direction  des  deux 
forces,  V,  a;,  passe  par  la  terre,  il  en  sera  comme  de  toutes  les  forces  cen- 
trales: en  nommant  donc  acp  l'angle  que  la  lune  décrit  dans  le  tems  dt, 
on  aura  (§.    19.  III.) 

oz=.'xdyd^-\-yèd(^,  partant  _---  —  —  --  ■::=:  ^ -^  _^ 7^"' 

Comme  nous  négligeons  ici  l'excentricité  de  l'orLe  lunaire,  on  a  dC^tzzindt, 
n  étant  la  moyenne  vitesse  de  la  lune^  d'où  il  viendra  pour  l'effet  de  l'attra- 
ction du  soleil, 

179 

Il  en  naîtra  une  inégalité  de  la  longitude  de  la  lune,  X=i:/39cp.  Si  on  nomme 
7  l'excentricité  de  l'orbite  de  la  terre,  a  l'anomalie  moyenne  du  soleil,  com- 
ptée du   périgée,  on  a  (§.   169.  ié)) 

azu  i  -[-  ^  'jz:  1  -{--y^  —  7  cos  a  —  î  7^  cos  2  a  -j-  cet.  d'où  il  vient 
(1  ^  ^)-3  ^  1  _  3  ^  J^'e ^^  =:  1  -f  3  7  (cos  a  —  ï  7  +  I  7  cos  2  a)  -]-  67=*  cos'*  a 

;;::^  1  _|.  ^  72  _j_  3  ry  (.Qs  2^  ^^  2  72  çQg  2  a. 
Soit  m  le  moyen  mouvement  anomalistique  du  soleil,  ensorte  que  3azzm3^ 

&u  dt^z    -:  cela  posé  on  aura 
m 

9  50)2=—  (1-^1  7^)—-^ (cosa-4-3  7cos  2  a), 

^  179  ^         2  i79fn- 

éont  l'intégrale  donnera  l'inégalité  de  la  longitude, 

X  — -—  jy^dt rsm  a  -f  2  7  sin  2  a). 

179         3^8^  179m  •+ 

Le  premier  terme  est  une  partie  du  moyen  mouvement  de  la  lune  nt:  en  effet 

c'est   la   diminution  moyenne   du  mouvement  de  la  lune,    laquelle  fait,    ainsi 

qu'on  vient   de   le  voir,    la    379^6  partie  du  mouvement  primitif,    o"  —  ^. 

l»e  second  terme  appartiendrait  aussi  au  moyen  mouvement,  si  7  avait  une  va- 
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leur   consiante;    mais    l'excentricilé    de    la    terre    étant   altérée  par  l'action  des 

planèles,    il    en    résultera   une   équation   sécnhùre  du  moyen  mouvement   de  la 

lune  m- —  -^ — fy"dt.  Le  (roisiëme  terme  donne  {'équation  annuelle  de  la  lune 
558 

Si   l'on  substitue  —  m  i3,37:  y  zzi  ~,  ce  terme  deviendra 
m  '  60 

—  3  2'5û"sin.  a —  îo''sin  2a, 

ce  qui  est  d'un  huitième  plus  grand  que  suivant  M.  Biirg   (IL  §.   200.), 

§,   25o.  Le  second   terme  (§.  249-) 

^  35  8 -^  ' 

nous  apprend  que  la  variation  de  rexcentricité  de  la  terre  est  la  véiitable 
cause  de  l'équation  séculaire  du  moyen  mouvement  de  la  lune,  que  les  obser- 
vations avaient  indiquée  depuis  longtems  (IL  §.  i90.)«  C'eat  à  M.  de  La- 
place  qu'on  doit  cette  grande  découverte,  ainsi  que  tant  d'autres.  Il  est  re- 
marquable, que  la  variation  de  Texcenlricité  de  Torbite  terrestre,  s'est  mani- 
festée plutôt  par  son  influence  sur  le  mouvement  de  la  lune  que  sur  celui  de 
la  terre  ^  la  première  ayant  produit,  depuis  les  tems  les  plus  anciens  y  une 
augmentation  de  la  longitude  de  la  lune  de  deîix  degrés,  tandis  que  la  der- 
nière n'a  changé  l'équation  du  centre  de  la  terre  que  d'environ  huit  minutes. 
Si  on  désigne  par  L  la  valeur  0,01678  que  l'excentricité  de  la  terre 
avait  à  l'époque  1800,  d'où  l'on  part,  et  par  y  sa  valeur  à  une  époque 
quelconque,  on  a 


y 


=  ^  +  '^+r  7>r.    ^'  =  r=  +  ,..r  ^  +r  (--,  +r  --j. 


dy 

Si  /  représente  le  nombre    de  siècles  écoulés  depuis  l'époque   1800,  —sera 
la   variation  séculaire  de   l'excentricité,    et  nous  avons  trouvé   (§.  214.) 

—  :::::  —  8",t4-3o     et    I  zz  0,01678, 
Les  valeurs,  renfermées   dans  la  Tab.   XL   (§.  3-^7.)   donnent  ,    à  l'aide    de  la 
formule   XVL  (§.   210.),  pour  l'an  2000,   /— j  n;  —  8",H642j    d'où    Ton   tire 

- — zz^^i — I- >   m:— 0, 0606,     On    a  ctanc 
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O'^n:!"  —  it .  o",  1-1671  —  t^  •  o''',ooo5c27, 

^  =  -  ^5^  "'-+  ^  ''  •  «'''^467 1  i-  ~  t^  .  o-,ooo6o.7; 
où   il  faut  substituer  le  mouvement  séculaire  de  la  Urne, 

n  zn  1732564400"  zz  8399, T'. 
Ainsi,  le  premier  terme  étant  une   partie   du  moyen  mouvement,   on  aura 

v[/  —  r  .  io'',3l67  -1-  t^  .  o'',oi4i4i. 
Cette  valeur  est  peu  diflférente  de  celle  que  M.   de  Laplace  a  trouvée  par  un 
calcul  rigoureux  (^j,  et  qui,  étant  convertie  en  secondes  sexagésimales^  donne 

^p  —  t*.  io",î8  -t-/3.oVi8538. 
§.  sSi.  Si  l'on  désigne  par  M,  m,  m',  les  masses  de  la  terre,  de  la 
lune,  et  du  soleil,  par  x,  y,  z.  et  x ,  y',  z,  les  coordonnées  de  la  lung  et 
du  soleil,  rapportées  au  centre  de  la  terre  et  à  l'édiptique,  par  r,  r^ ,  les 
rayons  vecteurs  de  la  lune  et  du  soleil,  par  ^  la  distance  de  la  lune  au  so- 
leil, et  qu'on  fasse   dans  les  formuler   précédentes  (§.    iS^.   i58.   159.), 

B  z=  1,   et    — ^ ^,- -t-  -  zz  Qi 

les  équations   I,  II,   III,   (§.   iSg.),  deviendront 

^^^ TW  -~  v^y*  TF  —  w;'  ~à~F  -^  \d^j' 

En  nommant  (3  l'inclinaison  du  rayon  vecteur  r  relativement  au  plan  des 
x^  y,  ou  la  latitude  de  la  lune,  et  v  l'angle  que  sa  projection  sur  le  même 
plan  fait  avec  l'axe  des  x,  ou  la  longitude  de  la  lune,  comptée  de  cet  axej 
on  aura 

((?) zz^r  sin  [3,    J  zz  r  cos  [3  sin  v,     xzur  cos  (3  cos  v, 

d'où  l'on   tirera  en  différentianl, 

^dx    .        ddy  ddz  d3r  ^  dv*        «^         ^d^^ 


{b). 


l^g^-j^Z— -f  {29r3ucos(3-2ra(39vsin(3+7-aaucospj-_ j^t S 

^,-pcofp-j^-^,tg(3-a:— tg(3rrr'^,^r=^sin(3cos(34-2r-— . 


(I)  Mecan.  Cél.  Tome  III.  pag.  2j3> 


LIVRE    V,    CHAP.    VIIÏ.  44^ 

Si    l'on     différentie    Q,    d'abord     par    rapport    à    :r  ^    y,    z^    en    substiliiaRt 
i^-=zx'^-Yf-\-z%  fz:z(x'  —  xf^^y'—:^f~V{z—zf,   et  ensuite   par  lapport 
à  r,  [3,   1?,  après  avoir  substitué   les   valeurs  («),   il  viendra 
M  -f  m 
r 


(c),....dQ=: 


(x dx-\-jdj-^zdz')~-   ~  {x'dx  -\-y'ày-^  z  d ;•) 


+  p  {C-^-'  -  ^)  5  ^  i-  (  y  -  j)  5/  -h  (^'  -  z)  d  4; 


<j\  -^r\  M  -î-  m  ^ 


4-/n'di;(^^  — -^  (a-/— j-aO  — »2Vaj3(^p~  ^3J  Gr'siRpcosu-f/sinpsinu  — i'cosB). 
La  comparaison   de  ces   deux  valeurs  de   Q  donnera 


(^) 


coî  P  (  —  )  -  J  tang  ,3  (^— j  -  ^  lang  (B  (  ^j  zz  '  '  - 


a  a:/ 


V^i;        -^  "'°''  \dyj  °'-  Vô^y  — "  \d^3j' 

Si  on  substitue  les  valeurs  (A)   dans   les  équations  (ô),  et  qu'on  les  compare 
avec  les  équations  (e),  on  trouvera 


(B) 


t= 


-^-,   cos^(3-r-^- 


^  (  A""^  — ^  cos"  3 


c)/ 


du;- 


--,  -  -f-  r^  — ^,  sin  G  cos  3  4-  2  r  — :^^^  —    -ttt  • 
Regardant  O  comme  fonction  de  5zz:lans;3,  et  w::^- — - — ^,  il  faudra  substituer 


Mais  on  a  ( — )z^o,(zr-]:zi — w'^cosjS, 


d  U 


(: 


^     , „, ,        , „    ,  1  -^     ; ii  tang  S,  d'où  il  vient 

drj  ^  \^«/        K'^Ï^J         co&=i3  \a5/     '  \du/ 

Si  l'on  observe  que 

dd.-  zzr—  B  I  —  )  =iaarcos  3  —  a^ra  3  sin  3  — raa  p  sin  p  —  rap^cosp, 

«t  qu'on  ajoute  ensemble  la  première   et  la   troisième   des  équations  :R),  après 

d  t 

les  avoir  multipliées  respectivement  par  —  dl  cos  f3  et  par  —  sin  p,  il  viendra 
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(f) d     - —    H =  iidl  is  {-^)  -f  "     — ^  ■^. 

En  subsiifuant  r  = ^,  3(3zr:  5*  cos^  (3,  S^A  zz  33i  cos^  S  —  ^8^^sin  2  cos^  S, 

î/cos  p  1-  rj 

Srn:  — ~ ^ ,  la  troisième  des  equalions  (B)   donnera 

Si    l'on    intègre    la  seconde   des    équations    (B),    après   l'avoir   multipliée  par 

r^ d  V  cos'^  B  :rz —T- ,   il  viendra 


dv 
h   étant  une    constante  arbitraire!    d'où   Ton   tirera   di  r2  77 ;; — -5  ^1* 

faisant    pour  abréger, 

w /Cr^;^^=R- 

Siibslituons  celle  valeur  de  d/  dans  les  équations  (J^)  (g) ,  et  regardons 
maintenant  dv  comme  constante,  ensorle  que  le  lems  /  et  tous  les  mouve* 
mens  soient  exprimés  en   fonctions   de   V.     Cela    posé  on  aura 

(!) /,3,:=LM._il^-|f^V_ce..?, 

("^ °  =(?[,?  +  "j  ('  +  Tïj  +  U)  hMT'ai;  -P  K^")  +  ;(7^;  V' 

La    première    de    ces   équations  donne    le   lems   ou  la  longitude  moyenne   en 

fonction    de    la    longitude    vraie,    et    réciproquement.     La    seconde   servira   à 

ï 
déterminer    le    ravon    vecteur   r  rr — - — -  ou    la    parallaxe;    et    la    troisième 

"  If  COS  j3 

donnera   la    tangente    de   la    latitude,  s, 

§.  sSa.  Développons  maintenant  les  quantités  qui  composent  la  fon- 
ction Q,  en  prenant  M -f- '''  pour  unité  des  masses,  fécliptique  pour  le 
plan  des  jc,  y,  et  désignant  par  les  mêmes  lettres,  marquées  d'un  trait,  toutes 
les   quantités  relatives  au  soleil.     Cola   posé   on  aura 


LIVRE     V,    CHAP.    VIII.  449 

/  f  yC^+s')  cosU  sinv  S        ,  X         ,        cost/ 

S  :=zo,z  =10,  rm  ^-^ -^  x  zz y  zn ,  ^  =  -•  r  -=.  — ,,  x'  =  — ^, 

>-~.  ,-^-^-hjj-!-^2- — ^T^p^ — ^ "^-iv--^—- — ■ — in? — S     '  °" 

-zziu   3  1  -j cos  (u  —  v')  -\~  — —  (i  +  3  cos  2  fv  —  uO 2  s^)  K 

en  négligeant  les  autres   termes,  multipliés  par  -j,   parceque  u  est  4oo  fois 
plus  grand  que  u.     Il   en  résulte 


9Q\             3m'u'*    . 
— =^    m T-sin2 


d'où  Ton  tirera 


/5Q\               3m'u'3    .         ,  ,. 

[—-]  zz. sin  2  {v  -—  v). 


.u  \d  u/  n'^       \d  s  /  2  îi*         *  ^  ^^ 

§.  253.  Si  la  force  perturbatrice  m'  est  nulle,  on  aura  (— -^  J  zr  o, 
R  =  o,  et  les  équations  (D  (II)  (III)  (§.  25 1.)  donneront  les  valeurs  ellipti- 
ques, en   prenant  cette  forme, 

dV        ddu      ,  I  dd  S 

tJU  âV  fo'(i4.s2)3        ^^ 

La   dernière  donne,   en  l'intégrant, 

szz  $  sm  {y  —  J) , 
ô  et  J  étant  deux  constantes  arbitraires.     L'intégrale   de  la  seconde  équation 

A        / 

aura  la  forme  ,  u  zz.  ~  {V  {\  -\-  s^)  -{- y  cos  (y  —  ro)}- ,  7  et  ro  étant  deux 
constantes.  Pour  déterminer  le  coefficient  A ,  on  trouvera ,  en  différentiant 
deux    fois    cette    valeur    de  u,    et    substituant    la  valeur    précédente    de    s, 

-. — -  -{-u  —  — —-^~:  = -,  d'où  il  suit  Azz -,  et 

°"l^'     '  fe^(i-f5=)i         fe=Ci  +  s=)§  »  +  ^' 

•/(i  +  5°)+7cos(l?  — g) 
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Il  est  aisé  de^  voir,  que  q  est  la  tangente  de  l'inclinaison  de  l'orbite  lunaire, 
7  son  excentricité,  J  et  to  les  longitudes  du  noeud  ascendant  et  du  péri- 
hélie, dont  les  mouvemens  sont  trop  rapides,  pour  qu'on  puisse  se  dispenser 
d'y  avoir  égard.  Désignons  donc  par  (i  —  c)  v  le  mouvement  direct  des 
apsides,  et  par  (g — i)  v  le  mouvement  rétrograde  des  noeuds,  c  étant  sui- 
vant les  observations  zz  0,991 54B;  ^zz:  1,004022.     Cela  posé,  il  taudra  mettre 

10  -^  (i  —  c)  V  et  J  —  {g  —  0  V  a  la  place  de  to  et  de  J.  En  négligeant  la 
quatrième    puissance    de    l'inclinaison    ô,     on    aura 

Y  Qi   -\-  s^)  zz:  I  -\ {1  —  cos  2  (gv  —  3)}-,  d'où  il  viendra 

CO ."  =  — ^- ^-^T— y.y ^ -^  5-ôsin(gi;-J). 

11  en  suit  r~-^^h^(i-{-2d^)\  i-f  -  4-"^ cos  (eu  — te)—  --  cos 2  (gv  —  J)l      , 

d  X) 

ce  qui  étant  substitué  dans  l'équation  dtzi:  — — ,   donnera 

f  1  ^  1(7^4-^^) -^ 2V ( r 4-^r*-j-ii)'')cos (eu— to) -f  3  7^^cos2 {cv—xj5)'i 
)  \ «50s  2  (^  u  —  J;  ^  7^  cos  3  (c  î;  —  to)  4-  cet.  V 

et  en  intégrant, 

(^0 t—  h\i  Arly^^-r^^  —  ^'  ( i4-| v'-H|^-)7sin(ct?-to)-4-  -^^ 7^sin2(ci;-TO) 

A f  s\n  ^  (gv  —  J)  +  cet.    , 

4g 

Pour  déterminer  la  constante  h,  concevons  le  mouvement  rapporté  au  plan  de 

1          I -4-7COS  (eu—  îo)         , 
l'orbite    lunaire,   ensorte   que  ^zzo,  ô  zz  o  ,  w  iz:  -  zz — — ■,    et 

dt — zz T-~z,    Mais  on  a  dans  lellipse,  ?•  zz  — -^ 

Fôrigine  des  r  étant  au  foyer^  a  le  demi-grand  axe,  et  (pzzcu  —  w  l'ano- 
malie. Il  s'en  suit  ^zzV  a(i  —7'),  et  5^  — a^  au  {1  —  27cos  (u  — to) -|- cet.}, 
dont  le  premier  terme  non-périodique  donne  tzr.a^v.  Mais  si  le  mouve- 
nlent  est  rapporté  à  l'écliptique,  le  premier  terme  de  (k)  est/zzA^  if-^V^+^'^'O^^i 
d'où  l'on  conclura  pour  la  valeur  elliptique  de  h,  A (i  -}- ^^ 7^ 4" ^ ^  )' ^^ ^"'  ^°°^ 

A  =  ai    i-|7*-|û^). 
Ainsi  l'équation  {i)  prendra  la  forme 
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(/) au-=:  I  +7*4-  j  +7(14-7=^)008  (eu  — te)—  j  cos2(^u  — J). 

T  T 

Supposons  la  moyenne  vitesse  de  la  lune  zz  n  "zz  o  ^,  négligeons  les  trois- 
ièmes puissances  de  7  et  6,  faisons  dans  les  coefficiens  des  sinus  czzi,gzzi, 
et  substituons  la  valeur  précédente  de  h.  Cela  posé,  l'équation  (/<:),  étant 
multipliée  par  /z,  deviendra 

(m) ntzz.v  —  2 7  sin  [cv  —  ro)  -|-  1 7' sin  2  (et;  —  to)  +  -—  sin  2  [gv  —  J). 

Si  on  marque  d'un  trait  les  quantités  relatives  au  soleil,  où  ô' zz  o  et  c'rz:  i, 
les  équations  (/)  (m)  donneront  pour  le  soleil, 

(/') a'  II'  zz  1  +  7'^  -4-  7'  (i  ^-.  7'^)  cos  (v'  —  to')» 

{m) n'tzizv'  —  2  7'  sin  (y'  —  ro  )  +  |  7'^  sin  2  (v'  — to'). 

Si  on  fait  nzizmn,   la  comparaison   des  équations  (jn)  {m')  donnera 
v'  —  27'  sin  (u'  —  -m')  -\-  3  7'^  sin  2  {v'  —  to')  zz  /w  v  — •  m  V, 

V  étant  1=  2 7 sin  (eu  —  ro; —  ^-yz  ^-^^  2  (cv  —  V5)  —  —  sin  2  ^^  u  —  J).  Si  on 
développe  cette  équation  jusqu'aux  troisièmes  puissances  de  7, 7,^,  et  qu'on 
fasse  pour  abréger, 

V  —  mv  znw,    cv  — ro iz:  /î-,    mv  —  w' z:ik' ,  gv  —  3  z=.p,    2 w  — =  ^ ^=^ V^ 
2 TV — kzzq'f    2w  +  yî:zzr,    2W+/^'zzr'^   iw  > — (/?•-)-/?:')  ZZ  fj    2w  —  p  I^C^ 
il  viendra 

^  /         7"\  <3  m 

(n) V  znmv — 2m7sin/î'+2  7'  f  1  — -— jsin/('+  |  /n7^sini2/^"+-r  ô^sin2p 

+  I  y'^  sin  ik'  —  2  m 7 7'  sin  {k  -\-  k')  —  im'yy'  sin  (Je  —  k'). 
En  substituant  cette   valeur  de  v'  dans   l'équation  (/),  on  aura 

(p) aVzzi  +7'[  I j  cos^''  +  7'^C0S2/?:'4-/^i7y{cos(/î:— ^)  — COs(/^+/^0}' 

§.  254.  Faisons  pour  abréger, 

(a  u'y  v'  v'  ■/  v'  ,  y 

J^y  ~  ^^J ,  '    ("\  cos  2  (u—  v'}  ^{bj^,    (.)^  sin  2  (u  — -v  )  zz  (c)^  , 

^=a,    m'a3z=:^,        M,a  (c;^  zz  M,     i  —  J  5^  —  J  f/.  (^'L o  ^^  C^),  =  N, 


P  zz|.^fi5  5(«),  +  (Z))   >.     Cela  posé,  on    aura  (C)  f§.   252.), 
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u^\dvj  '  A'^  "y         u  \J  sj  ~  \i\ùuj    '      V?     \a  sj 

Ainsi   les   éciLiaticns     §.    20 1.)    picntliunt    ia   {"(.:;;m.\ 

(III)  .....o_  (j:;^  4--)  (^  H-  -^J  -  ,-^  +  ,V 

Les  équations  (/)   (n)  (p)  doimeronl,   en  rejetant    les  termes  inutiles , 

(a  m)       _  I ^— — ^  7^ $-  —  V  ^  I  -4 y^ ù^>y  cos  A- 

4  4  ^      '         8  4       ) 

V  (  V— f-I  )  V 

-] ^ — i  7^  cos  2k-f-  -   y*  cos  2  p^ 

4  4 

(aV)v'— i-"!-  — î; ^  'V''-|-v  J  1-1 ^         ^ 7'^^7  cos/^'-l i-— /  7'^cos2// 

'4-  '  o  )  4- 

-j- ^  '^^  ^ '^^  {^"os  (/î-  —  z^')  —  cos  [k '{- k' }  , 

(«^    Zi+  -^ '7=^ — ^ — !72__^2_^>  j_j — L-^_2>'2+ 72 ^e^^cos/î: 

V  4  44c4  8  4) 

c  8  4.  4    3  4  4 

+  7  ^^  ces  2p  —  -  (v  —  im")  77'' cos  (/î-  —  /t') (v  -f-  2  w)    77''cos  (/c  -j-  k') 

cos2(t?— î;')=z{]— 4"^  ^ — 4"^^'^"}cos  2W—  {2-  87'=}  w7 cos ç-(-  {2—87'^}  m7  cos r 
+  \  '2—  ~  "V'^  ?  7'cos9''—  ^  '^—  7  '^^  ?  7'cosr  —  6/«77'cose  —  2m77'cos  {'.>Av-\-k-\-k') 

+2W77  cos(9+A'y+6/n77  cos{cj  +/r)H 7^cosr  (w-X) 7^cos  2  (w-f-/^) 

+  7-  7'"  cos  2  (w  —  >^'}-|-  /■  '^  ^  CCS  2  (w  -j-  >^')  -f-  T  ^^  {^^^  2  (w— -/d)  —  cos 2 ^îv -}-/?; }| 
4-4  4 

^,.V'  C  16— v'(v'— i)  ^,^         V  (3~v)-+.i6  7n2  v      .^ 

ih)     ZH    II  —  — — -^— =- — -  Y    —  -^ ^ — -, : 7    —  -;  ^     k  'Oh  2  w 

V  ^  .j.  4  4     ^ 

Cv+4m/       le—vYv^— i)  ^  »\      /vfv2~5y-+2)     vfn— 2v)      N    -     v(v-+i+47n.)    .> 

-^--(' — |— - > 7+(-^-75—  -S— '">-- -X—  «  r'°'? 

fv — /^m/      16 — v'fv^ — î)    ,r\     /vfv*— ôv+al      vfii — av)     \    -,     v(v-i-i — 4^)   o? 
-  ^  ^^(1 i !  Y-y  (^     .,       '  +  -4  -'  -)r  -  -L-^-  '.=  ^  ycosr 
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<;  4-v_^  _  .8-~9V^-5v^'H-v^^  y.__  v(5-v)(4— /)  .^,__  v(4'-vO    .  >     ,  , 

\      "2.  16  8  8  5  ^ 

4-  4 

+  (4:nZ2Il±f-)  7rco5(</  +  i')-  ^i±^if=-^'  77' ces  (?'  +  -!■) 

v(v4-i)-+(8v-h6)77t+i6m=*„,2  .  ,v    ,    v(v-|-0— (8v-+6)77i-f-i6m»     2  ,       ,    /a 

-^^ '—^ -— 7^C0S2(lV Ji)-\-  -^ —l-^ 7-'C0S2(H'-f-/^) 


+  t!y±^l  7-  cos  .  {^v  ~-  k')  -Y  l-^'^'^-^'^  y^  eos  .  (u'  4"  ^ 

-| g Ô^C0S2(W  —  p)-j ^ r  COS  2  (^V-f-/^)j 

et  Ce)       est   ce  que   devient   {h)    ,   si  l'on   met    les  sinus  à  la  place    d^s  co- 
sinus.  En  substituant  pour  v,  v',    les  nombres  2,  3,  4,  5,  et  faisant 
1  _]_  ?  7'-"  13:  e^    I  —  i  7  ^  zzy^  on  aura  à  fort  peu   près  , 

/-(-7^—e'fsin2w—^  2/(1-1- m) ^^ —  7^ ^  Ô   ^7sin 

-2/(1  — w)7sin/'  +  |-''sin<7'— |7'sin/—  ^Al±i--2  77'si' 

,  -  —  — -,-   y^ 7  /  sin  ■  2w-h/c-h/()-\ 77  sin(<74-/*:  )-  — i-77'sir  (a  +/>■  /-, 

b^  2  b^    \        2  2  '  2  •        I  ' 

4 ^— 7^sin2(^v— /')h —7 7^sm2f^v+/)^ 

-  —  7'^sin2(w— ^';-l-  ^—  e^sin2(Tv— »)4-  ^^  ô^sin  2  fiv-j-/^) 

2^4.  4 

■'^A --\-fcos2w-eycosk+y'(  1  +27  ■  )cos/t -î— /Vcoso+I  /cos^ -  -^- 7    cosç  ^  , 

P  3M.rt      C/      ,.„         5  ô'^\     .  /t^iT.?         6-+-'"''a2\-        ?. 


h'  2  h^ 

où  il  faut  obseiver,  que  nous  n'aurons  égard  qu'aux  angles  7.w,  /c^  k ,  q, 
zk,  ip,  dans  l'équation  I,  aux  angles  q.w,  k,  k' ,  q,  q,  ?,  dans  H,  et  aux 
angles  p,  <r,    dans    III,    et  que  nous   conserverons   partout  le  facteur  7'^,  qui' 

servira    à   déterminer    les    équations    séculaires.     Si    on    intègre    l'expression 

M 

précédente    de     ^,    après    l'avoir    multipliée    par   — 3v,     en    obseivant   que 

dw:zi{i  —  mj  dv,  dk  zizcdv^dkf  zz.mdVy  dpzz:gdVfdqzi;{^ -^  c -^  2mj  Bv^ 


454  ASTRONOMIE    PHYSIQUE 

a/  =  (2  — 3w)af,   9r— (2-}-c  — 2m)3v,    d/i=(^i—m)dv,  3^  — (2  ~c— 3w)3t;, 
3(rzi:(a — g  —  2  m)  dv,   il  viendra 

■^ r  C0S2W ^^ 7cos<7 î^ ycosr+  ~r COS7  -^ 

s(i  —  m)  2 — c — 2771.  2-f-c — im  4 — "''^  4- — "^f" 

7(2-4-3771)^^,  (2_7n.)7y        .  ,     -,.      (2+771)77'        ,      j, 

\     2.[2 C 3771)  2(^a-4-C 771]  ^  '       2(2 C 771)  '  I 

R       ôaa  /       7(2—3771)77'  f        ,^    ,     104-19771+8771='     „  , 

—  z: / —  -4 ^  T  pos  (o  H-  A-j  4- -.  7^  cos  i  (w  —  ^) 

7^)2      2  ^2  >^       2(2+c— 3771)  vv     r    V    I     8(^i_c  — m)  ^  ^ 

'  8(1+ C  —  771)  ^  '         ^      1       4(i_2T7t^  ^  ^ 

(2  +  77),)   5'  ,  .       ,  (2  —  771)^  =  ;  ,  ,  , 

1 S i _  COS  2  (w  —  p)  4-  -^ cos  2  C\v  -4-  p) 

^8(1— g— TTl)  ^  '  '      8(i+g  — 77l)  ^  '     '^^ 

/R^.^  27   U.°  (7=^^  I j (5  —  77l)  7' COS  fe'  -> 

2     \W  ô"i^    <  8  (1  — 771)2      '       (l  —  771}   (2  —  TTl)  (2  —  3  m]  S  ' 

§.  255.  Comme  notre  but  est  d'exposer  la  méihode  de  M.  de  Laplace, 
sans  entrer  dans  tout  le  détail  du  calcul ,  nous  ne  développerons  ici  que 
les  inégalités  les  plus  considérables  de  la  lune,  dont  on  connaît  déjà  la  forme 
par  le  second  Tome  de  cet  ouvrage.  Nous  supposerons  donc,  que  les  quan- 
tités au  et  s  éprouvent,  par  l'attraction  du  soleil,  les  variations  suivantes: 
(D)..Ô".a:/i:A^''^cos2w+A^'^7'cos/î:'+A^^^7cos9+A^3)7'cos/+A^'^^77'cose,Ô\srB^^^ôsin(r. 

Il  est  visible  que  la  longitude  du  soleil,  v\  doit  éprouver  les  mêmes  iné- 
galités que  la  longitude  moyenne  de  la  lune  ,  exprimée  en  fonction  de  i^. 
En  effet  on  a  vu  (^.  253.),  que  le  terme  7cosy^  de  au  (/),  donne  un  terme 
analogue   —  2m7sin/?:  dans  v' ,  (/?).     Ainsi  le  terme  A^-^-'7cos9'   de  ahu  donnera 

ôv'  zz  — ■  2/?z  A^*^  7  sin  q. 
Nous  n'y  aurons  égard  que  dans  la  variation  de  N.  On  verra  plus  bas,  que 
l'inégalité  de  la  longitude  de  la  lune,  qui  est  indépendante  des  excentricités, 
a  la  forme,  ô^ viz:C^°-*sin2iv,  d'oii  il  naîtra  une  variation  de  f  et  de  au, 
qui  n'est  sensible  que  dans  les  termes  qui  ont  Targuraent  k'.  En  effet,  on  a 
(%.  253.)  v':zzmv,  a  u' zn  i -{- Y  cos  k' zn  i -^  y^  cos  {m v  —  w')  ;  d'où  il  suit 
à'v'  ziz  m§v,  0  .  au'  zz  —  m  7'  àv  sin  k\  et  en  substituant  ô  i;  zn  C°  sin  2  w,, 

ô-  u'  —  m  C^'^  sin  2  w,     S.a'uzzz"^  Y  C^"^  (cos  r  —  cos  /)• 
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Si  l'on   ajoute  aux  équations    (l)  (II)  (III)    leurs  variations ,    et  qu'on    fasse 
pour  abréger, 


^+^)G^^)--' 


~E, 


M     9  .a«  


2R 


(^-%"^  +  ^-)('  +  i^)=B', 


à   V- 


M    a(î.a^^C',   i^.i^lii=:C",    ^4-i5)^iiJi+î,,=D-, 


dv  '     h""       dv 


a  6'  K  fd  d  .  au 

2] 

'h' 


B' 


d  u' 


ces  équations  prendront  la  forme, 

hdt 


(I) 


a'^U 


—  A  -  A'  —  A''  +  A''', 


(II) oznB-C-  ^^  N  4-  B'  +  B^^  —  C—  C''-  ^^,  S^N, 

(III) o  =  D  -  E  +  ^,  +  D'  H-  D"  -  E'  -  E"  4~  ^|. 

Suivant  les  régies  vulgaires  de   différentiation   on  a  (§.   254.) 


93, au 


^+aM— 1-1-7=4-^  -^(i—c^)7cos/^-}-(r—4)ô'cos2p,    -l^sz=:ii—g^)ôsmp, 

— ^ — 5 1-  aSu  in  —  (i  —  2m)  (3  —  2/7?)  A*^°^  cos  2w  -f-  (i  -— m^)  A^'^  7''  cos  k^ 

4"  (3  —  c  —  2w)  (c  —  1  +  2'»)  A^^^  7  cos  9  —  3  (i  —  m)  {i  —  3m)  A*^^^  7'cos  q' 

_]_  (3  — .  c  —  3  /7j)  (c  —  I  -h  3w)  A^'*^  77'  cos  ?  ; 
d'oii   l'on  tirera 

Aiz:i-f---f- ^— 27cosA:-f--HT-7 \- —  \? — ^-T-j-%y^co&2k-\ — cos  20 
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l ^^ ^ COS   2  W 

5}j.a    )\i — ■"!         - — c  —  2771         ti-j-c — 2m/ 

4*M        /    /        ,     4/(i+m)          io  +  iam  +  8  77,'  ^2^  .,  ^' 

/,_ J ^ ^.,    r     ycosa\ 

\        \i — m    '    2 — c — 2m  4  (<^  —  i-+m)  /  ^ 

A'z=(2A^°^  —  3A*^^H^j  COS  iw  —  (3A^"^  —  aA^"^;  7  cos  r/ -^  2A^'^y  cos^ 

3     }Xa     )  ^î ml  V     "(l m)  "^    2 c  2  771       '       2-1-0  —  2  771 

""^"^1,        /       A-"^  ,  2(3— .777)  A"^      \         .  ., 

/    [     j _i  '' ^ ]  'V   nos  A 

V    1"  lynj^i  — m)         (2^7r.)(2 — 3  m)J 

(  (A^^^    '    4wA^°^  4-  l  A^^^  y^)  7  sin  ^  1 

^  ~  "*  ~fe^1_^4A<^°^-A^3)_joA^-V+^A^^^7^-^/7?C^=^V'5in^'+A^'Vsin(7Y 

^  A^=^  +4  771  A"^  +2  A"^  "^'^   «  7  -> 

( —-i^ i— 7  COS  iî:  ) 

5R 3  a  a  ^  c  ( 

*  ^      /_  ( li^^ ^L_Z-i^±_J_lt2^— J-  „^  c^^M7'cosX-'-h  ±—Lcoso'\ 

^      \  m  4  /  ^ — 3m        '  -^ 

.y     3  a  fl  C  /SA^"»— sA*^'^— 2oA^=^7*-+-5A^*^72     ^i  ^Co)\  ^/       j,    2A"^+877iA<=\         ,> 

2/)2?\^  771  2/  c  3» 

A'"':=:?(A^°^)V|(A^^V)=+3A^°\A^^^^2A^°^j7cos^+3(A^'^)A^3)+AC2)AC4)72)-y'cos/^', 


B=:i4-7^-}- J-  +(i  —  c^)7cos^' 


4- 


cosaw- 


2è' 


\  2  — c—  2/7^  .2[i~m)/  '' 


H ^ 7   COS  o'  —  ^-^ r^  7  7'  COS  e 

2  —  3771.  ^  2  — c  — 3771 

'C  -—  — !^  c^/cos9-t-4/w7^cos2w-f^7  7'cos?}, 

4  ^'^  ^ 

g,__3^a(x-2m}^ 

_j_(3_c  —  2/w)  (c— 1  -j- 2w)  A^^^  7cos7 

b'*     ^     "^  ^  ^^  ^  \2 c — 2771  2-+C 2771/  4  ^ 

-^3$(i-~7n)(i— 3m)A^3)_^(i4.,n)A^'V?^'cos/ 
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4-S(,î-c— 3m)  (c  — 1^-3/70  A<4^—      ^^^i^  +  ^     A^.O?^ycosg; 
(  ^i-/77)/A^'^V  $  ^IZÎZ!^  A(^y-4(i-m)A^^y+?  r2-c-3m)A'^-+^7'=^  ?  7cos^- 

6ita  S . ;; — -^ ~  ^    j  y  cos  fc' 

^"^     J       A"^-»-4-mA^°'-f.-|.A^^'7'2                            A^ï'O''  (> 

/ — = /  7  cos  k  —  cos  q' 

^  c  2  —  5  m 

■rw               /a           \  ;,    •           i     3  a  a     g^  —  I 
Dzz:— (5''—  i)ésin/?4-  -7^^.^ 5  sin  o-, 


4  ô"*      I  —  m 


_,        3  u,  a 

4h^    ° 


/  „  ,    2-fm  ,2\  .    ' 
(^/i 7-  <?    )  ^  sm  (T; 

C  U^^y+^A^^ V  ~  ô^lcos2w-f 6A^-y-  î±l^  A^^y-  ^  A^^^y^ Vcos^- 

-k^'-Th^^-^-  (l  A^*^  -f  ^S^^  +  ^  A^^^)  y  cos  //  —  (2  A<^^^  —  A<^'->)  7  cos  <-/, 
f-}-^|A^°^-f  ^?A^'>-{-A^3))7'eosç'  — {3(i4-m}A^'>— A^^^I^Ycose 

^  —  ^-f  5  {C>.  A^'^^  •+-  B^°>  —  5  A^^>  7^)  sin  c  —  (2  A^«^  -f-  J  B^^>)/sin  p\ , 

D'=(3— ^  — a^rOlâ'  — I  4-2m)B<»^c)^sin<r—  ^_J-!i^-  sinp^, 

E'  :^  ^"  (2  -^  -  2^)  BC»>é  (/-  =-^  r)  sin  ;,; 

C''=:0;     D":=Oi     E'=io.  - 

h  ^  t 
§.  256.  Le  premier  terme  de  A  ou  de  l'équation  (I)  est  —  —  =z  i,  ou 

h 

Bvziz.-  di,  ce  qui  doit  être  identique  avec  le  moyen  mouvement /ïd^  d'où  il  suit 

.V  a'        I 

(0 T==-. 

»  71 

Les  termes  non  périodiques  de  B  et  N,   ou  de  l'équation  (II)  donnent,    ea 

Cl  f  d  f 

rejetant  les  termes  inutiles,  o  iz:  1  —  -  (i  —  i^e),  d'où  l'on  tire    -  11:  i  -f-^p-e 

c'  I     T  o 

à   très -peu  près,  et    -  m  (i  -|-  i  ixer,  ou 

Si,  dans  l'équation —  r=i  4- ÎH-^^  on  fait  e  =  i -|-|7'^=:ïj  on  aura,-=z:i+   |4j 

68 
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(îe  qui   étant  comparé  avec    fï),    donne 

(4) ~  =  .^3  (i  -h  ^  M-},  el  «r  ~  {^j    zz:  j/^a^  (  î  -f  ^  f.). 

Suivant  la  troisième  loi  de  Kepler  on  a  (§.  ^t).},  d^ n~  zn  m' ,  m'  éliiiit  la: 
masse  du  soleil,  exprimée  en  parties  de  la  masse  terrestre,  couîme  cela  s'est 
fait   dans  les   formules   précédentes    (§.   2^2.).     Eu  suljstiîuant   donc  n'^  zz.  ~ 

la    dernière    équation    deviendra   nr  zn  m'  \~-\     (i  -|- 0 /-')•     Mais    nous    avons 


supposé  (§.  254-)  ''''(^j    -\^:  f^'où  ii  résulte  m^r:,a(T-}-^/x),  et  vr  ^^-^7'"'— ^^''^■ 
Pour   déterminer  /z^  dans  l'équation  (  ),  on  a  (''■  hzzicâ  {\  —  ^a  \ /i^.— ^^î^, — |a,>^ 

et  en  substituant  (4)^  ti^zr  -  (i  -4- 1  u. )~^  m ,  li^  -zz.  -,    Ainsi  l'équa- 

re  '  n  n  * 

tion  (:>)  deviendra  —  iz: ^ iz.-  ^i -|-||ui>'^)zi:-(i  4-|/h''7^),  et  l'équation 

L.  710/  —  (t  4r-  i^  m^^'O  {A  —  A'  —  A''  +  A"'}  a  V.. 
JLe  premier   terme  de  A  zn  1,   donnera  ndi  zizdv -^  ^^  m^  y''^  dv ^    et   en  inté- 
grant,  ni -\-B-zzv -4- r, '^^'^  fy'^  ^'^"    Désignons  maintenant  par  C/"'',   C^'\  etc. 
les  coefficiens  des   diverses  pertuihations   de  f  3   et  supposons  j.   en  négligeant 
les.  inégalités    peu   considé-ables,, 

(E)  .....  nt4-e:=:::v-\-lm^fV^dv-\-C'^'^sln  2  w  +  C*^'^'?  sin  9:/ 
4-  G^^^  7  sin  k  -j-  C^^^  r  sin  ^'+  G^-^^  7'  sin  2  k  4-  G^^^  a=  sin  ap,  ' 
là;  constante  t  renfermant  tous    les    termes    non   périodiques  de  l'équation  L 
Si  l'on  diiïérenlie  (E),  il  viendra. 

^—  —  II  f-?  //^^  >'^4-  2  (i  — w)  C'^^^cos 2W-f  (2 — G~2W)  C*^^-*  7 cos  ^-f-C C^^'  7  cos /c- 

-f  m  G^^^  7' cos  r-l- 2c  C^-^^  7^  cos  2)?:  4- 2^  C*^^^  ô^  cos  2p,. 
En    comparauit   les   divers  cosinus  de  celle  équation  avec  I,    après   avoir  raisj 
m^  à  la  place  de  -—  ,   dans   A,  A',  A'\  A'",   on  trouvera. 

^  ^  4(i  — m)  \2--c  — -;m    '    2-hc—zm/ 

(.};,...(2-c-a»)C'"=3«,=  \ --s  +  ^^^-  -Ji±!^+''ï:'7^  ? +3A^<'>-2A^'\. 
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^   \  <-  4  (î  —  '"0  3  —  8  m  c  ) 

(4)  ......  m  G^^^  z=  —  2  A^'>  —  3m  (4  Â^^^  —  A^^^  ~  lo  A^-^  y^  -f  5,  A^'^^  7^i 


l  (,_.  m)  (s—  3  m)  ~  4  (t  _  m)  S 

4.  Il  m-  C^«^  4-  .-^-— ^^^# h  3  A^°)  Â^3)  4,  3  A^^>  A^*>  >^ 

4  o^^  —  mj  (2  —  mj  (2  —  om 

(5)  .....  2cG^-^^z=^,,  (6) 2g  C^^^zz  J. 

L'équation  (ÏI)  donnera  par  le  même  procédé,  pour  le  coefficient  de  cos  ^w, 

/■^  -  ^  2  '  2(^1 — tn)   ^   '     ^         ■^     -'    '2.  ^ 

pour  celui  de  cos  //,  (8) o  =:  (r  —  -?  m=}  A^' >  ^  ?,  m^  ( i  -f  2  y^) 

-|-  3  ;7^  rS  A^^^  —  n  A^^^  —  20  a'^'^^  ^"  -(-  5  A^--^^  7^) 
_  3m-C.--.mjC5-^K3-^  A^^)-V'-H-2..;AC^>-3,.=(2-3.z)A<3)_i!;.^C^^>, 

pour   cos    q,  {^'- o  zz  ^^3  —  c  —  2  /??)  (c  — •  i  -}-  2  w)  —  |  rn~\  A^ '^ 

jA 7—^ ~  — ^in^{6—c-^'±i-ii)f—Çim^  1 1 4-3/72  i7"H-3/?2^A^"', 

pour  cos  q ,     (10) 0  zz —  3  {(i  — -//z)  (i  — ■om)  -|-|  /.n"}  A*'^^  -|-  ^"^"""^  --^ 

pour  cos   f ,  (il) o  zr  {(3  — >  c  —  3  m)  Te  —  1  -f-  3 m)  —  ?;  /^z^}  A^"*"^ 

m^  { _ 4-  %  m^  (i  —  3/7?)  A^'\ 

2         \2  —  C  —  3m  4.         /~ 

Le  coefficient  de  ô  sin  <r  dans  l'équation   flll)   donnera 

(12) o  zz  {(3— ^  —  2m)  r^  — i-j-am)  4  ^777-}  B^°^ 

->^'  ^  '^M-  0/-  ^"^  •4-'V^~  ^-=^  r  ?  .4-377z^  A^°>_  'i  m^A^^^O^ 


§.   2.57.  Les  douze  équations  précédentes  suffisent,  pour  déterminer,  par 
la  méthode  vulgaire  d'élimination,  les  douze  coefficiens  A^°'',A^'^  A^  -^  A^^-*  A^^) 
B^^\  Ç}-\  C^^>,  C/^\  C^^>,  C^4),  c^^\     Si   on  fait,  suivant  M.  de  Laplace, 
77Î  zz  0,07480 13^  czz  0.99154801^  ^  rz:  i,oo4oai75j 
7  zz  0,05486281;  7' zz  o,oi68i4j   3  zi  0,0900807; 
7^  zz  0,003009928;  7'^  =  0,00028271;  ^^  =  0,008114534; 
e  zz  i,ooo424[;,/zz  0,99929323;  77z^  zz  o,oo55952J4| 
les  équations  précédentes  donneront 
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A'^*'^  zz  0,00706;  A^''^  —  —  0,0073^  A^2^  =:  o,2o34;  A'^^'  =:  0,02895 

A^4;  — 0,5453  B^'^  z=  0,0283 ;  C^«^  =  — 0,009185  C^^>  =1  —  0,41989; 

Qia)  „  _  2^yj.  Q(3)  _  o,i9i3j  C^4)  _-  o,7564;  G^^)  —  0,249. 

Le  coefficient  A^^^  est  singulièrement   modifié   par  ceux   de  la  latitude,    que 

îious  avons  négligés.     Si    l'on  y  a  égard,   on  trouvera 

A^^^-  — 0,00671635  A^^>z=  0,516751. 
Les  valeurs  que  M.  de  La  place  a  trouvées,  en  tenant  compte  des  termes  que 
nous  avons  négligés,  diffèrent  des  précédentes  d'environ  la  centième  partie. 
Les  valeurs  exactes  qui  résultent  de  son  analyse,  sont  parfaitement  d'accord 
avec  les  meilleures  tables  modernes,  et  par  conséquent  avec  les  observations^ 
ainsi  qu'on  peut  le  voir  par  le  tableau  que  ce  grand  géomètre  a  donné 
dans    la    Mécanique   célcs/e   (Sec.  Part.   Lw.   Vil.   Chap.    IV.). 

Pour  faire  application  des  équations  précédentes,  on  doit  observer  ce  qui 
suit.  L'équation  (l)  donne  immédiatement  les  inégalités  de  la  longitude  de  la 
lune  en  fonction  de  la  longitude  vraiej  v-{nt+B)-z-h7i^Jy"dv-C^°^s'm'2w-cet. 
L'équation  (III)  donne  la  tangente  de  la  latitude,  5-|-Ô5=:ô(sinp4-B^°^sino-), 
d'oij   l'on  tirera   la   latitude  p  =:  5-)-  ô'5  —        T~       :=  -s  -^  ô'5 T~^^  °^ 


^  =z$  (1 J  sic  /?  4-  B  ^  sin  ff  :zi  0,089898  .  sin  /?  +  0,002557  .  sin  a-, 

«l  en  secondes 

|3  -=  r5°  9'  a'^S)  sin  (gv—3)-\^  (8'  47  '^4)  sin  (2  v  —  2  m  v  —  5-  v  4-  J). 
La  parallaxe  II  est  donnée  par  l'équation  (II).    Si  on  désigne  par  a,  1-, 
le  rayon  terrestre  et  le  rayon  vecteur  de  la  lune,  on  aura  II  =:  -.    Or  nous 


avons  fait  un  — ^ {%.  25i.\   et  tang  S  zn  5,  cos  (3  zn  -— r^  d'où  il  suit 


a  u 


n  =z :zz  -  au  (1  —  ±  s^)  1=  -  aivl  i -h  —  cos  2 

yCi-f-^O       o  2    ^       û      V         4-4- 

Si    on    substitue   «  u  =  i  4-  7^  4"  T  ~i~  "^  (  1  4-  7^}  cos  /c  —  —  cos  2  /?  +  a^u 
(§.  253.)j   il   viendra 

n  zz:  ^  $  I  4-  7^  4  7  A  -{-  7^  -  ~)  cos  >^  4  a^u  ?  . 
Mais  on  a-no,oi655i,  donc  -  (1 -[- 7^j  n  0,0166  =  3424",2^  d'où  l'on  tire 
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n  =:  57'4'',2  -\-  i87'',5  .  cos  k -{-  il\\'x\  .  cos  2  (v  —  mv)  —  o'^jSS  .cos(mv  —  ro) 

+37''',95.cos(2V-ci;-A72i;+to)4-i'',63.cos(2i;-3/?ii;H-TO')+i",63.cos(2v-ct;-3wi;+TO+TO''). 

§.  268.   Il  nous  reste  à  considérer  les  équations  séculaires  des  moyens 

mouvemens   de  la   lune,  de  ses  apsides,  et  de  ses  noeuds.     La  première  est 
donnée  par  le  premier  terme   de  l'équation  (I), 

v  —  {nt-^i')  —  ~'i  m^  fy'dv  —  —  0,00839286  .  f  Y^  d  V; 
elle  dépend  donc  des  variations  de  Texcentricité   de  l'orbe  terrestre  'V'.  Nous 
avons  trouvé    (§.  aSc), 

y=  zz  r^  —  / .  o'',99342  —  e  .  o'',ooo6o27. 
En  substituant  donc  «  zr:  8399,7^  dv -zz  ndt  ■zz^'i^^.'^  .Bt,  on  aura  l'équation' 
séculaire   de  la  longitude  moyenne,   comme  ci -dessus  (§.  25o.), 
V  —  8099.7  ./(/.o",oo246:  6  -h^^.o",ooooo5o59)  d^  —  ^^.  io'',3  -f  7^.o",oi42, 
L'inégaliië    du  mo;yen  mouvement  des  apside-s  et  des  noeuds  sera  dé- 
terminé de  la  même  manière  que  celle  des  planètes  (§.  i85.  18-;.).    On  diffé- 
rentiera    le    premier    terme    de    l'expression    elliptique    du    rayon    vecteur    et 
de  la  latitude  de  la  luné,  en  faisant  varier  l'excentricité  et  le  périhélie,  ainsi 
que   l'inclinaison  et  les  noeudsj   or  comme  ces  variations  ne  peuvent  résulter 
que   des  perturbations,   on  trouvera   leurs  valeurs,  en  comparant  les  uifféren- 
tielles  précédentes  avec  les  termes  analogues  des  équations  II,  III,  qui  con- 
tiennent les  perturbations.  Le  premier  terme  de  au,  qui  est  i-j-7  cos  (et? — w) 
(§.  253.  (/^),   donne  en  ditïérentiant, 

-— -T  +at/=ii4-fi— 0'ycos/?:H-5--,— -  +2C7-'"-  —7   —"      f  cos^4-.....sin^, 

le  coefficient  de  sin  k  étant  inutile  ici.     La  valeur  elliptique  de Uau 

est    1 -|- (i  — c^)  7  cos /c  (§.  255.).     En   l'ôtant  de  l'expression   précédente,    iî 

restera  pour  les  perturbations,  en  négligeant  le  terme  5  -r  à  cause  de  la  len- 

av 
leur   de  la  variation  de  l'excentiûcité,    cette   équation: 

adèu    .  .    d  xs  /d  ISS  \  ^ 

o  zn  --^-  4-  au  -\-  "   -   (    -,  —  2  c    7  cos  ^. 

L'équation   fil)  a  la  forme,  o  i=z  — —^ — [- «m -4- K  7  cos^^   K  étant   la  somme 

a  V 

coefficîens   de  7  cos  /c,    dans  B  —  G  —  f,  N  -f  B'  -f  B"  —  C  —   ^  5  N 
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(§.   255.),  après  en   avoir  olé  ia  pariie  ellipiiquç  (\ — 0^)7  003/^.     Gela  posé, 
la  comparaison   de  ces   deux  équations  donnera 


,        -,  -,     ,  — Iv,  d'où  l'on  {ire 
àv  j  W  '^ . 

• —  in  c -^  K  !6-  -f-xV),   et  en  mlegrant, 

au  .1-5  b  J 

(t?)  .....  ts  rr  Ci;  -|-  /  3u  .  V  (c^  +  K). 
1!  en  suit  aci;  ==:  ro -f  cu  zp  ./ 9  v  .  V  (c^----{- K)  r=  v  Ijl/at' .  y  (c'^-j- K),  paï- 
cecjue  nous  avons  supposé  le  ninj-en  mouvement  à&s  apsides,  "us-rzii — c) 'O 
(§.  2">3.),  c  éîant  à  peu  près  égal  à  Tunitéj  d'où  il  suit  que  icv  ou  t>i:jI/âi'.y'(c'+K) 
est  à  peu  près  égal  à  iv.  Il  est  donc  visible  quïl  faut  prendre  le  radical 
avec  ie  signe  iniérieur,  ce  qui  donnera  (<:/),  te  zr  eu  — /3u  .  "]/ (c^ -|_  K).  Si 
on    fait   pour   abréger, 

—  a  4- 

les  valeurs  précédentes  de  B,  G,     -  N,  B^,  B''',  G',  ^^  ô'N,   donneront 

Km— 3;„2(A  +  By=^j, 

L'intégration  donnera  le  lieu    du  périgée, 

te  —  n  +  i;  4c  — y  {f  —  3  ,rrK)\  Jl.         ^^''^  .-^/V^  3^, 

n  étant  l'époque,    v  {c  —  y  fc^ — ,^m"A^}zr^v    le  moyen  mouvement   des 

•  I                       '3  m'-^  B  „   ,„  -       ,Tr         ,  ,      ,   .        ,  ir 

apsides,   et    -, — — z  ^r—:.  ly^àv   l  équation  séculaire  de  ce  mouvement.  Les 

•^  4-Y  [c^  —  §m^A) -^  ' 

valeurs  précédentes  uoaijent  A  tzr  1,96381 36;  6^:7,9254309;  d'oii   il  viendra 

y  (c^  —  ?  m^A)  m  0,983  lyo'}  me  —  <". 

Nous  avons  supposé  le  moyen  mouvementz(i-c)u,  d'où  il  suit  2cZi-4-yfc^— oW"A), 

et  cm  0.99159631  ce  qui  ne  diffère  que  de   la  soooome   partie,   de   la  valeur 

I  B  , 

qu'ont  donnée  les  observations,  czzo.qgiSaS.  Ensuite  on  a  — ,  ^  ^  ^ — -—r  m  4,000; 
^  "^^  y[c^ — fm^A) 

d'où  il  résulte  l'équation  séculaire  du  périhélie  m  4)0^- f- /"^/7'^  (^i^-  Cette 
équation  a  un  signe  contraire  à  i'équalion  séculaire  de  la  longitude,  et  elle 
3st  quatre  fois  plus  grande,  ou  suivant  M.  de  Laplace,  trois  fois;  ce  qui  donne 

l'équation  séculaire  du   périhélie  zz  —  i.  ^o'\g  —  i^.  o"5o426; 
t  étant  le  nombre  des  siècles  écoulés  depuis  l'époque. 
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Le  premÎRr  terme  de  !a  lalilode.  s -r-.  ê  s'm  (gv  —  J)  ,  donnera  par  le 
même  procède,  ^  -^-^  ^  ^  l^S'  [^yl  —  {  ^y  j  C  ^si^V^'  ^^  retranchant  la  partie 
elliptique,  et  négligeant      -  et  le  coefficient  de  cas  />.     L'équation  III  donne 

et  en  faisant  g^zi:  i. 

Si  l'on  compare  cette  équation  avec   la  précédente 

^n  faisant  i:"-2A^°^  —  U-}-m)B^^^  — C,  3  4-  5A^-°^-f-_ri  +  w)B^^'^~D,  on  aura 

o  — .  f  ^-  )'  -  2  g  i'^-'^^)  -  3  nj"^  C  -  S  m«  D  r%- 

d'bù  Ton  conclura,  en  faisant  pour  abréger,  V  (^^4- 1 /?^^  C)  =  ç, 

^=g - 1-  -J  D^ °.  et  J  =  K-\.(s-{)v-  1"^-  D/7" 3t;, 

H>  étant  l'époque,  {g  —  C>  "^  le  moyen  mouvemenî  des  noeuds,  et  —  ——  DJy^dv 

rëquation  séculaire  de  ce  mouvement.     Les  valeurs  de  m,  A^°\  B^"^^  (§.  25^  ), 

D 
donnent  C  i=:o,9553o85^)   D  zn  ijôn^aSS-^;  ^zz  i,oo8oo64;   -^m  0,7994634. 

0n    a  donc  le  mouvement  moyen  des  noeuds  —  (g  —  ^yv,    ce  qui  doit  être 

égal  à  (1— g)  V,  d'où  l'on  tire  g nr  ■— ~  zi:  i, 0040082^  ce  qui  diffère  très-peu 

de  la  valeur  ^n  1,0040257;  que  donnent  les  observations.  L'équation  séculaire 

681—0,7:99,4634,  ^nrf/^dv,  ou  suivant  M.  de  Lsplace,. —0,7354524 '^V^'^^^^ 

0&  qui  donne 

i'équation  séculaire  des  noeuds  :zi  r.  7^^502  -^-^^  «  o''',ou33. 
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CHAPITRE      IX. 

Théorie    des    Satellites    de  Jupiter. 

§.  259.  vJ  ne  théorie  complète  des  perturbations  des  Satellites  de  Ju- 
piter exigerait  des  calculs  aussi  longs  que  celles  des  planètes  principales  du 
système  solaire.  Quoiqu'il  n'y  ait  que  quatre  corps ,  l'action  du  soleil  ,  le 
rapport  remarquable  qui  existe  entre  les  moyens  mouvemens  des  trois  pre- 
miers satellites,  l'aplatissement  de  Jupiter  qui  a  un  effet  considérable  sur  le 
mouvement  de  ses  satellites ,  et  l'ignorance  dans  laquelle  nous  laissent  les 
observations  ,  relativement  aux  excentricités  de  ces  orbites ,  demandent  une 
analyse,  différente  de  celle  que  nous  avons  employée  jusqu'ici.  Cependant 
la  masse  de  Jupiter  et  sa  distance  au  soleil  étant  beaucoup  plus  grandes 
que  celles  de  la  terre,  l'action  du  soleil  sur  les  satellites  est  peu  considéra- 
ble. L'action  de  Saturne,  dont  la  distance  à  Jupiter  n'est  pas  plus  grande  que 
celle  du  soleil,  tandis  que  sa  masse  est  3534  fois  plus  petite,  est  tout-àfait 
insensible.  L'effet  de  l'aplatissement  de  Jupiter  est  très  sensible,  principale- 
ment par  le  mouvement  des  apsides.  Mais  il  serait  impossible  d'exposer 
cette  théorie,  sans  donner  trop  d'étendue  à  cet  ouvrage.  Il  en  est  de  mémo 
des  inégalités  qui  dépendent  des  excentricités.  Les  observations  n'ont  donné 
qu'une  connaissance  imparfaite  des  excentricités  du  IV  et  du  III  satellite. 
Pour  les  déterminer  exactement,  M.  de  Laplace  a  employé  une  analyse  in- 
génieuse et  délicate,  dont  nous  regrettons  de  ne  pouvoir  donner  un  extrait  C), 
Les  inégalités ,  indépendantes  des  excentricités  ,  sont  proportionnelles  à 
sini'(|;/ — p,),  /x   et  fj,'  étant  les  longitudes  jovicentriques  du   satellite  troublé 

(0  Mécan.  céh  Tome  IF-  Liv.  FUI. 
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«t  du  corps  perturbateur.  Si  le  dernier  est  le  soleil,  |x'  —  f^  est  180*  dans 
ies  éclipses,  dont  le  calcul  est  le  buî  de  ces  recherches:  par  conséquent  les 
inégalités,  dues  à  l'action  du  soleil,  sont  nulles.  INous  nous  bornerons  donc 
à  exposer  ies  inégalités  périodiques,  indépendantes  àes  excentricités,  qui  sont 
dues  aux  actions  mutuelles  tles  satellites ,  et  les  équations  séculaires  des 
noeuds,  qui  résultent  des  actions  des  satellites  et  du  soleil.  Ainsi  les  calculs, 
contenus  dans  le  Chapilr«  présent,  ne  seraient  qu'une  application  des  formules 
données  dans  le  Cliap.  II,  si  le  rapport  qui  existe  entre  les  moyens  mouvemens 
des  satellites,  ne  le  modifiait.  INous  commencerons  par  donner  le  résultat 
des  formules  précédentes,  et  ensuite  nous  chercherons  la  correction  qui  ré- 
sulte de   ce   rapport  remarquable. 

§  '261}.  Désignons  généralement  par  M  la  masse  perîuibatrice,  nommons 
m%  m*%  m''^  m^"^,  Q,  les  masses  des  quatre  satellites  et  du  soleil,  celle  de 
J  piler  étant  prise  pour  unité,  a^,  a^S  «"S  «*^^  les  demi-diamèires  de  leurs 
orbites,  r%  r",  r"S  r^""^  leurs  rayons  A^ecteurs,  I,  II,  III,  IV,  et  v^,  v",  1;'^%  i?^^", 
leurs  longitudes  jovicentriques  ,  moyenne  et  viaie,  ©',  0",  0^^",  ©^\  les 
durées  de  leurs  révolutions  sidérales,  $'\  ^",  ^'",  ^^^,  les  mouvemens  annuels 
âes  !nt)e;uds  sur  l'orbite  de  la  planète  pertuibatrice;  et  employons  pour  les 
autres  qtraîifités  les  notations,  adoptées  dans  le  Chap.  II.  Cela  posé  on  aura 
.(§.  210.    211.  171  —  J^a-)» 

.(2). M—  —-a    — 1-— jT ^ -]  -     fnhy^-^a'-  ^, 

;(•>) MôiiziTT— — ^ r—^ — -—-- — X ^  <  — —7 oA^^^+2na  -—     f  , 

7(.'i — n.'j|,^^/i— n'j -i-M}  {  (n — n)     r^C         n  —  a'  da    ^' 

(  'A^^''Z-aô^'%   cA'-'^ra.a-/^^'  ),  a^ ~--a ,  a- ra'^f  1 L 

.J  '  ^  da  à  a    '         d  a  \        à  a  j* 

/-  a^  â  a  d  a.  dar     a^  ^  a  ^ 

\  ne  s^étendant    qu'aux  nombres  positifs ,  et  toutes  les  lettres,  marquées   d'un 

trait,    se  rapportant  au  satellite   supérieur.     Les   coefficiens  Z»*''^    — - —  .  c^  \ 

seront  calculés  au  moyen  des  formules    données  ci- dessus  (§.  171  —  i73-)j  et 

59 
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ées  élémens  suivaus,    tirés  de  la  Mécanique   Céleste^    où   Ton  a  pris  le  demi- 
diamètre  de  Jupiier  pour  runi'é  des    distances. 

G^  =  5, 69'%5     «^^  =  9,06655^     «'"  =  1446189;     «"^=25,4359; 
72T=;«^^9  4J;4i9;    «"z=/^'^  4,699-69:    7;"':=:/.^^  2,332643;     n'^=i: 
0'zz  i.769i37,>i  jours;  0"i=:3,55n8a  j.  ©'"=17,1545528].  ©'''=:  16,68901941. 
De  là  on  a  conclu^ 

pour    le  I   et  H  satellites, 
a=:o,6z85i83;     A^°^ zz  2,25884;    Z*^'^  =  0,7043117:     £>^=^  =  0,363- 143: 

^(j) -_  Q^^g-,3;^,.    (^(4) -— o  jq65i  ,5-    Z*^^-*  =:  o,o6o5324;    -^ — ^^11099916; 

~iz:i,75ooi4;    ^-^=1145276;    ?|^=:i,o846i  c^'^  =  4,883 i 64; 

I  et  111  satellites, 
a  zz  o,394o349j     b^'^  =:  2,o852433;     b^'^  z=  0,4.94902;     b^^^  z=z  0,1248495;: 

^^^^  zzo,o4ii4i;    — :; —  zz  i,2o8235;    — — =:  0,681369;  c*-'^zz:  1,6237762; 

â  oc  à  d- 

I  et  IV  satellites, 

a  =  o,224o334;     b^'^—  2,025831;     b^'^  =0,228387;  b^'^'^ZZ  0,o3845625 

-j-^  —  1 ,0.59579;    c^'^  =  o,74o3o6; 

II  et  m  satellites, 

ce  ==  0,6269^67;      Z.^*^  =  2,2570986;     Z>^'^  =  0,751 534;     Z.^-^  =  0,3609,108; 

^^^>  z=  0,19.6386;  ^^-^>z=o,io5293;    ^  z=  i,74365;    ^  =  1,444842;: 

— —  =  1,07629;     c^^' =4,84022;: 

n  et  IV  satellites, 
«  =  0,356447;     b^°^  =  2,o685o85;     Z;^^^  =  0,374917;    Z»^^^  =  o,ioo8oo3;: 


db 


ci> 


=  1,164667;     c^'^=  i,38û6i5; 


B  <x 

m  et  IV    satellites, 
«  =  0,5685624;    Z>(=^=  2,1996536;     3^^^  =  0,6558357;     Z»*^^^  =  0,284^7;: 

a^^^  =  0,135969;      b^-^^  =  o,o68i24;     ^  =:  0,878931;     ^  =  1,545882^: 
-- —  =  i,iQ0293;    — — =0,8124.21;     0*^'^  =  3,5666725,. 

doc  '    ^       V    y         ^  ç^ 
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Si  on  désigne  par  A  la  mayenne  distance  de  Jupiter  au  soleil  ,  par 
a  le  demi-cliamètre  de  l'orbite  d'un  satellite,  par  T  la  duiée  d'une  révolution 
de  Jupiter,  onaura  O— io^7»'i  Tiz:4J32,6o22  jours,  et  (§.  60.)  —  zza^— — ^ 
d'où  l'on   tirera 

pour  le   î   satellite, 

a=:o,ooo5386ii     b^^^  zz  1;     è^^^  :=:  o,ooo5386,-     c''^  —  o,ooi6i5Sj 

pour  le  II  satellite, 

a  m  0,00085707;     3^°^z=;2;  ^»^'^  =  0,00080707;     0^^^^:0,0025712; 

pour  le  III  satellite, 

c.  zi:  0,001 367 17;     b^^'^ziz?.;  <5»^'^z=:  0,0013672;     c^^^— o,oo4ioi5j 

pour  le  IV  satellite, 
a  =  0,00240466;     è^°^iz:2;     è<^'^  zi:  0,0024047;     6^^^=10,007214, 

N 
§.  261.  Si,  dans  la  formule  (1),  on  fait    -  =1:90%    on  aura  le  mouve- 
ment   de5   noeuds  pendant    une  révolution    du  satellite  troublé  ,     d'où  il    est 

aisé  de  conclure  le  mouvement  annuel,  <■::— MaV^^ô.90'',  ô  étant  _ — * 

Les  valeurs  précédentes  de  0   donnent  pour  les  quatre  satellites, 

ô' =1  2o6,4565;     ô"z=  102,8531;    i^"  =1:  5i,o5i43     ô'^  in:  2i.,8856| 
d'où  l'on  tirera 

i^  —  —  33",5  —m",  j 29035890''—  m" ^  i6864354"  —  m'^  248548o"j 

^"z=—  17 ',2  —  m\  102277802"  — m^'\633y589o"  —  m^\  5845540"; 

^^"ï  zn  —  2'i5",3  —  m^  io583i3o''  —  m".  39868930"  — m^\  19070940"; 

e^^iz:—  5'i5",6  —m\  1176057"  —  m".  3489570"  — m"^  14379S63''; 

le  premier  terme  étant  le  mouvement  des  noeuds  sur  l'orbite  de  Jupiter, 
qui  dépend  de  l'action  du  soleil,  et  les  autres  termes  donnant  le  mouvement 
des  noeuds  sur  l'orbite  du  satellite  perturbateur.  Si  on  multiplie  la  valeur 
de  i,  relative  k  l'action  de  chaque  satellite,  par  1—  -  cos(J  — J),  on  aura 
le  mouvement  des  noeuds  sur  l'orbite  de  Jupiter  (§.  210.  XV.).  Suivant 
les  observations  de  Maraldi  et  de  Wargentin,  les  longitudes  du  noeud  ascen- 
dant ont  été  au  commencement  du  siècle  présent,  à  peu  près 
J^  =  3i4^  3o;  J'^  —  3i3°  45',  J'"  zzL  3i4^^  24',  J^^  =:  32o°i8,  et  les  inclinaisons 
$' z:i:3°i3'38",     ô"  zi:  3»  16',    e"^;:=3«i4',     ô"^^2°33'; 
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ce  qui  suffit  pour  calculer  la  formule  précédente.  Mais  les  arcs  J'— y,  etc<,. 
et  les  ant^les  0',  etc.  sont  si  petits  ,  et  si  peu  différens  les  uns  des  autres^ 
ciue  ce  calcul  ne  pourra  donner  aucun,  résultat  sûr  l  il  vaudra  donc  mieux 
s'en  tenir  aux  observations,  suivant  lesquelles  les  orbites  des  quatre  satellries 
ont  eu^  au  commencement  du  siècle  présent,,  une  position  semblable  à  celle 
que  présente  la  Hg.  48-  On  verra  plus  bas,  que  les-  masses  des.  quatre  satel- 
lites sont,   par    rapport  à   celle  de  Jupiter, 

?n^ro,ooooi 7:2^^13  m''=:o,oooo'232:J55f  7?2"'ro,oooo8F49-23  m'''ro,rooo4  ô'qi.. 
Si  on  substitue  ces  valeuis  dans  le&  expressions  précédentes  de  i\i^\i'^\^^^,. 
on  trouvera  que 

les  noeuds  du  T  satellite  ré'trograd'ent  annuellement 
sur   l'orbite  du   lli=:49'5b'',2;   du  III  zz:  24-5/4^   du   IV=î'46''; 
les  noeuds   du  II   sur  l'orb.  du  Iz^L-icf^i'^'d;   du  III— gr  Jo"4;  du  IV- 4W43 
les  noeuds  du  III  sur    Torb.  du  I=:3'3'',4;   du  il— i5'v6",4f  du  IV -t3'J3'',5î 
les  noeuds  du  IV  sur    l'orbe  du  I=i:2o",4;.   du  II— i'2i",i:   du  IIf=ii'î2",ô. 
§.  -262.  En.  vertu  da  rapport  q^ui  existe  entre   les  mojens  mouvemens 
des  trois  premiers  satellites,  nous  ferons  nz^^n'^z:z^!i'\    en  exceptant  cepen- 
dant   les   diviseurs    n  —  Q.n" ,  n"  —  inf"  ,    qui  deviendraient    nuls   par  cette 
substitution.     En  faisant  donc 

^  =  «'      l^^.   =     "'      ^   -     "'      â"^  -^'      ^--     ^'      C^V    -  ^» 

et  désignant  par  i)^\  ^- ô^^'^ ,  " b^^^;  les  fonctions  b^^^  qui  se  rapportent  à  a,'a,^a| 
par  d'^^\  ^d^^^,  les  fonctions  b^^^  relatives  à  (3,  '(5;  et  par  e^^^  celles  qui  se 
rapportent  à  y-,   la   fosmule    ('^;  (§.  s-ôo.)   donnera   en   secondes   d'un    degré, 

3  l  '  ^      d  a         ^     y      siii  1"  ^n'— 2,/'c  d  a    ^       sm  1" 

4-^'     <v         t(l^  r     5&<3'^>sir.3ClI— 1)        -m"     C      ,  (4)     ,     ,  ^  5^^  1  siii4_(n  —  1} 

16        C  '    ^        da    S        sin  1"  û-       C  d'i     \  siui'' 

,     iÇm'-'',.    C         j    .,x          _,      ^^V^'                 I     >sir.(III-I)_ 
A 'a^  ro  1/6^^^ -1- S  ^a  — —    —  27  V  V  ,^— 

iPm"         C  ^^  ai&'2>>  «in  ^(TII  — I) 

.    ,,  m-7i"     c,  .(,)    ,         3è«^  I   >sm;i-Il) 

7i/^2,/'^  '  ao.  a^>        smi 
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4^9 


^4'5^    M-  «  — — ^ --7 — -17  ^      -}-"■  — —  C ; — • 

3     '   <  '  "^13    y        ^n   '  n" — -i.'    C  3  p    >         sin  i" 

^ï'C    I 3T^(i)_î^   £_^^'''^sin  (T— TII> 


iiv'"z=. 


a^x 


'""^J  /   r    7f--)    ,         3rî^2'>sin  2(ir— IIî)  7n"  (        ,(o)i    ^  5  i'^^O  sin  3  (Il  —  III] 

^.v  ^^/^y  7  S  /      /r  I       3  (n''0'  \    (o)  -,      .//.   5  -'='  ?  sin  2  (IV—  III) 

T7 


(^a'"— iXfi'"— 2)(3) 


di;'^Z 


c>2ù">  >  siii^I  -IV) 


'    7i'\ft"— i)^n''— 2j^ïp2^  r/'— i/  V  n''— ly         '     d  \S    S       ^i»  ' 

Les  autres  inégali'és-^soiit  insensibles. 

ei  on  subititim  pour  a,  pj,  7,  l)^\  cr^\  e^^\  elc  leurs  valeurs  ^.260.% 
il  viendra 

aï'zz^?/  .60K6  .S'sinai-  r  — m''.844:c4oo5''sin  2  ai— 1}  —  ;7/^2339i  4."sin  3  (!I- 1) 
—  m'.S'a  u'  sir!4(-î  — I)  -j-zw''  .  7.0' 9o"sin  îll  —  L — /n'  .6i  ioc>'sin  2  111  —  ï\ 
S-v''——  w'.235 1  o  49' .SU)  ('— 11  —  w'.i 7 '  1..7' sinr  (I— II)  —m'.  i4^ G/'sin3  (î— II) 
^m'^6oo8  J/sin(.II— II  -m'"  4;  6474  .o"sia2  JII— Ul-m  "..o^i  i23''sln3  lil-Ii), 
ô-  u'^'  =1  m'.8oF9-î"  sin.  1  —  \U)  —  w!",  1 1  "76^20''  sin  II  —  lii) 
—  m>\  ■  7  V  44'  sin  2  (Il  —  III  —  '?/'.  3  p  6'  sin  3  (il  _  lïl) 
-{-m'\34Joi3'sin(lV— IlI,-m^\ii7458b'sin2ilV— m)-/;i^^825J3sin3(IV— m  , 
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5:  u^^  :=:  m' .  461 54'  s\u  (ï  —  1 V)  +  m".  7  4V/'  sin  (II  —  IV) 
—  m'.  iuJ822''sin  (LU  —  iV;-  m  '.5-708'  sin  2  ^il  — IV). 
lies  inégalités  que  M.  de  Laplace  a  trouvées  p^r  d'autres  formules  (^),  sont 
peu  difTérentes  des  précédentes,  à  l'exception  des  termes  qui  ont  les  argumens 
2  (II — I),  I — II,  2  (III — II),  ou  ce  qui  revient  au  même,  des  termes  qui 
ont  les  diviseurs  n'  —  in''^  n'  —  2  7^'.  La  détermination  exacte  de  ces  termes 
demande  une  analyse  particulière  que  nous  allons  exposer  (^;. 

§.  263.  L'extrême  petitesse  de  ces  diviseurs  produit  des  inégalités  qui, 
croissant  très-lentement,  ont  de  longues  périodes,  et  par  là  ressemblent  à  une 
équation  séculaire  du  moyen  mouvement  ou  du  grand  axe,  que  nous  repré- 
senterons par  yi^a,  M  étant  la  masse  perturbatrice.  Cette  nouvelle  inégalité 
dépend  donc  du  carré  de  la  masse  M,  et  elle  est  principalement  sensible 
dans  les  termes  où  rôr  est  multiplié  par  la  partie  constante  de  la  masse  per- 
turbatrice.     C'est    pour    cela    que    nous    mettrons   — —    au    lieu    de   — 5- ,    et 

a-|-M6<a:zi:a-l-M  au  lieu  de  r,  parceque  nous  négligeons  ici  les  excen-= 

iricités,  ce  qui  donne  mza;,  3riz:o,  /'.  3  (ô  r;  zz3  (rô  r)  et 

ë'T  r  5>  r5'r/    ^^  ^  a\ 

Va  —  a3_j.3  3i^2  5- —  — r  l^^  ~~^      ~^Y 
Cela  posé,  les  équations  du  §.   167.  donneront,  en  faisant  ti^a^-^zi, 

IV.  o  =  M  _A_-^  -f-M  __  ^1  _  3M  -  j  +  r  (^— j  -f-  2/(aR), 

YL  M5-t;=:2M  l^jl  ^o.nafr{^^\  dt -^ZnafdtÇ  [à-Kx. 
na^d  t      '  •'      \d  rj  '  j       j  \      ^ 

On  a  (§.  168.   169.  170.) 

R  m  M ..  S  =z  M  .  B  —  ?  M  .  A^°)  -f  M  .  A^^'^  cos  îw-, 

où,  à  cause  de  rzr  a  -{-  M m  a  -!-  Aa,  on  doit  faire 


R  —  M  ...S  -f  A«  ("^"j  —  M  .  S  4-  M 


5  RA         ,  r     ^    ,    ,  ^  r  ô'  r    M  3  B 

•      -■     ^ 


Comme  il  ne  s'agit  ici  que  de  la  partie  constante  du  facteur  de  rlr,  on  aura 

(l)  Mécan.  cél.   T.  IV.  -pag.  89  —  93. 
(a)  lUd.  pag.  8  —  iQ, 
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^M.s-.T-'^;vT).  (^^=^-'^m^  /w=T--^(-::-)- 

On  a  de  plus 

—  a  — - —   H \-  a  . 

Ainsi   les  fonctions  /(aR)   et  ri—-)  S-  1^2.)   deviendront 

(A) /  Q R)  =:  M.  C  +  -^-^^^  A^^>  cos  / w  -f-  M^  ^  ^-^,. 

^    ^  ^  V       ''  I    2(71  —  n')  2.a     à  a  ^ 

/dK\  M      dA'°'     ,     M       5A'^"'  .  M2  rôr  /aA^°^     ,       d^A'^'\ 

Si   on   fait   pviur  abréger 

(G)  ......  1  -  3M  i^  4-  3  Ma^  1^_  4.?  M.a3  11^  ~  x=, 

et  qu'on  multiplie  l'équation  IV   par  n^a'^  zz.  1,  on  aura 

a  t^  2  da  \n  —  7i'   '    2    d  a  / 

§.  264.  L'intégrale  de  l'équation  IV.  doit  avoir  la  forme,  rôrzP+QcosiV^ 
dw  étant  zz  (?z'  —  n)dt,  d'où  l'on  tire 

-^= — —  z=:Qi  {ti  —  w' ,  sin  iw,  — ~-  -■  zz:  —  Q  r  (/2  —  k  }^  cos  i  w^- 

En   substituant  ces  valeurs   dans  l'équation  IV,   on   trouvera 

Pzz— Ozz ( ;  -\ ,  rôr~P+QcosïTV.- 

Si  l'on  fait  rz^-a,  et  par  conséquent  Xzizi,   la  partie  constante  de  rôr  sera^ 
donnée   par  i'équadon  «ôazzP,  ou 

D M  —  =z— 2M.  C.« a— — . 

c  z  à  a 

ILes  valeurs  précédentes  donnent 

r     fdK\  ^  M        9A'o'  M  a        dA'^'    .     , 

J  r  [-—]  dt:iz  -  at  — -p jz  -r^ —  sm  iw^. 

_  \dr/  2  à  (t  ai{.i — fi'j     da 

Jd  t  f  (3R)  -  M.  C.  ^  -  4^^.  '^in  ^'^^^    ^-^  ==  Q /  (n  -  «0  sin  Iw. , 

^  2z(a — n  j^  5f 

Si   on  substitue  cela  dans  l'équation  VI  (§.  26J.},  il  viendra- 
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ûur/w?  JC4-«--  -  H-7 777-^7 jTi— m>5  -'' — — ^- -7^-  — A^'^+x^^^-  -< 

\  à  a,  I    ^  7(;i— n')(/=^(,x— ?i'3* — À^/t^j  C         2  (,i — ;i')  c^  a    S 

Le  terme  non-péiiodiq^ue  peiil  être  réuni  au  moyen  mouvement,  d'où  il  suit 

3      da   ^ 
ce  qui   étant  sntstifué  dans  les  équations   (C.   et  (D),   donnera 

(D) M  —  —  —  a    --— ,     (C) X^==:î-4-M.  tt     \ f- -  -       ,     K 

A    cause    de    l'aplatissement    de    Jupiter,    il    faut    diminuer    X   de  ,  '  "  ]^-~. 

d'où    il    vient 

(E)  .,.,,.  X^=  1  -  ^^^^^^M -^  M. «^' 5'-"^  +  ^ 'A^^l . 
^    ^  a^  ^  l    àa    ^  2.       da^     S 

Ainsi  on   aura,  en  tfétendant  /  qu^aux   nombres   positifs, 

IV.  M  — —  =z  —  -  -^ f-  -7- >— -— -    ^ y  4-  tt  — -      l  cos  ztv; 

a^  6  X^     ^  a  1^  {ri  —  ;/y  —  X*n=   en  —  ti'     '  ^a    >  ' 

-îrr    TV/ri-  ^^ '^^  ^  V'^n— ?/)  =  -f-3X=a2      .-^  SA^'l     .      . 

Ces  inégalités  deviennent  considérables  par  la  petitesse  du  diviseur /'(72-/2)-X"«% 
ou    d'un  de  ses  facteur, 

i(n  —  «')  —  X  /2  zz  p,  et  iÇn  —  //)  -\-  X«  :zi  v. 
Comme  on  a  à  fort  peu  pi  es  ji^zz^n'^,  n"  ziziv!" ,  et  X  rz  1  ,   il  est  aisé  de 
voii   que,   si  on  fait   pour  l'action   du  II    satellite  sur  le  I,  z'ma,    /a  sera   à 
peu  près   n'  —  in",   et  vzza/i'.     Relativement    à  l'action    du  I  et   du  111   sur 
le  II,  «n  a  ^—i(n"—n)—'h!'n",  y  — /(■/' —  n'.i-4-X'/2 ',  et  ^~î\n"—n"')—X'n"y 
y  zz:  7  ^7^   — n"' )  -\~  \'' n"* :   en  faisant    donc  dans  le  prem.ier  cas  /  zz  i  ,    et  dans 
le  second  îzzii^  on  aura  à  peu  près  p.  iz —  n,  y^z.o.n"  —  n,  e'   ixiiz/2" — -An''^ 
V  zz  ^n''.     Enfin   si   l'on   fait,  pour    l'action   du  II  sur  le   III,  i  zn  i,    on  aura 
à  peu  près,   (ji,  zz  —  ;/',  vzz2//"  — //'.     Désignons  par  A<^  ^  B^^\  'V>^'\  C^'\ 
les  valeurs  des  fonctions  A^^^ ,    relatives   aux    pertuibations   du  I  satellite  par 
l'action   du  II,  h.  celles  du  II  par  faction  du  I  et  du  III,   et  à  celles  du  III 
par   l'action   du  II.     Cela  posé,  en  n'ajant  égaid  qu^aux  termes  dont  fun  des 
diviseurs,    ^j,    ou    v,    est    presque    nul,    et    faisant    dans    les    autres    facteurs 
n':=Z2n",   n"-=Z'>.n'\   X—  i,    les   équations  IV.   VI.   donneront, 
ï.   pour  les  inégalités  du  I  satellite,  dues  à  l'action  du  II, 
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m'' r' ôr'  _  m"n'afcosi  (il-— I)    C  ^ ^c ,>    ,    Ç^'  °^'  ^ 

,,,     ,         7n"n'a'sin2(n— I)    C  ,  .(^.     ,      ,^A'=^^. 
2(../— 7i")--X'7i'     ^  '  3a    V 

3.   pour  les   inégalités    du  II,    dues    à   l'action   du  I  et   du   III, 


r^     .f  m'M''a"sin(I  -  II)   C      -^t^-. 


vi'r"^r^  __  m^^^n^^g^^cosQ  (III -II)    C  ^  ig<:,.)     ,     «^  5^B^^  ? 
(^2       ~     2(,,,"_;i/'/)_-V'u''      d^  S     a  a'"'    S' 

3.   pour   les   inégalités  du   III,    dues   à  l'action   du  II, 

Si  on  fait   pour  abréger, 

4«-  A<"  +  («y  ^~  =  F,  2a"  B">  -  («■')■  '-5;^  =  G, 
'    ^  ôa  ^  âa 

4«      B'=*^  -f  (a  ;^  — -^  —  F  ,   2.a     C^  —  (a  ;=  ■^,„-  —  tr  j 

les  équations  précédentes  deviendront 

,„,  fn"  t'  ,  r'         m"  /  F  cos  -  'I      11^  „  ^     ,  m'"ji*  F  sin  0  f  I-  II), 

^^^ -C^')^-  =  T^p—T"- .-/  /)  '     '''  ô- ^  =  -  T7:=T7'  -;/ ./  ^ 

mV    r'^__         inV^>cos(I-n)  ,,  __  m'./' G  sin  (I- II). 

^■^>' ^   "  ^-~  —  ■"-  2'(^./_,/'_  ^" ,//j  '       "ï  ô  V     __  - ^,_   „  _->   „    , 

77/''r",;.'^  _  m"',/^'.os.(II-IIl)  ,„^     „  -m'"  "î^'sinafll     III). 

^^  -' ~Uy    ~  ^/'^rr:"'-",/^/')'   '^  5 ^  — — -^F'^.,,r--  <."  "  y 

-mf'r'"    r'"  _        m"    ''' ./cos  (II     m)           ,,,,    ,„__  m '-,^' -' vi^C"     I") 
\^  ) r  frs      —        TTTff     Z7T, —    //    ///;»     rn    àv    — -  „        ,,, .'"..">   ' 


(  /"j=  —  2  i^,/'—  ïl"'  —  //'    u'") 


n    —  ri     —  /^ 


Les  rapports  remarquables  qui  existent  entre  les  moyens  mouyemens  et  ies 
époques  de  ces  trois  satellites,  donnent  le  moyen  de  simplifi  r  les  équalii  ns 
précédentes.  On  a  vu  (Ç.   îni  —  in^j.)  que  A^^^  1= „  ^i  -   ,-= ,,0  .    9 

^^^^  étant  fonction  de  a  ziz  "„     Il    s'en  suit   que  a'  A^^^  et  (a"f  -   ,  ,  uinsi 
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que  F  et  G,   sont   des  fonctions  de  -7^,   et   l'on  verra  aisément,   que  F^  et  G' 


(J)  -■'-  ^,,y-  =  -  ^  cos  (I  -  II),         M ôt;-  1=  [2]  sin  (I  _  II); 


sont    les    mêmes    fonctions  de    ,^,,    que    F  et   G   le    sont  de  -,^.     Or    on   a  à 

très,  peu  près,  ^,,  -  ^„  parceque  ^„  :  ^n,  '•  :  \jrj  =  (^y  '-  -■  ("y  :  {ij% 
d'où  il  suit  F'—  F  et  G' —  G.  On  a  vu  de  plus  (IL  §.  ^aS.),  que 
ï  _„  3  II  4-  2 III  =  1 80°,   d'où  il  vient 

2  (Il  -  III)  =  (I  -  i:)  -  i3o°,  et  2  ^  ("  -  I")  -  -  Z.  'ï  -  ")' 
Si  l'on  fait  n'z^'in^',  n''z=.%n"%  ou  r^ — ifrzz.'i.iji"'  —  ri"^,  on  pourra  réunir 
les  inégal»  es     G)  (F')  en  une  seuJPf  et   en  faisant  pour  abréger, 

les  équations  préeédenles   prendront  cette  forme: 

(H, '^Ç/il^-y^cos^C!--!!)  m"SV=:-MsmHl-liy, 

{^C    J  2 

J!  —  _„  i!l  cos  f  II  —  IID . .         m"  ô- 1"'^'  —  ^  ^" 

§.  265.  Si  Ton  compte  les  longitudes  I,  II,  III,  v^,  v'\  v'' ,  de  la 
conjrnction  supérieure,,  en  les  rapportant  à  la  ligne  mobile  qui  joint  le  soleil 
et  le  lieu  moyen  de  Jupiter,  n' ,  ri' ,  li" ^  seront  les  moyens  mouvemens  syno- 
diques  pour  une  seconde.  Supposons  qu'à  l'origine  du  tcms  t,  les  deux  pre- 
miers satellites   aient   été   en  conjonction ,    ou   I  zz:  o,    II  =10,   et   par  consé- 

i8o°— I  +  3II  o     /-.   I  '  ■  , 

quent  III  zz: — — 1=90°.  Cela  pose  on  aura  pour  un  tems  quelconque, 

\z=.rit,   W  —  n'i,   m=90°-i-/^•% 
et  les  équations   (H)  (J)  fK)  deviendront 

m'^v  ——lx]^mi{nt—n"t),M.W—  [2]  sin  {r{l^n"t),  m"^t;'"z=— [3jcos(/i'7— «'^^), 
Si  on  fait  n  — in"  'ZZiri'—'i.n'"  zzzbi^  on  donnera  à  ces  équations  la  forme: 
m"Sv'——  [i]sin(/2'4w)/,  MÔi.''  — [2jsinf//'4-w,V,  m' ôu^'^zz— [3J  cos(//'-j-w)^. 
Muis  dans  les  éclipses,  I,  II,  III,  sont  nulles  ,  c'est-à-dire  ni  =1  o,  n"iz=o, 
n'tzn — 90*,    d'où   l'on  conclura  pour  les  éclipses, 

m"^v  —  —  [1]  sin  wi^  M^t;"  zz  [2]  sin  w^^  mf'$v'"z=i-^  [3]  sin  w/| 


(K) ~r-jjj-r-  =  —  "  <^os  (II  —  III),.        m"^v"'  —  [3]  sin  (II  -  lit). 
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ainsi  les  inégalités  des  trois  satellites,  dans  les  éclipses,  ont  le  même  argu- 
ment ^t,  et  par  conséquent  la  même  période.  Pour  la  trouver,  nous  observe- 
rons que  rî  et  w  sont  le  mouvement  synodique  du  I  satellite,  et  le  mouvement 
de  l'argument  uit,  pour  une  seconde.  En  nommant  donc  T%  T'',  la  durée 
d'une  révolution  synodique  du  I  et  du  II  satellite,  et  P  la  période  de  i'aro^u- 
ment  w?^    on   aura 


w'.n'  '.'.T  '.  P,   donc  P  =: 


■%  . 


\f,  =  0,99^955903;  :=.  247,274;  et  P  zz  437,641  jours. 


T' 

Nous  avons  vu  (lî.  §.  3 10.),  que 

T' =1  i;7ô9c6o5  jours,  T'' ziz  3,554o94i   jours; 
d'où    il  viendra 

Cette    période   des  inégalités  les  plus  considérables  des  satellites  est  conforme 
aux  observations,  qui  avaient  fait  renonnaitre  ces  inégalités   (II.  §.3.7.). 

§.  266.  Les  équations  du  §.  264.  ne  diffèrent  de  celles  du  §.  262.  que 
par  le  diviseur  qui  est  (2 — V)  «'  —  2«'^  au  lieu  de  n  — in''  pour  le  I 
satellite,  n' —  {\'^X')  v!'  ^\x  lieu  de  11 -^in"  pour  le  II,  et  n" —{\-\-y!"),l'' 
au    lieu   de   //' — 'i.i^"    pour    le  III.     Ainsi,    pour  corriger  les  équations   du 

§.   ^62,   il   suffira  de  multiplier  ie   terme  de  ôv',   qui  a  l'argument  2  (I  —  II), 

7/ —  1-iJ'        t 

P^^  (p,_^y,j ZT^"  ~~" TTHI/Tt?  ^— ^''   ^^^  termes  de  ou",    qui  ont  les 

1  — i-  !^^ —     < — 
'      n'  — an'' 

1 
argumens  I  —  II  et   2  (II  —  III),   par  " (i_>/'yn^,  =  v" .    et   le   terme   de 

1 
Sv''\  qui  a  l'argument  II- — IIÎ,  par  " 'n~I~"~~i'>'   Si  l'on  fait  pour  abré- 

ger,   0,0217794  me,   l'équation  (E)    (§.  264)  donnera 

A  zzi —  ■—, m  ar U  ■ r—   ,   X^zzi- 7;—  — ma „•  ) 

^m"^-  '^^"  4-  ^  ^^'^"')     >''^=-i  '-  ^m-a  Z'^^"  _L  ^  ^^^'"1 
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rs  cie  et,  p,  o",  eic.  (^^.  200.;^  ei 


et  si  Ton  substitue  les  valeurs  de  a,  S.  ^^•^  etc.  (%.  260.)»  et  -.;i 1 


2(1—  '=j2 

X'"  zz  0,99^3  gj  —  /?/' 0.964^1  ',  X^^zz 0,99978505  —  /7?'.i, 53458  —  /w".o,95ii93, 

X" ^  m  o.999895b65  — ■  m'\  1,5172^2, 
et  par  rexhartion    des    racines, 
X' zz:  0,9996646 —  m  .o,^'S-2._\^'^  X"  =r  0,999^6752  —  w'. 0,76789  —  m"  .o,47566: 

X"^  zz  0,9999479.3  — /7i''.  0,7  866. 
Les  valeurs   précédentes   des   masses  (§    261.)    donnent 

^'  =  09  96' J  ^  '  =  o>999'^M  X  "'  zz  0,9  993- 
ou  suivant   M.   de  Laplace  qui   a  eu   égard   à  1  action   du  soleil   (  ^  ), 

^'  =  fN999^'f>7J   ^"  =  c,99965 >5;  X'"  z=  o,999h567;   X'^'  zz  0.999907. 
Au    moyen    de    ces  corrections  on  trouvera  les  inegaliiés,    indépendantes  des 
excentricités  (^), 

Sv'zz—nr.6  >7J27  'sin(ï— TI)-f/77''  7.  4  62i6''sinn(I~ir-h/»".299494"si.  3  I— II) 
-|-m".52464'  ài:4([-Ii)  —  m'".7Lo64''sin(i— m   +/«''. 6ooo4'  sin2  (I— III); 
ôVzz —  m  .2'^522750'sin  (I — II)  —  m  .i7o5.-;6"sina(I  —II)  —  m  .34^02  sin3  I — II) 
— 7?z"'.597HJ6"Mi  (SI— III  -hm''  Jg2'>Si66"sïn9.  Il— III;4-m'''.22di8o''sin3(Il_110; 
èv"—  m  .  7.  618"  sin  (1  —  III)  —  m"  .  1 1  269585  '  sin  (il  —  îil) 
—  m".  i6:;o4.5''sin  2  (II  — III)  —  m'\  3J(  7  i'' sin  3  ^I  — 111) 
^7?2'^343963''sin  111— IV)+/?2'\i  .  73  M4"sino([lI— IV  +m^\8  i5o8''sin3(llI— IV); 
ôv'^  — /72\4(U^6'5in  fl  — IV;  4- m".  7   745"  sin  (il  —  IV) 
~?7z"'.î  4<Si7'sin  ail  — IV)  — m"'.5i7ri'  sin  2(111  — IV), 
§.   267,    Les    observations    des    éclipses    des   satellites    étant  la  base   de 
leur    théorie  5    on   pourra  vérifier  les  équations  précédentes   par  l'observalioi}, 
en  cherchant    le  tems  duquel  les  éclipses  arriveront,    en   vertu  de  ces  équa- 
tions,   plus   ou    moins  tard  que  suivant   le  mouvement  mojen.     Pour  cela  il 
faudra  les  convertir  en   tems,   ce   qui  se  fera  au  moyen   de   cette  proportion: 
36o*    ou    1296000'''    sont    au    nombre    des  secondes,  d'une   de    ces   inégalités, 
comme  une   révolution   syno^iger'  Hn   s^tpHite  p<;t  an   fems  duquel   les  éclipses 


(l)  Mécan    céL   T.    //■"'■  pag.  dg. 
(s)  Jiid.  pag.  d9  —  §3. 
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de  ce  safellile  sont  avancées  ou  relardées,  selon  que  l'inégali'é  est  positive 
ou  négative.  Déms  le  dernier  cas  on  doit  ajouter  l'équation  à  l'époque  moyenne 
ou  calculée  de  l'éclipsé;  dans  le  premier  cas  il  faut  l'en  ôter:  ainsi  toutes  les 
équations  changf^ront  de  signe.  Les  révolutions  synodiques  des  quatre  satellites 
sont  (II.  §.   3io.) 

254'^,6  minutes,   5117,9  min.   loSig.f)  min.  "4125,1  min» 

2548  fî 

En  multipliant   donc  les  inégaljiés  du  I  satellite  par ^— ,  celles  du  II  par 

'  *       1295000  "^ 

5r;-,Q  ,,  ,        T.T  10.319.6  ,,  ,  ZUI2S  I 

,   celles  du    III   par  r— ,   et  celles  du  IV  par — ,  et  changeant 

1296000  1296000  '        1296000 

les  signes,  on  aura  le  nombre  des  minutes  qu'il  faudra  ajouier  au  tems  des  éclipses. 

Le   théorème  des  époques,  I  —  3.11  -j-  2.ITI  zz;  1  îo"^,    donne 
I— ni  — ;?(!— II)-9o^  1  —  11-180°+  a(II— L  );  I— IIIzz  iSo°4- :J  (ÎI— ITT). 
Au    moyen    de    ces   équations   on    pourra   donner    à    toutes    les    inégalités    èv' 
l'argument  T  —  II,  à  Sv'  l'argument  II  —  III,  et  à  ou"'  les  argumens  II  —  III 
et   III  —  IV.   Ainsi  on   trouver^   par  ce  qui  précède^ 

Sv'  ~m'\  1 194' sin  (I  — n:^  —  m''' .  i4o'cos  ?  (I  — II)  — /?/'   1'^'^494'sin  2  (1  —  11} 

—  ('?/'.  4:1    — /?/".ii8'   sin  J(l— II.;  — »z".io/.  sin4(    —II), 

^v"  =z  m".  2^6/  sin  (II  —  Illy  —  ///  .^;894/-|-  /n''\  1549  J2O  »•'   2(1  —  ITT} 

~  m'''. 881'  sin  J  (R  —  III)  -\-  m\6'j  /sin  4  (i-  —  III)  —  in  .  i35'  sin  6  (II  —  11;), 

?  '''=z^'  .897  6  s.n(ll— in)+/7/'.i3  *4  sinaai  -IIl)+(/?/.6  6'+m  ^26J';sin3(II— 111) 

-{-  m^^.2;39'sin  III— IV.  — w/  ^.,J4o'sin  2  III— IV;  — m'^.  6:.7'sin3(in-lV),. 

ô  v'""  ——m'  .  869'  sin  (1  —  IV)  -  m"  .  i,;54'si.:  (;i  —  IV) 

-t-  m  ".21 37  sin  (ill—  iV,  -|- m  "  .  9612' sin  2  (lil— IV}. 

§.  268.    Les  termes  principaux  de  ^v"  sont  —  M.  sin  a  flI  —  lU) ,    M 
étant  zn /«'.b894^' -}- /w''^3  5  4932'  en  tems,  ou  en  secondes  d'un  degré  (§    266.) 

M  =  /?2'.  22522730"  +  /?/' .39233 1J6'. 
Celte  inégalité  est  si  considérable,  que  la  variation  de  l'argument  II  —  III, 
qui  en  résulte,  produira  une  nouvelle  équation  sensible.  Pour  la  déterminer, 
concevons  qu'elle  se  rapporte  à  l'ellipse  vaiiable  du  satellite  troublé,  ou  aux 
variations  de  son  excentricité  7  et  de  son  périjove  zo.  En  désignant  par  {v"\ 
la  partie  elliptique  de  v'\  et  faisant   pour  abréger, 

7  sin  ïC  zz: /i;,  7  cos  ^-z^l. 


/i-jS  A  s  T  R  0  N  O  M  1  E    P  H  Y  s  I  Q  U  s 

on  aura 
(i")  =:  2  7  sin  '' iî  —  tr)  -|-  I  y^  sin  2  (H  —  tt)  -j-  cet. 

•4 

Cela  posé,  le  premier  terme,  (i;'0  =  ^^sin  11  —  2AcosIl,  aura  pour  variatioa 

(a) ô~  iv'')  zzi  zSl  sin  II  —  2  5  A  cos  II, 

dont  la  comparaison  avec  ov'^:zz  —  Msin2(il  — 111)  servira  à  déterminer  les 
variations  oh,  67.  Pour  cela  on  doit  donner  à  ô  v"  Targument  de  6  (u '), 
savoir  II.  En  mettant  II -j- (Il — 2 III;  au  lieu  de  2  (II  —  III),  et  iaisant 
II  —  2  111  zz  (f),   on  aura 

(''0 ^'v''  z=  — M  cos  cp  sin  II  — TVF  sin  Cp  cos  2  IIj 

ce  qui  étant  comparé  avec  l'équation  (a),  donnera 

(c)  ..<,..§■  A  zn  —  sin  (p,     6"/_~ cos  <$. 

Le  second  terme  de  (v' ),  |7^sin2(II— îc)zi:/(/^  —  /i^)sir2.II  —  ^/i/cosa.II, 
donnera,  si  on  substitue  A -|- 0 /z  pour  h,   et  /-J- ô/  pour  /,  les  termes  suivaus: 

ô  (è-v')  —  i{(^Sl^  —  Sh^)  sin  2 II  — 2Sh  .0/ cos  2  II}-, 
ce  qui  est  la  nouvelle  inégalité ,  proportionnelle  au  carié  de  la  masse  pertur- 
batrice, que  nous  cherchons.  Au  moyen  des  valeurs  (c)  elle  se  transformera  en 

^î(5^'0=^  M'{cos2$sin2ÎH-sin2(pcos2lI}i:  ^  i\PMiï2($+Ii)r^M\in4(lI— III). 
Les  inégalités  du  même  genre,  relatives  aux  autres  satellites,  sont  insensibles. 
§.  269.  On  ne  peut  déterminer  les  masses  des  corps  célestes  que  par 
l'effet  qu'elles  produisent.  Celles  des  satellites  devront  donc  être  déterminées 
par  leurs  actions  mutuelles,  c'est- à  -  dire,  les  inégalités  qui  résultent  de  leurs 
attractions,  et  qui  sont  données  par  les  formules  précédentes  en  fonctions  des 
masses.  Si  Ton  compare  ces  foi  mules  avec  les  inégalités  que  les  observations 
ont  fait  connaître,  on  pourra  déterminer  m^,  m",  /«^^S  m'''.  11  suffit  donc 
d'avoir  quatre  données  ^e  l'observation,  au  moyen  desquelles  on  pourra  éli- 
miner trois  des  inconnues,  ce  qui  donnera  fune  après  l'autre.  Mais  on  trou- 
vera un  résultat  plus  exact,  en  déterminant  chaque  masse  par  l'effet  principal 
qu'elle  produit:  on  choisira  parmi  les  inégalités  de  chaque  satellite,  celle -qui 
l'emporte  beaucoup  sur  les  autres;  on  comparera  son  coefficient  avec  le  maxi- 
mum de  la  même  inégalité,  donné  par  les  observations,  et  Ton  trouvera  immé- 
diatement la  masse  dont  elle  dépend.  En  substituant  les  valeurs  ainsi  trouvées, 
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dans  les  termes  qu'on  avait  négligés  dans  la  première  opération,  et  qui  dépen- 
dent des  autres  niasses  ,  on  trouvera  des  valeurs  plus  exactes.  Mais  pour 
avoir  le  maximum  de  chaque  inégalité  avec  la  précision  nécessaire  ,  il  faut 
calculer  un  grand  nombre  d'écîipsesj  et  c'est  au  zèîe  infatigable  de  M.  Delam- 
bre,  et  à  la  sagacité  avec  laquelle  ce  grand  astx'onome  a  calculé  plusieurs  milliers 
d'éciipses,  que  les  astronomes  doivent  les  résultats  que  nous  allons  exposer. 

Les  inégalités  dulsatellite,  ôV,  renferment  un  terme,  —m''.  188494  s  in  2(1— II) 
qui  ,  étant  cent  fois  plus  grand  que  tout  le  reste  ,  servira  à  déterminer  la 
masse  in'  du  II  satellite.  D'après  les  recherches  de  M.  Delambre  celte  iné- 
galité est  zn — ^'.sinqHsinsCI — II);  d'où  il  suit  m'^zn—- zz:  o.ooooaSaSSo. 

L'inégalité  principale  du  II  satellite  est 

ÔV  =z  —Cm'.  88942'  -^  mK  i5493î')  sina  :  II  —  III), 
et  le  maximum  de  la  même  inégalité  est  suivant  M.  Delambre  zz:  —  i5  ,2322; 
ce  qui  donne  l'équation,  m'^'^.^^^-î -\- m"'.ib\^\i  zn  t^S^iù^i:   il  faut  donc  une 
troisième   donnée,  pour  déterminer  les  masses  m' ,  m   . 

Comme  les  inégalités  des  satellites  dépendent  en  partie  de  l'aplatisse- 
ment de  Jupiter,  et  qu'il  est  à  présumer  que  cet  aplatissement  sera  donné  par 
les  observations  des  éclipses  avec  plus  de  précision  ,  que  par  la  mesure  des 
diamètres  de  Jupiter,  il  y  a  cinq  inconnues,  et  M.  de  Laplace  a  pris  pour 
les  trois  données  de  l'observation,  qui  sont  encore  nécessaires  pour  déterminer 
ces  cinq  inconnues,  les  mouvemens  des  apsides  du  III  et  du  IV  satellites,  el 
le  mouvement  des  noeuds  du  IL  C'est  de  ces  cinq  données  que  les  recher- 
ches de  M,  Delambre  ont  fournies,  que  M.  de  Laplace  a  conclu 

m.^ZOjOoooi^JaSj^  ;7î"i:o,oooo2323553  m^ '^1:0,0000884972;  ^^^^^0,0000426591; 

i3 

et  le  rapport  des  deux  axes  de  Jupiter,  iz:  OjgiSGgga  ou  — ,. 

ee  qui  est  conforme  aux  observations  (11.  §.   167.). 

§.  270.  Si  on  substitue  ces  valeurs  des  masses  dans  les  formules  précé- 
dentes, on  trouvera  d'abord 

M  zz /{9. '',2^64 -p  3472', 0224  =  0,0187251 
1VPzzio,ooo3og64z::  72',  2  4i 

ce  qui  étant-  multiplié  par  — /^  ,  donnera  en  tems., 
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ÎVP  -  o',5B5597;    'îonc  ^  M^—  5'',355j  et  ô"  (Sv'')  ziz  —  5",355  sin  4(11  _  m). 

En  réunissant  les  inégalités  précédentes  (§.  267.)  à  celles  que  M.  de  Laplace 
a  conclues  de  l'action  du  soleil,  et  des  excentricités  du  III  et  du  IV  satel- 
lites, dont  le  mouvement  des  autres  satellises  participe,  quoique  leurs  propres 
excenfriri'és   soient   insensibles,  on  trouvera 

èV.  i  ,665sin  1— II)— o",74ocosl  I-ID— Tg3",079sino  (I— ïr-o'','44sin4(l_n) 
' — I  '',o56sin('I — îcî)— o'',73isin(I — îO  ,:-|-6'',82sin(I-  2il-|-ro)-r2'  .9i9sin{I-2lI-f-îo'), 
Ô^i;ri2'',53r)sinvll^lir-9i5  ',K]2sin2,II-llI)-4  ,68sin3(II-ilI  -5  ,728sii  4(II-III) 

—  o'^358sin5  II— 111,-0  >8îsirj6CîI—IlI;--{-o'',4o5sin(II—IVy-o^355sin2(II-lV) 
=-  2b'',247  sin  (II  —  î^)  —  io'',33i  sin  ai  —  toO  —  43'',468  sin  ^I  _  2  II  +  to) 

—  i9'',574  sin  (I -— 2  II -h  TO  )  4-  8",547  sin  V^ 
ôi/''ri25'',io5sin :II~lIl;+/'',833sin2  II-III  4-i'',o»9sin3(II-IiI  -l-7''sin  III— IV) 
~23'',9i  (sin2(llI-lV;-i  ',68isin3(IlI-IV)-a6i',732sin(I]I-îK)-i  6  ,756sin(III_TO') 

—  i4^;33sin(Il  _2lil-l-  ro)  —  6",746sin(II  — 2llî-l-îoO+22",82sin  V| 
ôu'^— -0^,89 lsinI-I\)-i",888sin(Il-iV  +1 1  ^34rtsin(IlI-IV +5",7  Tsin2^III-IV) 

H-  1  ',068  sin  3  ^III  —  IV)  4-  79'^,<'^77  sin   iV  —  to)  —  3328  ',77  sin  (IV  —  ro') 
—  i5",249sin  2  (IV  —  zc')  —  o',ii  sin  3  (  V —  to';  -j-  126  ,58^i  sin  V^ 
to  et  w^  étant  les   longitudes  des   pé'"ijoves  du   III  et   du  IV  satellites,   V  l'a- 
nomalie  moyenne   de  Jupiter  ,     comptée    du   périhélie,  et   les  termes  qui   ont 
l'argument    V,   élant  dûs   à   l'action   du  soleil. 

Les  inégalilés  précédentes  serviront  à  calculer  le  tems  du  milieu  des 
éclipses  des  satellites  avec  une  précision  plus  que  suffisante,  pour  se  prépa- 
rer à  en  observer  les  immersions  ou  les  émersions,  attendu  qu'on  connaît  à 
peu  près  la  durée  de  chaque  éclipse.  Le  but  de  ces  observations  est  la  dé- 
termination de  la  longitude  du  lieu  de  l'observateur  j  et  les  astronomes  sont 
convenus  que  cela  ne  peut  se  faire  avec  quelque  précision  qu'à  l'aide 
d'observaiions  correspondantes.  Pour  qu'une  observation  isolée  pût  remplir 
cet  objet ,  par  sa  comparaison  avec  les  tables  ,  il  faudrait  connaître  exacte- 
ment l'instant  de  l'immersion  et  de  l'émeision,  ou  ce  qui  revient  au  même, 
la  durée  de  l'éclipsé  ,  qui  dépend  de  la  dislance  et  de  la  latitude  du  sa- 
tellite.    Mais  les  meilleures  tables  que  nous  ayons ,  celles  que   M.  Delambre 
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a  calculées  d'après  la  théorie  de  M.  de  Laplace  et  sur  plusieurs  miliiers  d'ob- 
servations, sont  encore  bien  loin  de  cette  perfection,  à  laquelle,  vraisembla- 
blement, on  n'atteindra  jamais  dans  cette  partie  de  l'astronomie  (*).  Nous 
î^vons  donc  pensé  qu'il  serait  inuUle  de  développer  les  inégalités  du  rayon 
vecteur  et  de  la  latitude. 

(l)  Voyés  ce  qu'en  dit  M.  Delambre,  avec  uue  candeur  qui  ne  fait  pas  moins  d'honneur  à  c« 
grand  astronome,  que  l'excellent  ouvrage  et  le  pénible  travail  qu'il  venait  d'achever,  quand 
il  fit  cet  aveu  {Tahî.  Ed.  des  Sat.  de  Jup.par  M.  Delambre,  Paris  1817.  Introd,  p(tg.  L,  Lf^I-)» 
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CHAPITRE      X. 

Réflexions    générales   sur  la  staUlltè    du  système   solaire. 

§.  271.  J-Je  nombre  des  planètes,  leur  grandeur  et  masse,  la  position 
d'une  orbite  relati^'^ement  aux  autres,  leurs  écarts  plus  ou  moins  grands  du 
cercle ,  etc.  tout  cela  ensemble  compose  l'organisation  individuelle  de  notre 
système  planétaire,  par  laquelle  le  domaine  du  soleil  se  distingue  de  celui 
de  chaque  autre  étoile.  Il  faut  avouer  que  l'état  actuel  de  l'astronomie  est 
tel,  que  les  découvertes  pratiques  et  théoriques  qui  ont  été  faites  dans  cette 
science ,  suffisent  pour  porter  notre  connaissance  de  cette  organisation  au 
plus  haut  degré  de  perfection,  qui  soit  accessible  aux  habitans  de  la  terre. 
Si,  malgré  cela  ,  nous  sommes  encore  bien  loin  d'une  parfaite  connaissance 
du  système  solaire,  il  faut  l'attribuer  à  l'âge  trop  récent  des  observations,  à 
l'imperfection  de  nos  organes  et  de  nos  instrumens  ,  et  au  point  de  vue 
d'où  nous  observons.  L'étendue  des  limites  connues  du  système  planétaire, 
qui  a  été  agrandie  au  double  par  la  découverte  d'Uranus,  et  le  petit  nombre 
des  comètes  qu'on  a  observées,  par  rapport  à  la  multitude  de  celles  qui  dé- 
crivent probablement  leurs  orbites  inconnues  autour  du  soleil  ;  tout  cela 
prouve,  combien  nous  ignorons,  non  pas  de  l'univers,  mais  d'un  seul  chaînon 
de  cette  chaîne,  du  système  solaire  que  nous  habitons,  et  quel  travail  immen- 
se est  réservé  aux  siècles  à  venir.  Cependant  le  nombre  des  comètes  obser- 
vées suffit  ,  pour  nous  donner  une  idée  de  la  grandeur  du  système  de  ces 
corpS;  et  les  observations,  réunies  à  la  théorie  de  Kepler,  ont  dévoilé  le  dé- 
tail du  système  planétaire  avec  une  grande  précision.  Mais  ce  n'est  que  l'état 
actuel  de  ce  systèmej  et  l'on  sait  que  tous  les  élémens  des  orbites  planétaires 
sont  plus  ou  moins  altérés  par  les  perturbations  mutuelles  des  planètes.  L'astro- 
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ïiomé  philosophe  se  proposera  donc  la  quesiion  intéressante,  sî  Pétat  actuel 
du  système  planétaire  est  stable;  s'il  changera  indéfiniment,  ou  s'il  ne  fera 
que  des  oscillations  entre  des  limites  resserréesj  ou  en  d'autres  mots  ,  si  les 
lois  physiques  que  l'Auteur  de  la  nature  lui  a  prescrites ,  sont  telles  ,  que  la 
marche  de  la  grande  machine  ne  pourra  jamais  être  dérangée  ,  ou  que  cette 
machine  se  détruira  elle-même  ,  et  finira  par  retomber  dans  le  néant.  Voilà 
des  questions  qui  ne  peuvent  être  indifférentes  à  quiconque  a  eu  l'occasion 
d'admirer  l'arrangement  sage,  et  la  beauté  métaphysique  de  la  nature  en  grand; 
et  un  système  d'astronomie  ne  pourra  être  terminé  plus  convenablement, 
qu'en  tirant  du  détail  pénible  du  calcul  de  tous  les  mouvemens  compliqués 
des  corps  célestes,  des  résultats  généraux,  également  importans  pour  l'astrono- 
me et  pour  le  philosophe,  qui  concernent  la  destinée  de  l'univers  dans  le  cour^ 
éternel  des  tems.  Ces  résultats  qui  font  l'objet  du  Chapitre  présent,  sont 
des  suites  immédiates  du  calcul  des  perturbations  ,  qui  a  été  développé  jus- 
qu'ici, ou  plutôt  des  équations  séculaires,  les  seules  qui  puissent  produire  des 
changemens  perpétuels  des  orbites  planétaires.  Elles  les  produiraient  même 
nécessairement ,  si  c'étaient  rigoureusement  des  équations  séculaires.  Ainsi 
cette  recherche  se  réduit  à  décider  la  dernière  question,  ou  à  examiner  avec 
soin  la  nature  des  équations  séculaires. 

§.  '2.'j2.  Suivant  la  notation  dont  nous  nous  sommes  servis  jusqu'à  pré- 
sent, 7,  7',  y\  etc.  sont  les  excentricités  des  planètes  m,  m',  m',  etc.  ô,  6\ 
etc.  sont  les  tangentes  de  leurs  inclinaisons  sur  l'écliptique,  tâj,  ^',  etc.  J,  i', 
etc.  les  longitudes  de  leurs  périhélies  et  de  leurs  noeuds  ascendans.  Les  quan- 
tités hznysxnw,  IzzLycosvs,  A'=z/sinTO',  etc.  ;3i=:9sinJ,  çnrôcosJ,  /t? zzô'sin J', 
etc.  f§.  i85.  187.),  seraient  donc  constantes,  si  le  mouvement  des  planètes 
autour  du  soleil  n'était  troublé  par  l'attraction  des  autres  planètes.  Mais  com- 
me cette  attraction  produit  des  variations  des  élémens  7,  ro,  etc.  dont  les  pre- 
miers termes  sont  proportionnels  au  tems,  on  aura 

h  =z  (7  -|-/$7)sin  {xf5-\-t^XfS)  zzL  7  sin  (g3 -|- / ô^ ro) -}-  if  ô'7  sin  tsJ,  etc. 
en  négligeant  le  carré  des  variations,  et  l'on  pourra  donner  au  dernier  terme 
la  forme  A.s\nat.   Il  est  donc  à  présumer,  qu'en  général  les  quantités  h,  l,  h', 
etc.  auront  la  forme, 
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hz:z.Asïn'a-\-at)~\-Bsin{^-f~bt)-^cei. 
lz=:  A  cos'(a  -\-at)  -f-  B  cos  p  -|-  A /j  -j-  cet.  A'  =z  A'  sin  {a  -\~  at)  -\-  cet. 
et  ainsi  de  suite.  L'intégration  des  ditrérentielles  des  équations  séculaires, 
que  nous  avons  (rouvées  précédemment  ,  doivent  vérifier  ces  formes.  Pour 
exécuter  celte  intégration,  nous  suivrons  la  méthode  deLagrange,  que  ce  grand 
géomètre  a  développée  dans  sa  Théorie  des  variations  séculaires  des  élérnens 
des  Planètes  (  ^  )» 

Si  l'on  fait  pour  abrégery 

(a)  .....  -  [^,\    mc^^'-  (oij,       -  . -,  ^  l  .(^,   -j--  ^,^j  c(^>  -  -,-  c(<^)  ^  =[0,], 

les  formules  XIV  —  XVII  (§.  210.)  donneront^  pour  Faction  de  la  planète  n/ 
sur  m,  t  étant  le  nombre  d'années, 

^^_[ui]-^,-_,oi)-[oiJ-^-,-zCoO'-^^,.^^-^^ 
d'où  Ton  tirera 

rt  = —Tt =  7  al  +^  IJ  =(«^)^-[oO^ 

—  zziCotJA"— (01)^.   1^=1(01)^9'  — 9),    ^=(oî)  (/?—/). 

On  aura  des  expressions  analogues  pour  l'action  des  autres  planètes  m",m"' ,^\q. 
Cela  posé,  si  l'on  désigne  par  (r^),  [rs],  et  (sr),  [sr],  ce  que  deviennent  (oi), 
[01],  lorsqu'on  considère  l'action  de  la  planète  m^  sur  m*'  et  de  m**  sur  m^^ 
au  lieu  de  Faction  de  rrf  sur  m,  et  qu'on  fasse  pour  abréger, 

C^;  .....  (oi)  +  (02)  -f-  (o3;  -f  cet.  —  (o),    (10)  +  C»^)  "H  (i^J-f  cet.  =  (i), 

(20) -|- (2 1 }  H"  (^3) -f- cet.  nr  (2)^,  etc<. 
6n  aura-,  pour  Faction  de  toutes  les  planètes,   les  équations  suivantes» 

'^^-(o)/— [ot]/— [o,2jr— [o3]r— cet.  ^'—(ly— [10]/— [12]/'— [13]/"; 

•^^]^-=C.)r-[2o]/-[2,y-[a3]^^    ^^^'::^^3)/"-[3o]/-[3.]/'-[32]/^ 
^.=-(o)2+[oiJ//4-[o2]A"+[o3];/'^  —  r-(i)A'+[io]/z+[.2]A"+[i3JV''5  etc. 


(3)  Noiiv.  Méin.  ai  l'^dcad.  Roj.  de  Berlin^  ulnnéi  1781.    178a. 
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'i£--^o)7?+(orY+(p07  +(o3)/'+ ceLi^'=:-(i>/+(io)^+(i%'^^^ 

'^^^-(o7>-  o0;;-(o2y'~(o3>'  ';^'zz(.>'-(io>-(i2  p''-(i3y' j  etc. 

Kous  n'avons^  développé'  ces  équations  que  pour  la  combinaison  de  quatre 
planètes,  m,  m',  m",  m"',  qui  agissent  l'une  sur  l'autre,  parcequ'il  est  aisé  de 
voir  la  forme  des  lermes^  suivans,  si  l'on  veut  considérer  l'action  de  plus  de 
quatre  planètes. 

§.   27,3.    Il   est-  visible    que    l'intégrale    des    équations    (A)    doit    avoir 
cette  forme, 

k=.  B  sin  C(3-i-30,  /rz  B  cos  (|3-[-3/),  h'  —  B'sin  {^-\-bt),  l'ziz  B'  cos  (p-4-30,  eic. 
Si  on  subs-litue  ces  valeurs ,  ainsi  que  leurs  différentielles,  dans  les  équations 
(A),  en  faisant 

(c)  .....  À  —  (o)  —  xy  b^  (î)  zz  xy  b  —  (2)  znx'^,  b-^  {^)—x"\:. 
il-  viendra 

r o=:B:r4.ror]B'-i-[o2]B''-|-[o3]B'^',  o=zBV-h[i o]B-|-[i-2]B"-|-[i3]B''', 

^      <o— B'V'4-[2o]B4i[2iJB'-t-C23jB'/;  o=B''V''4-[3oJ,B+[3ijB+[32]B^ 

Supposons; 

Tiff'  IM^/'  M"'' 

(-o: B<  =  ^  B',  B' =  ^  B,  B'"  =  ÎL.  B. 

Cela  posé,  les  trois  premières^  des  équations-  TC)  donneront j  par  les  règles 
ordinaires  de  l'élimination,  en  changeant  les  sigries, 

N=(:o3][  ra]  [2 1  ].-[o  I  ][i^]  [23J-[o2]  [.i  3J  [2 1  ]+[.oa]  [23]a;'+[o  i  ]  [-1 3]x"-[o3]:ï  V 
..  )M-— [o2][i3][2o];— -[o2][ro][23]-^|;o3][i2][2o]+[i2][23]:r+[o3]LioV'— [i3>:r' 

^      ).M'':=[oi]:îo][23]— ^[oi][i3i2o]— ^[o3][io][2i]-|^ri3][2i>4-[o3j[^^^^ 

^•''zzxx^x' — ■[r2][2i]a:- — {_02.']{_'i.o]x'- — [oi][io]a;''-H[oi][i2][20]-|-[02][io][2i^ 
Le  calcul  de  ces  coefficiens,  ainsi  que  de  ceux  qui  Suivront,  sera  singulière- 
înent  simplifié  par  l'observation  suivante.     Quand  on  a  calculé  les  coefficiens' 
(oiO,  [01],  (02),  etc.  qui  se  rapportent  à'  l'action  des  planètes  m'^  m" ,  etc.  sur 
m,   il  est  aisé  d'en  conclure  les*  coefficiens  (10),  [lo],  (20) ,    etc.  relatifs  à  la 
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Téaction  de  la  planète  m  sur  m,  m'' ,    etc.     En   désignant   par   'c*^^^  la  valeur 
de  c^^^y  relative  à  la  réaction  de  m  sur  m',  on  a  (§.  174O 

Ainsi  les  formules  {a)  (§.  272.)  donneront 

Mais  on  a,  suivant  la  troisième  loi  de  Kepler,  —  zz.  (— j'»  d'où  résultent  les 
relations  suivantes: 

doi)mya—[i6^m'ya\  (o'^)mVai=i{'Xo)m'''Va",  {^ i)mV a:=:( O^xWV a" , 
tet  en  général,  (rs)  m^  YaT  zz  (5  r)  m^  Ya^,  [r5]  m^  va^  zz  [sr]  m^  V  a^; 
les  lettres  r,  s,  désignant  des  traits,  et  non  des  puissances.  Ainsi  on  trouvera 
que  les  deux  derniers  termes  de  M"  sont  identiques. 

Maintenant  si  l'on  substitue  dans  la  quatrième  des  équations  (C),  les 
valeurs  {d)  (c)  de  B',  B'',  h'" ,  et  x,  x ,  x' ,  x''' ,  on  la  transformera  ,  après 
l'avoir  divisée  par  B,  en 

(E) 0=^4  — CZ-^^-D^^  — E^-f  F, 

et  l'on  trouvera 

C  =:  ro) -f  f  1)  +  (2)  +  (3),. 
D=ro)(i)-[oi][io1-|-(o)V2)~[o2][2o]4-(oX3)-[o3][3o]  +  CO(0-[i2][2i] 

4-  (iK3)  -  [i3][3i]  4-  (0(3)  ~  [23JL32], 
E=:(o)(i)(2)— 2[orj[i2  [2o]4-(oX  )(  •)-2[oi][i3][3o]+(oX  ■>.3)—2[o2-'.[23][3o] 

+(lX2)C3)-2[l2l[23][3l]-fc)+;,0}[23][32]-{(o)4-(2.1,l3][3lH(o)+l3|[,2][2l] 

-  KO  H-  (•')}  [o3J  [3o]  ~  {(  0  +  (^)}  [02]  [20J  ^  {(2)  -f  ^3)}  [01]  [10], 

F==(o)(l)(2)(3    +[0l][l0][23][32]  +  [02][2O][l3][3l]-t-[03][3o][lo][2l] 

—  (o(i)i;23][32J-(O(90['3][3iKoX3)[i2][2iHO'.2)[o3][3oJ-(.)(3-[o2][2o] 

—  (2>(3)[oi][ioJ~2(o)[i2][23][3i]  — 2fi)[o2][^3j[3o]  — 2(2)[oijri3j[3o] 

2(3)[01j[l2][20] 2[oi][i2j[23Jl3o]  — 2^02][10j[23jl3i  J 2[o3][l  2j[20"][3l], 

La  solution  de  l'équation  (E)  donnera  quatre  racines  que  nous  désignerons 
par  b^  h^,  b^,  b^;  et  il  est  visible  que  l'élimination  de  B,  B',  etc.  eût  donné 
une  équation  du  degré  /,  si  l'on  eût  combiné  i  planètes  au  lieu  de  4*  Ainsi 
les  véritables  intégrales  de  h,  Ij  h',  Vf  etc.  seront 
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rh  =  Bsin  (^-{-6t)  -\-  B^  sinrpi 4-^/)  -f-  B^sin  ((B^  -j-  ^oO  "^  Bjsin  ((33-I-Z.3O, 

(Fi  ,.,,■/ 

^  ^  \'/'zzB''sin((34-^/;+B''j  sin(p,+3,0+B"^  sin(p^-f3^,0+B''3  sinf  ^34-^-30, 

Ces  intégrales  se  changeront  en  l,  ï ,  V,  ï" ,  si  on  met  les  cosinus  à  la  place 
des  sinus.  Il  y  a  donc  pour  quatre  planètes  24,  et  pour  /  planètes  (/-|-  a)? 
quantités  inconnues,  h,  (3,  B,  B',  B',  B'",  h^,  (3^,  Bj,  etc.  dont  quatre  ou  /  sont 
données  par  l'équation  (E).  Les  équations  fD)  id)  donnent  i  —  i  des  indé- 
terminées B,  B,  B*^',  etc.  et  puisqu'il  faut  substituer  pour  b  les  i  racines  de 
l'équation  (E),  on  aura  {i —  \)i  quantités.  Il  ne  reste  donc  que  2/  inconnues 
qu'on  déterminera  par  les  observations.  En  effet,  soient  I,  F,  etc.  H,  H',  etc. 
les  valeurs  de  7,  7',  etc.  tjj,  ca',  etc.  que  les  observations  ont  données  à  une 
époque  quelconque,  d'où  l'on  compte  le  tems  t.    On  en  tirera 

(e) IsinnizH,  rcoslIzzL,  Fsinn'zzH',  T'cosn'zzL',  etc. 

Comme  les  équations  fF)  donnent  également  les  valeurs  de  A  zz  H,  A'zi:H', 
etc.  qui  répondent  à  l'époque,  si  l'on  fait  ^zzio,  on  aura  les  équations  sui- 
vantes, dont  le  nombre  est  ih 

rH  rz  B  sin  (3  -j-  B,  sin  ^^  -\-  B^  sin  p^  +  ^3  *•"  P?  H"  ^^^ 

(G) <  L  iz:  B  cos  p  -)-  Bj  cos  Pi  4-  B2  cos  p^  -\-  B3  cos  P3  +  cet. 

(H'  —  B'sinp  -h  B\  sin  p^  -|-  B  ^  sin  p^  -f"  B'3  sin  p3  4.cet. 

et  ainsi  du  reste.  Ayant  déterminé  de  cette  manière  toutes  les  inconnues,  on 
connaîtra  h,l,h,r,  etc.  pour  un  tems  quelconque  t,  ce  qui  donnera 

(H) 7^  =  A^-f /^y=^=zA=*4-/^  etc.tgro:=:|,  tgw'zzy,  etc. 

§.  274-  I^6s  équations  (B)  (§.  2'j2.)  donneront  par  le  même  procédéj 
p  zz  G  sin  (>]  4- gt),  q  znQ  cos  {y\ -\-  gt],  p  zzG'  sin  (>]  -\-gi),  etc- 
£n  faisant  donc 
if) 8'^io)z=y,  ^  +  (1)  =  /,  ^  +  r2)  =  y',  g  f  (3)==/^  on  aura 

rozzGj  — (oi)G'— (02)G"— (o3  G",  oz^G'/— (lo)G-'(i  )G''— (i3  G"', 

^  ^ <oii:GV-(2o)G-(2i)G'-^(23}G"',  o=GV~C3^)G~(^0G'-(^^)G'^- 

Si  on  suppose 
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L        '  L        '  L 


J 


les  trois  premières  équations  (J)  donneront 

(Lr(0jy/'+(02)(23)/+(0l)(l3)y'+(0lXl2)C23)+(02)ri3:(2])-(03)(l0)(2:l\ 

^Sv'-(i3)y/'+rio)(23:^'+:o3:)(io)/'+(o2)(io)(o3)-(o2)(i3X2o)+ro3)(^ 
(    ^'••y^''::(o3)j/+(i3)(20j+(o3)(.2o)/+(oi)('i3)(2oHoî)(îo)(;23)+(o3)(io)(2 

(r''==j/y'— (i2)'2i>— (o2)r2oy— (oi)rio)y'-(oi)fï2)(2o)-(o9.XioX^i\ 

Si  on  substitue  les  valeurs,  données  par  les  formules  (/")  (^)  (K),  .dans  la  der» 
nière  des  équations  (J),  elle  prendra  la  forme 

o  zizg"^  -|-  (Ig^  ~{-^g^  4-^^  -j-"^'.  et  l'on  trouvera 

.,(J=:(o)  +  (0  +  (2)  +  (3)— €, 
©-(o)(.)- foi)  (10)4  rd)(2)-  (o2)(2o)-}-(o)r3)_(o3)(3o) 

-4-      l)(^0  — ('2)(20  -f  :('X^)  -rï3)(3l)4-e2)(3)  _(23)(32), 

eiz(o):i)(2— 2(orX.2)^2o34(o)(i)(3)— 2(oî)(i3y3o)4-ro)(2)r3)-2(o2)(23)r3o) 
4-  (  ,)(2)(3)~-  2(.2)(23)(3i)~  {(o)  +  (i)f  r23)(32)  -  |(o)  +  (-,)}  (i3)(3i) 

H(«)i-'3)Ki2)(2j)-:{(i)4-;:2}Co3)3o)-fo+(3)}(o2X2o)-|C2)^x3)}(oO^ 

Il  suit  de  %  zz  0,  qu'une  des  racines  g  est  nulle,  ce  qui  est  d'ailleurs  «vident. 
Car  à  l'inspection  seule  des  équations  (J)  on  voit  qu'on  ieur  satisfaira,  en  sup- 
posant G  —  G'  =:  G^'  =  G"\  et  j  zzrXo),  /  =:  (0,^  =  (2),  /"  —  (3),  ce  qui 
revient  à  supposer  f^zr:o:  car  alors  le  premier  terme  de  chaque -équation  est 
égal  à  la  somme  négati\o  de  tous  les  autres  termes,  parceque  (o)i:(oi)+(o2)+(o3).5 
etc.  On  trouvera  aussi  L  zz  K' :=  K"  zzK%  en  faisant  ^zzo  dans  les  équa- 
tions (K).     Nous  avons  donc 

<L) ^zzo,  GzzG'zzG"-G'^ 

(M) o-g^~{-£g^^T>g^(i. 

Si  on  désigne  les  racines  de  l'équation  (M)  par  gi,  gn>  g^>  î^  viendra 

cpzizG  sin  71 4-  Gj  sin  (vi,  -|-g-,0  -j-  G^  sin  (yj^  -f^.O  -|-  G3  sin  (v)  ^  4-^3^), 
'il/=iGsmYi-\-G\s\n{y\,-^g^i)^G'^smf%--\-g^0-\-<^'3  «'"(^j+^sO.  etc. 
On  aura  7,  ç'',  g",  q"' y    en  changeant  les  sinus  en  cosinus.     Si  l'on    substitue 
successivement  g^j  g^,  gy  pour  g,  dans  les  équations  (K),  on  trouvera 
Cy\       G'\       G"%.     G'a      G"2       G'"2.     G^       G'^3      ^'^ 


(N) 


î 


Oi»      Gi^     Gj»      Gj»      Ga^     G3'      G3  '      G3 
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Le  reste  des  inconnues,  savoir  y\,  y\^^  y\^,  tq^,  G,  Gi,  G2,  G5,  sera  déterminé  par 
observation,  ainsi  qu'on  l'a  vu  à  l'égard  des  excentricités  et  des  périgées  (§.  2^3.). 
Cela  posé  on  aura,   pour  un  tems  quelconque.  p,qfp\  etc.  ce  qui  donnera 

(0) e  —  f-^-q",  r-:=p'^-\-q'\  etc.  tang.  Jzz  ^,  tang  J^zz^',  etc. 

5.  275.  Il  suit  de  ce  qui  précède,  que  les  variations  des  élémens  h,I,p,q, 
etc.  ne  sont  que  périodiques  ou  des  oscillations,  parceque  les  formules  que 
nous  avons  trouvées  (F)  (N),  ne  renferment  que  des  sinus  ou  cosinus.  Les 
angles  de  ces  sinus  sont  composés  des  quantités  (3,10,  et  b^g,  etc.  Les  premières 
sont  données  par  une  équation  linéaire  de  leur  tangente:  les  angles  p,  t^,  etc. 
sont  donc  toujours  réels.  Les  dernières,  b,  g,  sont  données  par  les  équations 
(E)  (M),  lesquelles  étant  du  degré  i,  pourront  avoir  des  racines  imaginaires; 
et  dans  ce  cas  les  angles  ^  -\-  bt,  etc.  deviendraient  imaginaires,  ce  qui  indi- 
que des  quantités  exponentielles,  dans  l'exposant  desquelles  entre  le  tems  t, 
et  qui,  par  conséquent,  au  lieu  d'être  périodiques,  changeront  à  l'infini  avec 
le  tems.  Il  suit  de  la  théorie  générale  des  racines  algébriques,  que  deux 
racines,  avant  d'être  imaginaires,  deviennent  nécessairement  égalesj  et  l'on  sait 
que,  dans  ce  cas,  les  sinus  se  changent  en  arcs  de  cercle,  qui  croîtront  aussi 
à  l'infini.  On  voit  donc,  que  les  variations  des  élémens  ne  seront  pas  pério- 
diques ,  qu'au  contraire  la  nature  des  orbites  sera  à  la  longue  entièrement 
changée,  et  la  stabilité  du  système  planétaire  détruite,  lorsque  les  équations 
(E)  (M)  ont  des  racines  imaginaires  ou  égales.  Il  est  donc  très -important, 
d'examiner,  si  quelques  racines  de  ces  équations  peuvent  devenir  égales.  Il 
est  vrai  qu'il  serait  fort  difficile  de  juger  a  priori  de  la  qualité  de  ces  racineSé 
Mais  on  verra  par  le  calcul  numérique,  que  les  racines  des  équations  (E)(^M), 
qui  résultent  de  la  combinaison  de  toutes  les  planètes  connues,  sont  trop  difié- 
rentes  entre  elles,  pour  qu'elles  puissent  devenir  égales,  et  encore  moins  imagi- 
naires ,  par  un  petit  changement  de  leurs  coefficiens.  Or  ces  coefficiens, 
(01),  [01],  (02),  etc.  sont  des  fonctions  des  moyens  mouvemens  et  des  masses 
des  planètes  (§.  272.  (a)),  et  les  premiers  sont  connus  avec  une  grande  pré- 
cision. Les  masses  sont  moins  certaines^  mais  cette  incertitude  regarde  prin- 
cipalement les  petites  masses  de  Vénus,  Mercure,  et  Mars:  l'égalité  de  deux 

^2 
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racines  demanderait  donc  des  changemens  énormes  de  ces  masses,  que  les 
observations  n'admettent  pas»  On  peut  donc  être  assuié  que,  quelle  que  soit 
Ja  véritable  valeur  des  masses  inconnues  des  planètes,  les  équations  (E)  (M) 
n'ont  pas  de  racines  imaginaires  ou  égales,  et  que  par  conséquent  les  élémens 
h,l,p,qf  etCr  ne  sont  assujctis  qu'à  des  alîérations  périodiques.  Cependant 
comme  ce  n'est  qu'une  preuve  empirique,  il  serait  tiès-inléressant  d'avoir  une 
démonstration  directe  de  cette  vérité,  sur  laquelle  est  fondée  la  stabilité  du 
système  planétaire.  M.  de  Laplace  l'a  démontrée  d'une  manière  fort  simple 
que  nous  allons  exposer. 

Si  on  multiplie  la  première  des  équations  (A)  et  TB)  par  mhVa  et  mpVof 
la  cinquième  par  rnlV a  et  mqVa,  la  seconde  par  mliV a'  et  m' p^V a,  et 
ainsi  du  reste;  la  somme  des  équations  (A)  et  celle  des  équations  (B)  donneront 

mVa  . âT~  "^  '^  K  « —J-f 1"^    y  "^    ' J-f r  cet.  r= 

m  V  a  \[o  i  ]  (Ik'  —  h  n  +  [02]  (ih"  —  h  n  -4-  [o3]  (/A"'  —  h  r')} 

^ /?/y a' {j G- (A/-- //O -h cet.}  +  m'^^a''!  [20]  (Ar  ~ /A'O  4- cet.} 

4-  n^Va''^  {[3o]  {hr—lh"')-\-  cet.},- 

^/       pBp-hqBq_^     ,V   '     p'^p'-^q'^Q'    I    ^nV^u     p"dp''  +  q"Bq''    ■         .    _ 
mva.- —  ^  -f-j?r  y  a  . -^ v-fn    Va    . -^ [-cet. — > 

mVa  {(o  0  (P  q  —  ÇP'3  +  (ûs)  ip  q"  —  qp")  +  (o3)  {p  q'  —  qf  )\ 

-f  m'ya{(io;(f/p'  — p9)  +  cet.}  -f /?z"ya''|20j  (^p'^  —  p /} -j- cet.} 

+  ni"  V d"  K3o)  (7p"'  —pq"y  -h  cet.}. 

Le  dernier  membre  de  ces  deux  équulions  est  nul,    à  cause  des  équations  (i) 

(§.  273.}.    On  aura  donc,  en  intégrant,  et  substituant  A^+rn:?^,  p^+q^zf^  etc. 

(2) y-mV  a  -i-  V^'m'V  a'  -^Y''  m'V  a''  -\-y"^m'"y  a'"  zzia, 

(3).....  ô^/wyc»i-o'2f7/ya'4-ô''-«/'y«"-h  ô'"^/7/"y«'''=p. 

A  ei  j3  étant  deux  constantes.  Supposons  maintenant  que  l'équation  (E)  ou  (M) 
ait  des  racines  imaginaires  qui  donnent  des  exponentielles,  et  qu'il  en  résulte 
les   termes 
Ar=:P^/'-i-P,eJ''4-cet.,  IzzQef^-^cel.,  h' ^V'eJ^-r-cei. ,  t  =:Q'cJ'^-\-ceL 

p  zn-Key^^-Rje/'^-j-cet.,   q  :=:  Sef^ -^  ceL,  p'-ZT-Kef^ -4- cet,  eic. 
9  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  naturel  est  l'unité:   P,  Q,  P",  ek-.  seront 
des  quantités  réelles,  parceque  ytlw,  y  et  10',  etc.  et  par  conséquent^  h,lj\/f 
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etc.  doivent  îonjours   avoir  une  valeur  réelle,    quelle  que  soit  leur  grandeur 
ou   variation.     Cela  posé  on  aura 

7"  —  (P=  +  Q-^yj^  4-  (Pj^  +  Q.'yy'^  +  cet.,  Y^  zz  fF'  -f  Q'yy^  ^  cet. 
et  ainsi  du   reste.     En    substituant    ces    valeurs  dans  les  équations   (2)  (3),  et 
désignant  par  jT  le  plus  grand  des  exposans  J]  f ,  etc.  on  aura 

a  =:  {m'y a  (P=  -j-  Q=)  -j-  m'^ ci  (P'^  -f-  q")  -\-  cet,}  e^^  -^  ceiC 

(3  =z  {n  Va  (R^  H-  S^)  -f  m^  /a'  (R'-  -[-  S'^)  -f  cet,}  e^^  -f  cet. 

les    termes  suivans   étant   multipliés   par  des   puissances  de  e ,    moins   élevées 

que  e^Jt .     Si  les  équations  (E)  (M)  ont  des  racines  égales,   d'où  résultent  des 

arcs  de  cercle  et  des  termes   de  cette  forme, 

h=:Vir  \-V,ir'^ceL,  /  — Q^r-^....,  ;,— R/^-f-..„,  9=S/'*4-....,  //=:P>-[-.....,  etc. 
tv  étant  la  plus  haute  puissance  de  (,  on  aura,  comme  précédemmenf, 
ar::{my«,P'+Q^^-(-/7iVa\F^-fQ^')-fcet.}^"^-f-cet.,  pz{/?2y«(RVS='0+....}^' «>cet. 
Comme  le  tems  i  croît  à  Pinfini,  les  termes  elft  ^  t'^^  deviendront  infiniment 
plus  grands  que  tous  les  termes  suivans,  ajoutés  ensemble.  Il  est  donc  im- 
possible que  la  somme  de  tous  les  termes  qui  sont  multipliés  par  e^J^  ou  par  i'f, 
se  réduise  à  une  constante  a  ou  (3,  à  moins  que  le  coefficient  de  e!/^  ou  r^ 
ne  soil  nul.  Il  en  est  de  même  des  termes  e?/'^/,  l'^'<^' ,  qui  deviendront  infi- 
niment plus  grands  que  la  somme  de  tous  les  termes  moins  élevés.  On  aura 
donc,   dans   le   cas  des  racines  imaginaires  ou   égales, 

o— P^-fQ^'-f f P '"-f Q'^)  ----1^--  4- ..... ,     o  —  R'+S'^-f (R'^+S''^)  ^^'  -H 

^     '  ^        my  a      ^  '        '  '  my  a     ^ 

Si   on  substitue,    suivant   la  troisième  loi  de  Kepler,    V  —  zz  ^-7,  etc.   tes 
équations   précédentes   deviendront 

Wa  ^  N'a'  ^^^^-     °—  Na  '  N'a'  ^^^^* 


Puisque  P^  Q,  R,  S,  P',  etc.  sont  des  quantités  réelles  ,  leurs  carrés 
toujours  positifs,  ainsi  que  les  masses  et  les  distances  ,  m,  a,  m,  a,  etc. 
Les  moyens  mouvemens  N,  N',  etc.  seront  aussi  de  même  espèce,  parceque 
toutes  les  planètes  circulent  autour  du  soleil  dans  le  même  sens^.  Ainsi  tous 
les  termes  des  équations  précédentes  auront  le  même  signe  ,  et  comme  leur 
somme  est  nulle,   il  faut  que  chaque  terme  soit  nul,   d'où   il  résulte 
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P=:o,  Q  =  o,  P'  =  o,  Q'  —  o,  Pi=:o,  etc.  R  =  o,  S  =  o,  Ri~o,  elc. 
c^est-à-dire,  les  expressions  de  h^  /,  p,  q,  etc.  ne  peuvent  renfermer  ni  ex- 
ponentielles ni  arcs  de  cercle  :  tous  leurs  termes  sont  des  sinus  ou  périodi- 
ques ,  et  ces  élémens  ne  sont  assnjétis  qu'à  des  oscillations.  Il  en  est  de 
même  de  leurs  carrés  et  par  conséquent  des  excentricités  7  z:;y(/ï" -}-/')  et 
è.ts  ioclinaisons  ê  =:  V  (/?"-[- ç-^) .  Ces  élémens  ne  peuvent  pas  croître  indé^ 
finimentj  ils  ne  feront,  dans  tous  les  siècles  à  venir,  qu'osciller  entre  des 
limites  qui  sont  même  très- resserrées.  En  effet ,  les  équations  (2)  (i)  don- 
nent, en  différentiant, 

97^:——.—  '^ — .3r— —  • — 37"  —  cet. 

i     tu    -y/  CL  y      m,       y  a 

Il  est  donc  visible,  que  les  variations  séculaires  ne  dépendent  pas  de  la  pe- 
titesse actuelle  des  élémens,  mais  du  rapport  qui  existe  entre  les  masses,  les 
distances,  etc.  et  que  l'excentricité  ou  l'inclinaison  d'une  planète  peut  éprou- 
ver un  très-grand  changement ,  si  la  masse  perturbatrice  est  beaucoup  plus 
grande  que  celle  de  la  planète  troublée.  En  supposant  par  ex.  que  les  lettres 
sans  trait  se  rapportent  à  Mars,  et  celles  marquées  d'un  trait  à  Jupiter,  on 
Elira  en  nombres  ronds, 

^'  a'        ,      7'        I     T         _„  -„, 

—  =11700,    —ni,    Tc  ^^    ■>   donc  37  =z — 1700.37. 

m  '      '    ff         ^'    7         2'  ' 

Ainsi  la  variation  de  l'excentricité  de  Mars  serait  1700  fois  plus  grande  que 
celle  de  Jupiter ,  si  cette  planète  agissait  seule  sur  Mars.  Mais  le  système 
solaire  est  tellement  arrangé,  que  les  actions  des  diverses  planètes  se  détrui- 
sent à  peu  près^  et  c'est  par  cette  raison,  que  les  limites  ,  entre  lesquelles 
oscillent  les  excentricités  et  les  inclinaisons  des  orbes  planétaires,  seront  tou- 
jours très -étroites.  Si  l'on  ajoute  l'action  de  Saturne  à  celle  de  Jupiter,  on 
aura  à  peu  près 

—  =  550,    -z=l6,    ^=:î    et  37^=  — 237^,  d'où  il  vient 
m  a  '     7        2'  ' 

37  ii:(— 1500 -f- 1557)37'=:  — 143.37'. 

L'action  de  la  terre  réduit    cette  variation     à  très  -  peu  de  chose.     Ainsi  on 

voit ,    que  le  mouvement    de  toutes    les  planètes    dans  le   même    sens  suiiît, 

pour  rendre  périodiques  les  variations  de  la  torme  et  de  la  position  de  leurs 
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orbites ,  et  pour  en  exclure  toute  équation  rigoureusement  séculaire;  mais 
que  ,  si  les  limites ,  entre  lesquelles  se  font  ces  oscillations  périodiques, 
sont  très-Tesserrées,  c'est  dû  uniquement  à  la  distribution  des  masses  et  des 
orbites,   que   le  hazard  a  produite,    ou  que  l'Auteur   de  la  nature  a  choisie. 

On  trouvera  le  même  résultat  pour  les  satellites  de  Jupiter  et  de  Sa- 
turne, qui  circulent  aussi  dans  le  même  sens,  dont  les  masses  sont  peu  dif- 
férentes les  unes  des  autres,  et  dont  les  excentricités  et  les  inclinaisons  sont 
également  très-petites.  Le  système  de  tous  ces  corps  est  donc  parfaitement 
stable  relativement  à  leurs  excentricités  et  inclinaisons:  leurs  orbites  seront 
toujours  à  peu  près  circulaires  et  dans  un  même  plan.  Il  en  est  autrement 
des  apsides  et  des  noeuds  qui  ont,  ainsi  qu'on  l'a  vu,  un  mouvement  progressif 
qui  sera   déterminé    par  le  calcul  numérique  des  formules   précédentes. 

§.  2;  6.  On  trouve  dans  le  Cliap.  VII.  tous  les  élémens  nécessaires 
pour  le  calcul  des  formules  précédentes.  Nous  commencerons  par  les  varia- 
tions séculaires  de  Jupiter,  Saturne,  et  Uranus  ,  qui  forment  un  système  à 
part,  sur  lequel  les  actions  des  autres  planètes  ont  peu  d'influence.  En  mar- 
quant donc  de  deux,  de  trois,  et  de  quatre  traits,  toutes  les  quantités  qui  se 
rapportent  à  Jupiter,  Saturne  ,  et  Uranus  ,  on  doit  mettre  dans  les  formules 
précédentes  '§.  273.  274.)?  les  chiffres  2,  3,  4,  à  la  place  de  o,  1,  2:  d'où  il  viendra 
(01)  =  (23),  (02)  =  (24),  (o3)=i:o,  etc.  (o)  zz  (23) -]- (24)  zz  (2), 
(1  )  =:  (32)  ^-  r34)  =:  (3),  (2)  =  ^2)  +  (43)—  ,4,1,  (3)  zz  0; 
et  ainsi  du  reste.     Il  en  suit 

F=:o,  E  =:  (2) (3;  (4)-  2  [23]  [34]  '^^l-  (^)  H'  [4^]-  (  î)[24  •[42]-(4^^23][32], 
D=i(2X3)  -[23j[32]-h(2)(4  -[24j[42]4-  (3)(4)-[34:[43],  C=:(2)+(3)4-(4); 
erro,  ©=:(2)(3)-(23)(32j+(2j(4)~(24  l42)  +  ^3)(4)- (34)(4J),  e  =  C| 
et  b,  g,  seront  donnés  pas  les  équations 

(E) oz^b^  —  Cb^  +  Bô  —  E,     (M) o  =  g'--\-Cg-t^, 

4'une  des  valeurs  de  g  étant  zéro. 

Les  valeurs  de  c^°^,  c^^\  et  les  élémens  des  planètes  (Tab.  L  VTH.  IX. 
X.  §.  209.  221.  222.  223.)  donnent,  suivant  les  formules  («)  (§.  272.),  (i)(§.273,), 
(23)=r7'',324455;  [23]  z=  4",78j35î;  124)  =  0^0967074;  [24]  =z  o^o32o6o3| 
(34)zi:p'S355285j   l3^j=::o",2i32^6y,  (32;  =  i7",9i5243j  [32j  =  11'' ,6998315 
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ao^)  —  o",gio532;   [423=1:0^3070772;  (43)  zz: .1^3826387;  [43]  —  o",83oo7^4î 

d'où  l'on  a  conclu 

(2) —f  421162^;     (3)  =  î8",27o528,    (4)=2''',3o3i707; 
G —  27^9948611;     Dz=:i38",6o952;    E  =  i8i'^26642;    .^ —  62",q6i2t. 

Si  l'on  fait  J'^z:  a;  4-- C,  l'équation  (E)  se  transformera. en 
3 
o  z:z  x^ —  12^,6'i'jg  .  X  —  512,993928; 

(équation  qui  a  trois  racines  réelles.     On  trouvera  donc,    par  la  .méthode  (Or- 
dinaire de  la  trisection  de  l'angle  que  nous  désignerons  par  3cp, 

o^. ,       256.496964 

.cos3$i=: -ï— —  , 

(40,876966.....)^ 
(Cl  les  trois  racines  :X,  en  multipliant  ^y  (40.87596,..;  par  coscp,  .par  "Sin(3(î*-cp))j 
et  par  —  sin  (3o^ -|- cp).     Cela  donnera 
3^  — .îi°,2^42'ya:=:  ia",76o474;  o-^  =  —  5",669i584;  t.  m  — -7''>9î3i54; 
d'où  il  viendra  b  zn  x -\-  9'^33!:62o4;  donc 

(à)  . . . .  .^  ==  22'',o9'2C944;    ^i  =:  3'',662462;     ^2  =:  2'',24o3o5.. 
Les  racines  .de  l'équation  (M)  sont 

.g  —  —  I  C±y  il  G^  — ^),  partant 
{b)  ....  .^^  =1  —  2'\46632o4;     ^^  =  —  ^^  ,5285407. 
On  a  donc  les  équations  suivantes  (§.  273.  274.), 

/A"  =:  B  sin  (p  -|-  ^^;  -f-  B,  sin  (p,  -\-b,t)-{.  B^  sin  %  -f  5^  i), 

1  TM''  TVl"  M" 

(/.-  - '-^  B  sin  (p  -f  3  /)  +  ~-I  B,  sin  fp,  -h  b,t)+  ^^  B,  sin  (p,+  V); 
Yp"  =  G  sin  71  -f  Gj  sin  (y),  +  g^  t)  +  G^  sin  (yj^  ^g^  t)^ 
,  1/''  —  G  sin  n  i-  ^'  G^  sin  (v,,  -f-  g'xO  +  —  G^  sin  {r^^  -{-  ^v), 

(/.^^=:Gsin7i>-^  'p^  G,  sin  (-/j,  4-^,0 -h  ^-  G,  sin  (y,^  +  ^^  Oi 

Z^'^,  Z^";,  /'%  «7",  etc.  étant  ce  que  deviennent  h^^,  /i"%  h^^,  p' ,  etc.  lors- 
qu'on change  les  sinus  en  cosinus.  On  aura  par  ce  qui  précède  (§•  273. 274.), 
Nr[24]{Z.-C3)}-[23][34],  M=[34]{è_(2)H24][32],  M'r[23][32>{^-(2)}{ô-(33}j 
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ce  qui  donne'  en  même  tems  Nj,  Lj,  N^,  L^,,  K'j,  etc.  en  mettant  b^,  b^,  g^,  g  ^ 
à  la  place  de  b,  g.     Ainsi   les   valeurs   précédentes  donneront 

N  =  —.  0,89698853     Ni=:  — i;49i5336-    N.  =1  — 1,53741281 

M' =  2,7.518198-    M'^  —  — 1,1791582;     M'^  =  —1,48249955 

M'' =  —  0,10148-    M"j  =  1,05687-     M"^  =  — 27,o8564j 

Lj  =:  4,i3o6528j      K'j  =-3,4959175;      K"j  =  —  52,91204? 

L^rz  1, 9003653;     K'gn:  — 4,70074293    K^'^  =  0,2  04^5  j 

d'où  l'on  conclura  les  équations 

7^"  =  B  sin  (p  4.- ^ 0 -I- B;  sin  ((Si -^  5j  0 -f- B;  sin  ([3.  +  i„  f)  ^. 
,A'"  —  —  3,067-8437  .Bsinfp-f-Z'^j  -f.  o,79o568,B,  sin  (p^  -f  3j  0 
(?)..,.J        ^o.qG^'^S'^.  B^sm(^^-\-  b,l), 

hi^""  z-  o,ii3i34i  .  B  sin  (i3  -|-  bt)  —  0,7085795  .  Bj  sin  (pj  -f  b^  i) 

>1-  17,617675  .  B.  sin  (P2  -4-  b^  ty, 
O?"  —  G  sin  >i -f- Gj  sin(7ij+^j  0  -{-G^sin  {%-]-8^t)\- 
(N).....  <^>"'=::Gsin7i4-o,8456G9.  G,  sin(7],+^j^)— 2,4735. G„sin(^2-j-^„?), 
C>''=Gsinrjr-i2;8G96.GiSin(y]j-l-^^0-i-o,io7479,G2sin(y]2+^„^). 
L'époque  de  1800,  de  laquelle  nous  comptons  le  teins  t,  donne  (Tab»I.  §.  210.), 
H"  =  0,00931092;  L"  zz:  0,04727013;  H"^  =z  o, ©5616212;  L'"  zz.  o,ooo83352j 
H'^=o,oio2ii28;L'^=— 0,0455395;  ?"=  0,02269773;  Q' ^=  —  0,00336228; 
E"^  =  o,o4o4o263;Q"^  =  — 0,0162661;  P'^  =  o,oi290276;  9^^=0,00398078. 
En  substituant  H",  L^S  H'^',  etc.  pour  A",  P',  h^'^,  etc.  après  avoir  fait 
i  zz  o,  dans  les  équations  (F)  ,  on  trouvera  par  les  règles  ordinaires  de  l'é- 
limination, 

„     .     ^         i4.,6iiT.  H"  — 18,3^6128. «"14.03173714.  HIV 

Bsinp— : ■ — — ■ '  ^  -,   ^ ^         - — —  :iz— o,oi258i3ij 

'  70,6624-26  '  ' 

_j-         „.      _  14,6111.  L"—i8,5Q6i28.L"ï-f-o.î737i4.Liv 

B-cos  13  =.  ^ î— ^^-^^ ^2^_-=  0,0094=0,6; 

B,  sin  p.  =  -.964^8^  .H»  -  H- -  4.o3.,.5  .  B.^  _  ^  ^^^^^  . 

0,^73714.  ^        y     7 

BjCosPjZz:  ~ — 1:  zi:  o,o38929c3;: 

Bo^sin  p^  zz  H-'  — B  sin  p  —  B,  sin  p^  =:  0,00 148 132. 
B^  cos  p^  zz  U'  —  B  cos  p —  Bj  cos  p^  zz —  0,00107966; 
On  aura  de"  la  même  manière,  par  les  équations  (Nj, 
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Gsin  7]  rz:o,0267994j    Gj  simi,  =  0,00104171;    G„  sin  tq^,  rz  —  o,oo5i4344; 
Gcosy)Zz: — 0,0063^7563  Gj  cos  >]j  m  — 0,00077406;  G^  ces -/i^  n:  0,003749 J4' 
Au  moyen  de   ces  valeurs    on  trouvera    i3,  (3j,  p^»  B?  ^n  Bo,   B',    etc.  ainsi 
que  >5,  >ii,  VI2,  G,  G^,  etc.  par  les   équations, 

B  sin  (3         .        ,  G  sin  7]         .        r»  B  sin  G 

*^»6  P  =  j^ p  ■  etc.  tang  y,  =  g^- ,  etc.  B  =  -—S. ,  etc. 
B'  =  I'  B,    B ,  =  '^  B„  etc.  G'  =  G"  =  G,     G',  =  ^  G„  etc. 

ce  qui  donnera 

(3=:  126"  49' 32^    pj  =9.7°4o'7"',     p„  =  126^  20' 17'', 

B  zi  —  o,oi57i7')i|     Bj  n;  0,04395538;    B^  =:  0,001 83893; 

B'  =  0,04821887;       B'i  =:o,oJ47497ïJ     B'^  =:  0,00177324; 

B' zn  —  0,00177819;     B''^  ru  —  o,o3 514589;     B'^r^^z  o^o32^^>g'j5gi 

7]  n:  io3°  1 8'  18";     y]^  —  126°  36'  53",     r\^  =  126°  5'  25'', 

G  ::=  0,02753866;     Gj  =10,00 1*^97  82;     O^.'^^^  —  o,oo636495,' 

G' zz:  G,     G''j  =  0,00109745;     G'a^  0,01 5744^3; 

G"  =  G,     G',=:--o,oi66;.452;     G'^^  =:— 0,0006841. 

§.  277.   En  rassemblant   toutes  les  quantités   précédentes,   on  aura 

//'m  — 0,01571751  .  sin  (isô*^  49'  ^2"'-]-  t  .  22^,0920944) 
4-o,o4'^9534  sin(27°4o'7''-[-^.3",662462)H-o,ooi83893.sini^i  26^20  17''+/.?/', 24o3o5)j, 

/i"'  =0,04821887  .  sin  (126°  49  32"  -|-  t .  22>920944) 
-|-o, 0347497 ï .sin(27^4o'7' 4-^.3'",66 ...,  -}-o,ooi 773 .'4  sini^i 26°20  1 7  -{-1.2", 2^ ....), 

h^'^  :zz  —  0,00177819  .  sin  (126°  49'  32'"-!-  /  .  2  2'", 0920944) 
—o,o3ii4589.sin(o7°4o'7"-j-/,3'',66...)-[-o,o3239759.sin(io6®2o'i7''-|-^.2^24 ....); 
/>"=  0,02753856  .  sin  io3°i8  i8'-f-  o,ooi29782.sin  (i26'36'53"  —  /.2  ",46632o4) 

—  0,00636495  .  sin  (126°  5'  25''  —  t    25"',52854o7), 

;>"*  =  0,02753856. sin  io3°i8'i8^'-|-o,ooio9745. sin  (126"  36' 53''—i.2",466....) 

4- 0,01574433  .  sin  (126°  5' 25'' —  ^ .  25",52854o7), 
p^''=o,02753856.sinio3''i3'i8"— o,OK66?4r2.sin(i26'36'53''  — ^2",466....) 

—  0,0006841  .  sin  (126*  5'  2/'  —  i  .  25",52854o7). 

Les   mêmes  formules  donneront  /"^  /"'^  /^%  9",  ç^"^  cf^"^ ,   si  on  change  les 
siaus  en  cosinus.    Cela  posé  on  aura 
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y"-V(h''^-^l"%    tangro"z=.^',     ô"=  V (p''^  + /^),    tang J"  =  ^^ ,  etc. 

L  q 

d'où  l'on  tirera 

7"=zzB^4-B%-f  B\-j-  2BB,  cos(p-p,+(J  — *,)/) 

+  2BB,  ces  (p  _  p^  4.  (^  -  b^)  0  +  2  B,  B,  CCS  ((3,  -  p^  +  (*â  —  ^J  '), 

ô"^  _  G^ -t-  G^  i-  G\  +  2GG,  cos  (11  —  7},  —g^  1) 

-^iGGr,  cos  (vj  — >i2  — é^2  0  -♦-  2G1  G^  cos  (tJi  —  >,^  -j-  (^j  —S'a) /), 

et  ainsi  du  reste.    Les  valeurs  précédentes  donneront 

(7"/  =  0,0021825  -f  o,ooi38i7  .  sin  (9*  9'  25"-|-f .  i8",42g^32) 

—  0,00000 7 8.COS (29^1 5 '-|-^i9*',85 1789) —0,000 1617. sin(8^4o'*o"—/.i'',42 2 157), 

(7"^=:  0,00353575  —  o,oo335i2  .sin  (9°  9'  25''-f-^.  i8'',429632) 

-f- 0,0001 71 . cos (29' 1 5'' -f-<.i9",85...)— 0,0001 2324. sin (8°4o''io''—^.i"42...), 
(7»'')^  ir:  0,00202283  — 0,0001108  ,sin  (9*  9' aS"  4-^-  i8'',429632) 

—  0,0001  i5~2.cos (29'! 5'-}-^  i9'',85....) 4-0,00201 81  .sin(8°4o'io" — t.i\\%....)i 

(ô''/  zn  0,00080057  -j-  0,00007 15  .  cos  (23"*  18'  35"  —  t ,  2",46632) 
— o,ooo35o6.cos(22»47'7"— /.25'',52854)  — o,ooooi65.cos(3i'28''4-A23'',o6222), 

(6"'^'  =  0,00100746  -\-  0,00006044  •  cos  (23*  18'  35''  ■—  t .  2'',46632) 
-f- 0,000867 iS.cos  (22°47  Y  —  ^.25", 52....) -f- o,oooo3456.cos (3^2.8^' -\-t.23'\o6..,.)f 

^i^y  —  0,001  o3522  —  0,0009 1 563  .  cos  (23°  1 8'  35''  —  t ,  2^,4663  2) 
— o,oooo3768.cos(22**47  '7"— A25",5 . . . .)  -f-  0,0000227  5.cos(3 1'  28"-|-^.23'',o6 ....}. 
On  peut  donner  à  la  longitude  des  périhélies  et  des  noeuds  une  forme 
plus  commode  à  l'usage  astronomique.    Faisons  pour  abréger, 
^-^bf=z\i,     (3,4-^;iz:6„     ^^-\rb^tz=:h^, 
et  supposons  w"  rz  6  4-  ^",  ou  ro''  =1:  6^  4"  ^>",  ou  vs"  z::;  b^  +  >?'% 
on  il  faut  choisir  celui  des  angles  6,  6,,  b^»  ^^^^  ^^  coefficient  dans  l'expres- 
sion de  h"  est    le    plus  grand  ,    parceque    ce  coefficient   se  trouvera    dans  le 
dénominateur  de  tang  p,  sans  être  multiplié  par  aucun  sinus.    Ainsi,  Bj  étant 
plus  grand  que  B  et  B^,  on  fera 

TO"r=b.+p",      tangw'éant    7^==- ,     „         . rr^ r- 1 

d'où  il  est  aisé  de  conclure 

tqna  li"—         B  sln(;fe  — 6j)  +  Basin  (tç^— ti)  __ 
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et  ainsi  du  reste.  Comme  Bj  est  plus  grand  que  la  somme  de  B  et  B^  sans 
égard  au  signe,  le  dénominateur  de  tang  ^"  ne  pourra  jamais  devenir  nul ,  et 
l'angle  p''  est  resserré  dans  les  limites  -+z  90°,  entre  lesquelles  il  fera  des 
oscillations,  ensorte  que  c'est  la  véritable  équation  ou  inégalité  du  périhélie, 
dont  le  lieu  moyen  est  6^  =z  Pj^  -j-  bj^t,  p^  étant  l'époque,  b^l  le  moyen  mou- 
vement ou  l'équation  séculaire,  et  (Bj-j-p'  le  lieu  vrai  pour  l'époque  de  i8oo 
d'où  l'on  part,  si  on  fait  t  zn  o.     Cela  posé  on  aura 

w"  —  2f^o'f  + 1 . 3",662462  4-  v",tÀ5"'  =1  3  26'49'32''  4- 1  '  22",092e94  —  p'"; 

J"  =  io3^i8'iS''  4-  î'S  J'"  =  io3°i8'jL"  -f  V^',  J'^"z=  io3''i8'i8''—  i^^- 

0,001.8589. sJn  {^i°iL,'So'^-\-t  ./^,42a2}— 0,0157176.005  (9°y'25^'-ft.i&'',4=96) 


tangp'^— 


0,04395644- o,oi5.,.sin  (9°...-+ t.  iô"',4-...)— o,ooi8..cos  (8i°...4- 1. 1''.4...)' 


tang  i)"i  —  "-"H7497-cos(9°9^25^^+f.i8^4^96)+".""ï7734-si"(o°a9'i^''+M9^85i8} 
°  "        ~~  0,0482189— .05o3...sin  (9°,..+  ^.i8'',4...)-ho,yoi7...cos(^29''i6''-f-t.ii,'',8....)» 

.„ 0,0012978.  sin  (230i8'56'''— 1.'^''4663)— o,oo6365.sin  (22°47'7''— f.25'',52  85) 

°  0,027 6386  -+.  o,ooi...cos  (23 -'.,.  —  t . 2'',4 ,,.)  —  o^Je ....  cos  (22'^...  —  t .  25'',5...)' 

•  iij o,ooi0974.sin(25°i8^35^^— M^^4665)4-o,oi67443.sin(;g2^47^7^^— f.26^^,5285) 

0,0276....  -J-0,OOI.„COS  (23^...  f  .2''',4"0  +  *^5"^^  ...cos   ^22'^...  f  .  26'',5  .  .  .)* 

.jy 0,0166245. sin(25°i 8^35^^— t./^/f663)-+o,'>oo684i.sin(22°47''7^^—f.25^^,S;86)^ 

o,'j275.... .^ — 0,0 16.. .cos  (23^... —  t .'J^,^^...^  —  0,0006  ...cos  [22°.., f  .2ô",5../)^ 

d'où  il  est  clair  que  les  noeuds  n'ont  point  de  vrai  moyen  mouvement,  et 
qu'il  en  est  de  même  du  périhélie  d'Uranus,  parcequ'aucun  des  coefficiens  dans 
l'expression  de  A'^  ne  surpasse  la  somme  des  deux  autres,  pris  positivement. 

§.  278.  Considérons  maintenant  les  autres  planètes,  et  supposons  que 
les  chiffres,  o,  1,  2,  5,  6,  se  rapportent  respectivement  à  la  Terre,  à  Mars,  à 
Jupiter,  à  Vénus,  et  à  Mercure.     Cela  posé  on  trouvera 

(02)111    6,9438190;  [02]  =  î, 6859000,- 

(06)  ziz    0,0976642;  [o6j  iz:  0,0462818; 

(12)1=  14,4023096;  [12]  1:15,2439240; 

(16)11:    0,0186606;  [16J  1^,0,0058776; 

(5i)  zz.    0,1047958;  [5i]  1110,0602995; 

r56)—    0,4222649;  [56]  ==0,2712979; 


(01)  rz  0,3062644^  [01]  zr:  o,2355o5i 
(o5)  =  5,65855i3;  [o5]  zz  4.7118855; 
(10)  zz  1,8252265;  [io]zii  i,4o35o68 
(i5)  zz  0,5128827;  [i5]  =10,2951 128, 
(5o)  :z:  6,8905095;  [5o]  zz  5,7377400 
(52)  zz  4.1287724;  [52]  zz  0,7368968, 


(60)  =  0,8953797;  [6oJzz  0,4247437;  (61)  zz   0,0287356;  [61]=:  0,00905 loj 
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(62)1111,57432933  [62]  =1:0,1593933;  (65}  m'  3,1^24059;  [65]  zz  9,04464 10: 
d'où  Ton  a  conclu   (§.  J72.  (Z»)), 

(o)  — 13,0061989;  (1)=:  16,7590794;   (5)—  11,54634-6;  (6)  =z  5,68o85o5. 
Si  l'on  fait  pour  abréger, 

22''',0920944  ^=  0^5    3'',662462  zr  «j,  — 0,01571^61  zz  9$,  0,0439554  :r=^j^ 
i26°49'32''4-a/=i6,   a7°4o7"+  a^i=zh^, 
25",52854o7  zi:  f^^  0,02753806  iz;  ©,  — o,oo636495  zz  ©j, 
io3°i8'i&''zz:c|,   i..6^5'2  5''—  fjiz=9j, 
on  aura,  en  négligeant  l'action  d'Uranus  (§.  277.), 

7i''zza5sin(>-|-î5,sin  b,,  /"zz  95cos6-f-25i  cos6,,  /?''=:  ©sing -[-©iSingi,  elc. 
11  est  aisé  de  voir  par  ce  qui  précède,  que  les  variables  h,  l,  p,  q,  h',  eîc» 
auront  les  mêmes  argumens ,  t^  6j,  et  g,  g^ ,  en  vertu  de  l'action  de  Jupiter, 
et  un  argument  de  la  forme  ^-\-bt,  qui  est  dû  à  l'action  des  autres  planètes^ 
En  faisant  donc 

c/i  — Asin6-f-AjSin6j-|-Bsin(p  +  50,  /z=Acos6-l-AiCos6j~l-Bcos^p-}-é^), 
t// z=  A' sin  6 -[- A'j  sin  6j -f  B' sin  f  (3 -|- ^0,  etc. 
les  équations  (C)  (§.  273,)  deviendront 

(0 o  — {ce  — (o  }  A     -j-  [01]  A' +  [o5]  A^  4- [06]  A'"^ -f- [02]  95, 

(2) ozz:{a  — (i)}A'    4-  [10]  A  H~[i5]  A^-+  [16]  A^^  +  [i2]a3, 

(3) ozz{a  — (5)}  A^  +[5o]  A  -f  [5i]  A' +  [56]  A^'^ -{-  [52]  93, 

(4) o  ==  -[a  —  (6)}  A^^  +  [60]  A  -f  [6t]  A'  +  [65]  A^  -j-  [62]  93; 

(5) o  iz:  {a,  -  (o)}  A,     4-  [01]  A/  -|-  [o5]  A^  +  [06]  A/^  +  [02]  S„ 

(6) oz=K-^0}A/    4[io]A,   +[,5]A/  +  [i6]A,^^4-[i2]S5,,- 

(7) o  -  {a,  -  (5  }  A/   4-  [5o]  A.  4.  [5i]  A/  +  [56]  K^  4-  [52]  95„ 

(8) ozn  {a,-  (6)}  A;^  --[-  [60]  A,   4-  [61]  A,^  4-  [65]  A/  4-  [62]  93,^ 

(9) o  =  {Z>-(o}}B     +[oi]B»-|-[o5]B^-t-[o6]B^% 

(10) ozr.{5— (i)f  B^  4-[io]B    4-[i5]B^4- [i6]B^S 

(11) o  -  {/;  —  (5)}  B^  4- [5o]  B    -h[5i]B^4^[56]B^% 

(12) o  z=  {Z.  —  (6)^  B^^  4- [60]  B   4-[6i]B^4-[65]B\ 

c  .  A         M      A'         M' 

supposons  maintenant  -  zz:  — ,    —  zz:  —  • 

cela  posé,  les  équations  (1)  (2)  (3)  (4)  donneront  par  l'élimination. 
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-[o6][62]{a-(i)Hot-(5);~[o5][52]{a_(,)f^a-(6)K[oi][i2-{a-.(5)}^a^6)} 
4-  {[o5]  [56]  [62]  +  [06J  [65]  [52]  -  [02]  [56]  [65:|  {«  -  (Of 

+  {[oi][i6j[6-.]  +  [o6][6.][i2]-[o2][i6][6ij}{a  — (5)^ 

-4-{[oi][i5][52]-|-[o5][5i][i2]  — [02][i5][5ij}{a-.(6)^ 

4-  [01  j  {[12]  [56]  [65]  -  [16]  [52]  [65]  -  [i5]  [56]  [62]} 

+  [o5]{[i6][52][6i]^[i2][56j[6i]~[i6][5i][62]} 

4-  [06] {[i5]  [5i]  [62]  -  [i2][5i][65]  ~  [,5][52][6i]f  -f-  2 .  [o2][i5][56][6i], 

N  -  -^  {a  -  (o)]  {a  -  ( 0}{ct  --  (5)f  {a  ~  (6)} 
+  r56'r65-{a-(o}{a-(,  }4.[i6]_€0^-(o)}{a-r5)}4-[i5][5i]{a-(o}{a-r6)} 
4-L06,,6u_|a---(i  ||a-.(5)H  c5]  5o  {a-(i  f{a- 6}}4-roi][io  {a--(5}Ha--(6i 

--2.[i5j[56  [6i]{a  — fo)} -=2.[o5   [56] [eo;- {a  —  (  1  } 

—  2  .  [01]  [16   [60]  {a  —  (5)>  ^  2.  [01]  ri5l  [5o]  {a  —    6)} 

-{-2,[oij[i5][56J[6o]4-2.[o5][56  [61  !  [10] -f  2.  [06  [6i][i5T[5o] 

—  [oî][io][56]  [65]  —  [05]  [5o  :  [i6j [61]  —  [06]  [60]  [i5][5i]3 

M'-{[o2][i6]«[o6.[r2  .}{a-r5^f+:56'{[o5][i2]-[o2][i5]}-f-[52]{  06  [i5.-[o5][i6j 

Ai  6^  ^-(o)}  {a -(5  }  -[o6j[io]  {a -(5)}  -  05j[56   {a  -  (oi 

i  +  [o5j[io][56]  —  ■[o5][i6j[5o]  -f  [o6j[i5j,5o] 

W  —  io6]  .(a  -(î)}  ^a~  (5  }  _  [o5][56J  ^a  -(1)}  -  [oi][i6]  ^a-  (5}} 
4-  [oiJ[i5J[56j  -f  [o5,[i6j[5i]  -  Co6jLi5][5i]5 

M  M' 

,^      [02]t,6]^[o61[i2]+f  i6{a-(o)Kc6][io-}-+{o.l[i6Kû6]^a-ri)}}-^ 

A^  ^___  ^  .         ,  , 

"su—  [06,  [i5j— [o5j[i6j  » 

A^»  I023  «  — (o)    M         toi]    M^        to53    âv 

A        a'       a  ^     A  ^^ 

Au  moyen  des  équations  (5)  ^6)  (7)  (8),    on  trouvera  ^,  ^,  ^%  -^—^  en 
mettant  dans  les  formules  précédentes  «^  4  la  place  de  a.  Si  on  tait  pour  abréger, 

les  équations  (9)  (10)  (11)  donneront  par  l'élimination, 

L  :=[o6]a:'x^— [o5][56ja;'— [oi][i6]a;^4-[oi][i5][56j-^[o5][i6][5i]-[o6][i5][5î], 
K'z=[i6ja;a;^~[i5j[56>— L-o^j[io]:c''4-[o5jLioj[56j— [o5j[i6jL5oj4-[o^JLi'5l5o], 
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K^=:r56]W— [i6][5i>— [o6][5o>'4-[oi][i6][5o]--[oi][io][56J4-[o6][io][5i], 

K^^  =  —  5:y^^-f  [i5][5i]  a:-f- [o5][5oJ  a;' -1- [oi][io]  a;^— 2  .[oi][i5][5o]. 

Si  on  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  (12),  elle  deviendra 

ozizb'^  —  Cb^-{-ïyb^  —  Eb-{-F,     et  l'on  trouvera 

C  =  (o)4-(0  +  (5)  +  ^6), 

D  =z  (o)(,)  -  [01] [10]  -t-  (o)  (5)  -  [o5]  [5o]  -f  (o)(6)  _  [o6][6oJ 

-f  (0(5)  ~  [i5][5i]  -t-  (0(6)  -  [16]  [6c]  -t-  (5)(6)  -  [56][65], 

Ei=:(oX')'5)— 2.[oi][i5J[5oXo)(i3(6)— 2.[oi][i6j[6o>ro)'5X6)— 2.[o5][56][6o] 

+(iX5)(6)^2,[i5][56[6iH(o)+(0}[56J[65H(o)+(5f[i6J[6iJ-{(o)+(6;Hj5j[5i] 

—  {(0  4-  ^5 1  [o6j[6o]  -  ^(1)  4-  m  [o5j[5o]  -  {(5)  +(6)}  [oi][io], 

F  -:(o)(0  5)(6j  -f  [oi]Cio][53J[65j  +  [o5][5o][i6j  61]  +  'lo6j[6oj[i5][5i] 

—  (o;(0r56]  65]  —(o) (5) [16,, 61]  —  (o)(6)r,5j[5j] 

—  r:i)(5)[o6][6o]  —  (i)(6)[l5j[5o]  —  (5;(6)[oi][io] 

— .2,(o).|:ii5]LS6:L6il— 2.(i)[c5j[56][6o]~2.(5)[oi][i6j6o]— 2.r6)[oi][i5l5o3 

—  2 .  [01]  [1 5,  [56]  [60J  ~  2 .  [c5J  [10]  [56j  [61]  —  2  .[06,  []5]  [5oj  [61J. 

Pour  les  inclinaisons  et  les  noeuds  nous  ferons 

„  f^:=;FsiE9 -i-FjSiii9j-f-Gsin(y]4-^0^  9'i=Fco£94-F,cos3j-|-Gco5(>i4-é^4 

V  =  F'sing-t-F,  sinâ,  4-G'sin("/)-f^/),  etc. 

Cela  posé,  les  équations  (J)  (§.  2']^.)  deviendront 

(13) o  =  if,^{o^}  F,     4- (01)  FS4-(o5)  F/ -h  (06)  F/^-4-Co2)  ©„ 

(4) o  =  {  f,-  (0}  F',    4-  (10)  F,  4-(i5;  F/4-(.6)  F/^  -{-mi)  ©,, 

(i5)  .....  o  =  {f,  -^^5)}  F/  +  ,5o)  F,  4.,50FS-|-(56)  F/>  +  (5.)  ©„ 

(16) o:iz^f,-f6)}F/'4-(6o)F,  4-(6i)F\+i65   F,^  +(62)0,5 

(17) o  =  |^-f.(o^}G    —  (oi)G'  — (c5;G^  — (o6)G^% 

(18) o=z{â^4-(0}G'   -(,cOG-(i5)G^~  i6)G^% 

(19) ^  =  ig-i-(^)ï  G^  —  (5o)G=-(5i)G'-(56)G^S 

(20)  .....  o  zz  {^  -j-  (6)}  G'''  —  (60)  G  —  (61)  G'  —  (60)  G^ 

Au  moyen  des  éqoations  (i3)(i4)  (i5)  (t6)  on  trouvera  -^ ■     -'.  — -%  -— %  par 

A     A'    A^    A"^'*  ®»     ®*      ®        ®' 

les  mêmes  formules  qui  ont  donné  =,  ^,  7«»  -ïïr*  «i  loû  «ae^    fi  à  la  place 

ée  a,  et  des  crochets  ronds  au  lieu  .des  crochets  carrés.     En  fais>Uit 

&        R'    G"*^       Rv    G^^       R^^  ,. 

W  —  J^  -Q—Y^  ^=-S-^é'  +  (o)=/.é'+(i)=j%S'+(5)zzy'^,^-f(^)=r% 
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les  équations  (17)  fi8)  (19)  ('ao)  seront  identiques  avec  les  équations  (9)  (10) 
(lî)  (12),  si  on  met  y,  etc.  à  la  pUce  de  x,  etc.,  G,  etc.  à  la  place  de  B,  etc. 
et  les  coetTiciens  représentés  par  des.  crochets  ronds,  et  pris  avec  le  signe 
contraire,  au  lieu  des  coefficiens  désignés  par  des  crochets  carrés,  ou  ce  qui 
revient  au  même,  si  on  substitue — g  pour  h,  ou — y  pour  x.  Ainsi,  en 
désignant  par  ^, C:,i5^,  ce  que  deviennent  les  quantités  D,E,F,  si  on  substitue 
des  crochets  ronds  pour  les  crochets  carrés,  on  aura  les  équations, 

%  =z:rc6y/'^((5,  53y-f(oO(i6)/-^-(oiX :5X56;+(c5)(i6)'5i)-(o6)^53(5i), 
R'  — (  6)y-f(i5)  56j-h(o6X.o)y+(o5XioX56;4-(o6Xi5(5o)-(c5)(i6)(5u), 
R^— (56)j,y-f(i6  (5iIy4-(o6,.^5o)/^roi)(i6X5o)y(o6)fio  (5i;— (01X10  (56), 
R^^izijjy  — (i5  (5i)j  — ((,5X5-0/— ^oi)(io)/  — 2..'oi)(i5)(5o). 
§.  279.  Si  on  substitue  maintenant  les  valeurs  numériques  des  coeffi- 
ciens  (Cl)  [01],  etc.  25,  ^,    (§.  278.),    dans  les  formules  C,  D,  E,  F,  M,  N,  L, 

etc.    on  trouvera  que  les  valeurs  suivantes  satisfont  aux  équations  (1) (i"): 

rA  ==0,002799^1, A'  zzOjOi 474^44. A"^  = — o,goo5i:>59.A^'  =0,00^  1.159^; 
cAi=:o,oi76i^i7j  A',zz:o,oi99o344jA^i  =0, 01795519, A^\zzo,o254556Jj 
^— J7',6;2i^66,  /^j  =ij  6' 64896655,  ^^^  1=7^2684378,  Z.3=i:5",4o2ioi3i; 

<B'— —  i,3t36Jo765.B,  B'  =2  —  0,929^5102  .B,  B'^  =  0,1  24c5:i99.Bj 
V- 9,4177496. B„B/=-i,245635J.B„B;^i:i  0,11571042. B,j 

^    ^ W2Ziio,i84883o3.B2,BJ— 1,2:. 663543. B.,B/^=z—  i,848:.6  5.B,j 

(b'3Z=  0,16855428.63,  63^  =  1,48348543.63,  63^^  =  12,4106-17.63. 
Les  valeurs  (C)  ont  été  trouvées  par  les  formules  M,  N,  etc.j  celles  de  b,  en 
déterminant  les  racines  de  l'équation  o  =  Z?"^  —  C  Z>3 -|- D -6^  —  EZ>-^F,  par  la 
solution  ordinaire  des  équations  du  quatrième  degré,  laquelle  consiste  à  les 
réduire  à  une  équation  du  troisième  degré,  et  à  ramener  celle-ci  à  la  tri- 
section de  l'angle:  la  substitution  de  ces  racines  h  dans  les  formules  L,  K', 
K^",K^%  a  donné  les  rapports  (D).  Mais  toutes  ces  valeurs,  trouvées  par  la 
méthode   directe,    ont   été   corrigées,    ensorte   qu'elles  satisfont  aux  équations 

(i) (12)  jusqu'à  la  huitième  décimale.  Il  reste  ainsi  huit  arbitraires,  6,6j, 

B.,  B^,  (3,  Pi,  P2J  h  '    <1"'^^  faudra  déterminer  par  les  valeurs  de  h,  U,  li" ,  h>^,  l, 
etc,  ou  de  7,  ro,  7',  etc.  que  les  observations  donnent  pour  l'époque  de  1800 
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(^.  270.).  Pour  cela  on  tirera  des  élémens,  renfermés  dans  la  Tab.  I.  (g.  210.), 
les  valeurs  suivantes  de  h;,  l,  etc. 

rH^io,ûi65496i,H'r — o,o43i3gii,H"'i=o,oo5354|9,  ir^:z:o, 19-9085  ^5 
' cLzz — o,oo2'^6^87,L^zi:o,o8u540'y,  L^zz — o, 004^^7703,  L^^zz:o,o5539', 65. 

Les  valeurs  (C)  et  celles  de  6  zn  xi^^ls^^W ,  6^  z=.  -^-j^/^o'i'^  (§.  278.),   donneront 

f  A  sin  6  n:  0,00224075,  Aj  sin  6^  rr:  0,0081788,  A' sin  6  zz  o,oii8o4, 
A'isin6i  m  o,oo9'>.423,  A'^sinO  zz—  o,ooo4io3i,  A'^j  sin  6iizo,ooSjJ762, 
lA^^  sin  6  =:  0,00010881,  A'^%  sin  6j  zz  o,oii82o5j 

lAcosbzz — 0,00167785,  Ai cos6iZZo, 01559907,  A'cosbrz — 0,00883873, 

gA'iCosb,  zz  0,01762744»  A\o&6  zzo,ooo3o723,  A'^j  cos6jZz  0,01590198, 
'  A^^  cos  6  —  —  0^00008148,  A^^'j  cos  bj  zz  0,02254473. 

Si  l'on  fait  /  zr  o,   les  équations  (A)  (§.  278.)  deviendront 

H  zz  A  sin  6  4-  Aj  sin  61  -j-  B  sin  (3  4-  Bj  sin  (B^  -\-  B,  sin  p^  -[-  B3  sin  j3j, 
L  zzA  cos6-|-Aj  cos6j4-B  cos|3-|-^i  cosp^-j-B^  cosp^-j-B^  cosp^, 
H'  —  A'  sin  h  -{-  A\  sin  i\  -j-  W  sin  p  +  B\  sin  p^  -f-  B'^  sin  p^  4-  B  3  sin  p^., 

et  ainsi  du  reste.    En  substituant  donc  les  valeurs  (D)  (E)  (F),  et  faisant  pour 

abréger, 

1, 23630765  zz:  flj  9,417749^  =^  «^i;  o,i84883o3  zz  «2;  0,16855428  zz^^j 

0,9^985102  =:c;   1,2456353  zz:  c^;   i,2266J5i.3  zz  c^;   i,4B3485|^  iz:  C2; 

0,12405299  zz  e;  0,18571042  zz  ej,-  1,848.16  5zze2J  12,4106717  zz:  63,- 

B  sin  p  ^z  E,  B  cos  p  zz  F,  Bj  sin  p^  zz  E^,  etc. 

on  aura  les  équations, 

o  zz  E  +  Ej  -f  E^  -}-  E3  —  o,oc6i3oc6;    o  zz  F  -}-  F^  +  F^  -j-  F3  -f  0,01669109; 

0=3— «E-j-CjEj -}-f7„E„-j-a3E3+o,c 641;- 541;  ozz—aF+aiFi4-a2F2+«3F3— 0,073752; 

0= — cE — CiEj+c2E„+c3E3-+- 0,002  57  28  2^0=1 — cF — CjFj+C2F^+c3F3+o, 020486245 

ozz:eE-fejE,—e„E2-j-e3E3— 0,18097927;   ozzeF-f-e,F,— e2F,4^e3F3— o,o3293i4,- 

auxquelles  on  satisfaira  par  les  valeurs  suivantes: 

E  zzo,oi2i5485,  Ej  zz: — o,oc5i8o8i,  E^,  zz — -0,01373984,  E3  zz  0,01289513; 

E  ==  —  O5O0807951,  F,  zz  0,007077901,  F2ZZ  —  0,01594426,  F3ZZ  0,00025  J67. 

E  F" 

Maintenant  les  formules  tang  p  =  ^,  tang  Pj  z=  -^,  etc.  donneront 
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(3=i23'3()'45^3j  p,  =:  i43^48'4'',6;   (3,  —  4o°45'i2",9;   P3  =:  SS^Sa'aa/'g; 
B=z  0,01459616,  Bj  =:  — 0,0087723,  B2  =: -^  0,02104731,  Bj  z=  0,01 289^ 63^ 
d'où  l'on  tirera  par  les  équations  (D), 

B'zz — o,oi8o44i2,  B',rz — 0,08261528,  B'^iz:— 0,00389129,  B'3rro,oo2 17396; 
B'^"  zz  —  0,0135-133,  B,""  =10,01092708,  B/  =—  0,02681738,  63^*  rz:o,ci9i3344; 
B'^^zi: 0,00181^67,  B/^  zz —  0,00162911,  B^^'^  z=zo,o3Sgo3ig,  Bj^^zz 0,160^6082. 
Connaissant  maintenant  toutes  les  constantes  qui  entrent  dans  les  expres- 
sions des  variables,  h,  l,  Ii,  etc.  (A)  (§.  ^78.),  on  aura 

pour  la  Terre,  "V  sin  ^  zz 
0,002799. sin  (i26^49'32"-{-i^.22",C92i)  4-  0,017613. sin  (27°4oy  4- '•3'',66r5) 
-f  o,oi46i,6. sin(i23«36  45  "-f-^.î/',673)  — 0,00877a. sin  (143^48' 5"-h^-i6^649) 

—  0,021047  .sin  (4o°46'i3  "-}-/.7",i.684)  -i-  0,012898  .sin  (88°52'23''-4-/.5",4o2i)| 

pour  Mars,  Y  sin  ^'  zz 
0,014746. sin (iîi6'49  32'' -f^22>92i)  +  0,019903. sin r27«4o'7'  4-^. 3''',6325) 

—  o,ci8o44.sin (i23°36'45''-^;. 17  ,673)  — 0,082615. sin ri43°48'5''-]-^. 16"  649) 

—  0,003891.  sin  (4o°46'i3'^/.  7",2684)  + 0,002174. sin  (88°52'23"4-/.5',4o20; 

pour  Vénus,   7"^  sin  ro^  zz 

—  o,ooo5i3. sin  (i26^49'32"4- ^•22'',o92i)-j- 0,01 7955  .sin (27°4o'7'-f"''^''56^25) 

—  0,013571. sin  (ia3'' 36' 45"  4-/.  i7'',673)  + 0,010927.  sin  (43<'48  5'-f  M  6"  ,649) 

—  0,025817. sin  (4o°  46' i3''-=f-/.7",2684)  4-0,0191 33.sin(88°52'23"+^5",4o2i)j 

pour  Mercure,  7^*  sin  îo^^  zz 
o,oooi36.sin(i26°49'32''-|-f.22V92i)^-o,o25456.sin(27^4o'7"-f /.3",6625) 
-|-o,ooi8ii. sin  (123°  36'45'' 4-^.1 7",673)— 0,001629. sin  (i43'48'5"+^i6",649) 
-f'0,û389o3.sin(4o^45'i3''4-^7",2684)+o,x6oo6i.sin(88''52'23"-|-^5^4o2i>; 
ce  qui  donne  eti  même  terns  les  valeurs  de  /  zz  7  cos  ts,  etc.  en  mettant  les 
cosinus  à  la  placé  des  sinus.  Cela  posé  on  aura,  pour  un  tems  quelconque, 
éloigné  de  l  ans  de  l'époque  de  1800,  les  excentricités  et  les  périhélies  de 
ces  planètes,  au  moyen   des  équations, 

7  zz  y  (7*  sin^  to  +  7^  cos"  ro),         tang  ce  zi  r;^-. 

§.  280.  Le  même  procédé  à  donné,  pour  les  inclinaisons  et  les  noeuds, 
au  moyen  des  équations  (i3) .  ,  . ,  .  (20)  (§.  278.), 


t 
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Fj  :i=:  o,on3i853i,  F'j  =  0,0097764;  F'^j  =0,0002271,  F^^j  n:o,ooo3io6i5 
^——18', 67  9'  3,  orj~_i,s';-y, 488242,  g^z=z—&',^']'?A4v2,  ^3=i~-4^73a6448; 
G  —  —  0,6.6  :9B>.  .  G  —  —  a  G,  G''  zi:  —  0,9666752  .  G  :i=  —  ô  G  . 
G''  =  o,i69^o9<S2  .  G  =  sG;     G',  rz:  20,746966  .  G,  =z  «^  Gj , 

,--i,7^Ho37.G,  =z-ô,G„  G-,=:o,3795964i.G,  =  £,G,j 

^      "^G'^  =  0,2364!  ii3  .G^  ==  a^G^,     G\  =  i,i3667u6.  .  G^  =^  ^^  G^, 

G^'^zz  — 3,794i3i3().G.  zz  —  é^^^',     G'3r=  0,218 ic894.G3Zza3G3, 
G'3  m  1 ,35549635  .  Gj  =  0-3  G3,     G^'3  =z  5,5ooî>47  7  •  G3  —  £3,  G31 
d'où  Ton    (ire,   en  sui)stiluant    c^  zz  loS^S' 18''',    cj^  zz  126^  5' 25"  (§.   278. j, 

/F  sin  g  zz  F  sm  g  zz  F^  sin  g  zz  F^'  sin  g  zr.  ©  sin  g  zz  0,02*^79939; 
VF  co£  g  zi  F'  cos  g  z;  F""  cos  g  zz  F^'^  cos  g  zz  ©  cos  g  zz:  —  0,006  J37  58; 

(H; <  Fj  sii  g  zzo,oo2£74o2,  F'j  sirgjZZo,oo79oo2i,  F^j  sii  g^zzo,oooï83r2, 

'  !j^\sîr  g,  zzo, 0002613  FjCosgjZZ — 0,00187634,  F'jCosg.zz — ^0,00575888; 
F^j  cos  g^  -Z  —  o,oooi.:;378,     F'^^j  cos  gj  zz  —  0,00018997. 
Les   élémens   des   planètes  (Tob.   I.  §.  210.)   donnent,   pour  l'époque  de   1800^ 
les  valeurs   suivantes   des   quantités  ;>  zz  ô  sin  J  zz  P,  f/ zz  ô  cos  J  zz  Q,  etc. 

rPzzio,     P'zzo,o2'oi266,     P^  zz  0,067  Jt362i,     P^'  :zz  0,088262  gj 

^    ^ ^^  =  0,.    Q'zzo,0' i6c235,     Q^zz  0,01546733,     Q^^  zz  0,086307  ij 

et   les  équations     B)"(5.   278.)   deviennent,   en  faisant   ^  zz  o, 

P  zz  F  sir.  g  4-  Fj  siii  g,  -|-  G  sm  y\  -\-  Gj  sin  y\^  -\-  G^  sin  y\^  -\-  G3  sin  tj^, 
P'zz  F  sii;  g  4-  F'jSiia  gj  -|-  G'sin  y\  r\-  G'jSin  v),  4-  G'^sin  >i^  -|-  G'3sia  y\^)  etc. 
Substituons   les  valeurs    G'   (H;  sK  ,   ei  taisons   pour  abréger, 
G  sin  y\  zz  R,     G  oos  r\  zz  S,     Gj  sin  tj^  zz  R^,    etc. 
Gela   posé,    les  dernières  équations  se   changeront    en 

ozzo,o-93-34'  -f-R  +  R, +  R2  +  R3,  ozz— 0,00^2  392  +  S -]-S,-hS2+S3-, 
ozz:o,oic6  694 — aR-(-ajRj+ a^R^+oc^R^,  ozz — 0,03369901—  aS+ajSj+a2^2+"3-S3 
ozz—  o,o.>o2533— ôR — ô"jRj+J2Î^^+Ô3R^,  ozz — o,o219.j<'69 —  5S-ÔJ8J+60S2+Ô3S3; 
ozz: — o,o6i2ii84-eR  -f  EjRi-s^Ra+^sR^î  ozz— 0,091^7765-1-  £S+£iSj-£oSo+£3S3J 
lesquelles  seiont  satisfaites  par  les  valeurs  suivantes, 

Rzz  — 0,027  ■4%3,  Rjzz  —  0,0014^896,  R^zz — o,o(7'^82i8,  R3=zo,oc698366j 
S  zz  —  0,006:7927,  Sj  zz;  0,00128105,  Sg  zz  —  0,00218607,  S3  zz  0,01629821  j 
d'oii  l'on  a  conclu 
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Gzz:  —  o,o28iî3o5i,  G^n:  —  0,00191911,  G^^:-— 0,00769906,  Gjzz 0,0 16816865 
G'n:  —  OjOI96j685j  G'jZi: — 0,0.3981389,  G'^ziz — 0,00182014,  G'^mo, 00366791; 
6^=1:0,02728973,  G"*'j  =L  0,00342026,  G'^'^zi:  —  0,00875182,  G'^311:  0,0^*2795 15; 
G"^^iz:— 0,004782.53,  G^\  zzz — 0,00072849,  G^'„  zo, 02921 123,  G^^3z:Oj09249688. 
Il  en   résulte,  en  vertu   des   équations  (B,   (§.   278.), 

pour  la   Terre,    ■ 

é  sin  J  zz  G,026799''9  -f-  0,00.  î':î5  .  sin  (126^^  5'  1^" —  t .  25''', 5285) 
■ — 0,028231  .sin(77®2i'23' — LiS'  ,67  9  — 0,001919. sin(i3i°52''34''  —  i.i6'\']  i^g) 
~ 0,007699. sin (73=30' 16"  — ^.6', b74-|- 0,0168 17  .sin(24°32'i2''  — ^.4'',7326), 

pour    Mars, 

^'  sin  J'  =  0,02679989  -f-  0,009776  .sin  (126°  5'  25"  ■ —  t .  25'",5285) 
-1- 0,019667 . sin  (77°2/23'' —  /.  1 8^^,67  9)  —  0,0  9H 1 4.sin  (1 3 i^52'34"—^.i6",7 149) 
«— 0,001 820. sin (78" 3o' 16^' — t. 6  ,8;2y  -|-  o,oo366c>,sin (■24'^82'i2''  —  /,4''',7.826), 

pour    Vénus,  • 

e^sin  J^  _z:  0,02679989  -|-  0,000527    sin  (126'^  5'  25"'—  t .  25''',5285) 
-1-0,027290. sin  77''2i''23''  — ^  i8'',6729  -|-o,oo34 'S.sin'i  J:^5?/34" — /.i5'',7i49) 
—  0,008751  .sin  (7i°3o'i6''  —  /.6''',87  ii;-|-0-02  2795  .  sin  (24^82'! 2"  —  ^.4", 7 3 26), 

pour  Mercure, 
^'^  sin  J^'^  =r  0,02679989  -f-  o,ooo3i  i  .  sin  Ti  26^^  5'  aS"  —  t .  25  ^,5285) 
*— o,oo4783.sin(77'^2i'23'''  —  ^.i8'",679.9)  —  0,000728. sin  (i  3 1°52'34''  — /.i6",7i49) 
4-0,029211  .sin  78'^3o'i6'  —  t.Çs  ,872)  -f- 0,092497  .siri(24"'82'i2''' — ^.4' ^,7 326). 
Si  on  met  les  cosinus  à  la  place  des  sinus,  et  ©cosgzz — 0,006^8758  au 
lieu  de  ©  sin  g  zz  0,02679^39  ,  les,  formules  précédentes  se  changeront  en 
ô^cosJ,  ô'cosJ',  etc.  et  l'on  aura,  pour  un  tems  quelconque,  les  inclinaisons 
et  les   longitudes  des  noeuds   sur  l'écliptique  de   1800,  par  les  équations 

^■zzY  {f  sin^  J  4-  ô-  cos^  J),         iang  J  =  ^-î^^. 

(7   C  O  S  tl  ' 

§.  281.  On  a  déjà  vu  (§.  275.),  que  la  disposition  des  masses  qui 
composent  le  système  solaire,  et  celle  de  leurs  orbites,  est  telle  que,  malgré  toutes 
les  perturbations  qui  lésullenl  de  leurs  attractions  mutuelles,  les  orbites  des 
planètes  seront   toujours  à  peu  près  circulaires  et   dans   un  même  plan.     Les 
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équations  intégrales  que  nous  venons  de  trouver,  donnent  le  moyen  de  dé- 
terminer plus  exactement  les  limites,  entre  lesquelles  oscilleront  toujours  les 
excentricités  et  les  inclinaisons ,  ainsi  que  le  mouvement  des  apsides  et  des 
noeuds.  Il  résulte  des  équations  (A)  (B)  (§.  279.  280.)  ,  qu'à  une  époque 
quelconque   on  aura 

7=^zirA^+ A%+B^+B%^B=^^-f  B^-3-f  aAA^cos  ^6~  6  J  -f-  2  ABcos  iJ>-^—èt)  -f  cet» 
r  HT. F=4-F\H-G^4-G%+G-\+G^34-2F  F.cos  (g- 9^; -f  2FGCOS  9->]— ^0 -1- cet, 
et  ainsi  du  reste.  Il  est  visible,  que  ces  carrés  ne  peuvent  jamais  devenir 
plus  grands  que  les  valeurs  qu'ils  prendraient,  si  tous  les  cosinus  devenaient 
en  même  tems  positifs  et  égaux  à  l'unité  j  ce  qui  ne  peut  arriver  qu'après 
une  infinité  de  siècles.     Alors  on  aura 

'V-A4-A,-i-B4-B,+B,-|-B3,     é  — F  +  F^-f-G-f-G.-f  G.-f  G3. 
Il  en  est  de  même  des  expressions    que  nous   avons  trouvées    pour  Uranus^ 
Saturne,    et  Jupiter  (§.  277.).    Ainsi    les  limites,    au  delà  desquelles    il    est 
impossible  que  les  excentricités  et  les  inclinaisons  des  planètes  puissent  croî- 
tre, seront 

pour   JJranus^ 
Excentricité  z:i  o,o65322,     Inclinaison  :=:  0,044847  nr  2^  34'  8"} 

pour  Saturne^ 
Excentricité  zz  0,084742,     Inclinaison  zz  o,o4438  zz:  2°  82'  28'"; 

pour   Jupiter, 
Excentricité  =0,061 5 12,     Inclinaison  :zi  o,o3520i  zz  2*^  o'SS^'j 

pour  3 fars, 
Excentricité  zzo, 141375,     Inclinaisons  0,102274=:  5®  5o' 22"^ 

pour  la   Terre, 
Excentricité  =:  0,077725,     Inclinaison  zz  o,o85389  =:  4°  Si'  5o^^ 

pour    Vénns, 
Excentricité  zz  0,087917,     Inclinaison  zz  0,090027  zz  5^  8' 4o"j 

pour   Mercure, 

Excentricité  zz:  0^227995,     Inclinaison  zz  o,i55o68  zz:  8°  48'  52''. 

On  voit  que   ces  maxima    sont   peu   différens    des    valeurs   actuelles  (§.  209.), 

à  l'exception  des  excentricités  de  la  Terre  et  de  Vénus,  lesquelles  semblent 
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être  près  de  leur  minimum,  et  qui  ne  pourront  jamais  devenir  aussi  grandes 
que  l'excentricité  actuelle  de  Mars.  On  voit  en  même  tems,  que  les  plans  des 
orbiles  ne  foi  itont  jfiiTais  du  zodiaque,  auquel  on  donne  ordinairement  une  lar- 
geur de  huit  degrés,  et  que  l'inclinaison  de  Saturne  est  très-près  de  {•on  maximum. 
Nous  avons  vu  (§.  ''77)  ,  tj^e  les  mo}^ens  mouvemens  sidéraux  des 
apsides  de  Saturne  et  de  Jupiter  sont  de  2si",i  et  de  3'' 7  par  an,  mais  que 
les,  apsides    d'Uranus  ,    et    les  noeuds   de  toutes   les  planéies    n'ont   point    de 

vrai   m  yen   mouvement.     Le     vrai    lieu    des   péiiliélies   et  des  noeuds  ,     pour 

,  ,        ,         .  h  ^       p 

une   époque  quelconque,    est   donne    par    les   equaMons  tangrozr  ^,    tangj—  -^ 

si,  dans  les  fotmules  de  7  sin  te,  7  cos  10,  t)  sin  J,  ô  cos  J,  etc.  (§.  279.280.7 
on  substitue  pour  ^  ou  — t  le  nombre  d'années,  duquel  l'époque  est  posié- 
rieure  ou  antérieure  à  l'an  1800,  Au  reste,  toutes  ces  longitudes  son'  com- 
ptées depuis  le  point  équinoxial  de  18003  ^^  '^  ^*^  ^i^^  ^^^  ^O'''  <^l"^»  pour 
avoir  les  vraies  longitudes  comptées  depuis  l'équinoxe  mobile  ,  on  n'a  qu'à 
ajouter  5o'',i  à  tous  les  coetficiejs  de  t,  c'est-à-dire  à  a,  a,,  f,.  b,  Aj,  b^, 
^^>  S'  Si'  8'^'  81  '§•  "7'^*)-  Pour  le  prouver,  considérons  un  terme  quel- 
conque de  h  et  /,  ou  de  p  Gi  q  ,  tel  que  A  ^  B  sin  ([3  H- é^/ zn  7  sin  ro, 
ZzzBcos  <^-\-bt)Zizycosm,  to  étant  la  longitude  du  péribélie,  comptée  depuis 
Téquinoxe  fixe.  Fn  nommant  (te)  la  longitude  comptée  depuis  rétiuinoxe 
mobile,  on  aura  (t&)  zz  ro -]- 5o",i  .  ^,  et 

_  7  sir  (ro  -f-  5n",.  .  t)    _h  cos  5</'  I  .  f  4-?  ?in  5o'^i  .  t  

tang  (ît)  _  7co^(OT^5o",i.O    ~  Z~cj^  5./-',i  .  f  —  h  i.n  ào",~7t    "" 
B  sin  (^j+hf)  cos  5    ^^  I.  t  +  B  cos_((3jf^0s^n 5 ('■''-■. A  _   B  sir  (3  -4- ?>  t  ■+  5(/',  .t) 
Bcos  (i3-t-Èt]'cos  ôo^^Lt  — Bsin  (,3 -+- &f)sin5o",..f  B  cu^  (,j  -f-  0  f -+-5o",  .f;  * 

expression -cjoi  est   identique  avec-,  si   l'on   augmente   b  de    5o',i. 

§.  o>'2.  Il  en  est  de  même  des  inclinaisons.  Les  valeurs  précédentes 
de  cet  élément  se  rapportent  au  plan  fixe,  dans  lequel  la  terre  a  fait  sa  ré- 
volution autour  du  soicil  en  i8oo.  Dans  tout  autre  tems  l'o-bite  de  la  terre 
fera  avec  ce  plan  un  angle  qui  est  donné  par  la  valeur  de  e,  répondant  à  ce 
tems  t.  Si,  dans  les  formules  de  ô  sin  J  et  ô  cos  J  ^§.  260),  on  fait  i:=zo,  on 
trouvera  ^sinJrzo  et  dcosJzzio,  ce  qui  veut  dire  que  l'orbite,  décrite  par  la 
terre  en   180O5  coïncide  avec  le  plan  fixe  auquel  on  rapporte  toutes  les  orbi- 
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tes,  et  que  par  conséquent,  le  ponit  (.riiiteiseclion  de  ces  deux  plans  qui  ne 
font  qu'un  seul,  est  indéterniiiié.  Muis  à  la  même  époque,  le  plan  dans  lequel 
la  teire  circule  autour  du  soleil,  commencera  à  se  séparer  du  plan  fixej  et 
les  points  où  se  fait  celte  séparation,  et  qu'on  appelle  noeuds,  seront  déLer- 
minés^par  la  niéihode  ordinaire,  en  taisant  tangJ  zn  - — ,  et  supposant  f —  o 
après  la  différentiation.  Si  l'on  dilTéienlie  la  formule  [Jà)  (§.  27^),  en  fai- 
sant  l  zzz  o^  il   viendra 

T^  ~—  Fif,  cos  ii6'5'25"-j-^G^cos7i-f  Gjf?-jCosrjj  +  G2,^2Cos7i,-{-G3g'3Cosvi3, 

— ^  —  Fj  f^  .in  \'a6''5'-j.5''  —  Ggsin'/i  —  Gj.^^  sinv)j  —  G.^^sinT]^  —  G^ffosiny]., 

et  en  substituant  pour  F,    f^.   G,  g,  r\,  etc.  leurs   valeurs  (§.  280), 

—  zz  0,18361988,       -— zz. —  0,3^424^02^   d'où  il  vient 

J  zi  l5^°3^/7'^ 
C'est  dans   ce  point,  dirigé  sur  une  élôile  de  la  quatrième    grandeur    dans   la 
constellation  du  Lion,  que  foibile   *e  la  terre  en  1800  s'est  élevée  au-dtsius.  du 
plan,   dans  lequel  cette  planète   venait  d'achever  sa  révolution. 

Le  mouvement    de  l'orbite  de  la  terre  étant  un  des  objets  les  plus  im- 
portans  de  l'astronomie;,    attendu    qu'en  dépend   la  réduction  de  toutes   les  ob- 
servations ,     et  ce  mouvement  étant  composé  de  la   variation  de  l'obliquité  de 
l'éc'iptique,    et  de  la   précession    des  équinoxes  ,    due  à   Taction    des  planètes 
sui    la  terre,   il   faudra   déterminer  ces  deux  élémens  par  des   expressions  ana- 
logues aux   piécédentes,  lesquelles,    étant  des  intégrales   compleites,   pourront 
être  étendues  aux  époques   les   plus  éioigné*"S.     Soit  {l 'g-  4^-;  '^' C  l'équateur,. 
N'I   le   pian    de   l'orbe    terrestre  en   iSoo  ,    qui  est  regardé  comme  l'écliptique' 
fixe,    N I  la  véri'able  orbite    à  une  époque   queiccmque  ,     ensorle  ^que   I  sera 
îe  noeud  ascendant  de  l'orbite  sur  i'écliptique  fixe,  Tsi'lNzzT]  ou  t»  son  incli- 
naison, N',  N,  les  points  équinoxiaux  aux  époques  î  800  et  1  Soo  -f- 1,   desquels  on 
compte    les  longitudes    et  les  ascensions  droites,    ]NM  zz  J  et  ]NIiz:J — /  les 
longitudes  du  noeud  sur   I'écliptique  fixe  et  sur  I'écliptique  mobile,  N' N  zz  v 
et   N'I  —  Nl^i/  la  partie  de   la  précessi(m   du  point  équinoxial  en  ascensiort 
droite  et  en  longitude  ,,    laquelle  ne  dépend  pas  de  faction   iuno- solaire  &uf 
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le  sphéroïde  terrestre  ,  mais  seulement  de  l'action  des  planètes  sur  le  centre 
de  la  terre,  IN'N  :zr  e  et  ING  zz  e -f- ^  ^^s  obliquités  de  l'éciiptique  aux  épo- 
ques 1800  et  1800 -|-^.     Cela  posé  on  aura  dans  le  triangle  N'IN, 

,      ,      V  .  .  sin  J  sin  V  sin  CJ  —  i) 

ces  (e-h  £)  -rz  cos  e  cos  V)  —  sm  e  sm  vj  cos  J,    et  — r  zn zz:  — ^^^ i„ 

^      '  sin(_e-j-£)  sin  7j  sine 

Les  angles  t),  £,  v,  î^  étant  très-petits,  la  première  équation  deviendra 
cos  e  —  £  sin  e  rz:  cos  e  —  $  cos  J  sin  e,   ou  e  zz  ô  cos  J  zz  ^, 

$  sin  J  .         .  ...  1 

la  seconde  donnera  vzz  — ,  et  sinesinJzzsinesinJ — «srnecosJi-ecosesinJ,  donc 

sin  e  '       . 

z  zz  s  tang  J  cot  e  ::=:  ^  sin  J  cot  e  nzp  cot  e» 
On  doit  observer  que  N'IzzJ  est  la  longitude,  comptée  depuis  le  point  équi- 
îioxial    de  Fan  1800.     Pour    la  compter  du  point  équinoxial  vrai  ou  mobile, 
il  faut  substituer  J  -^  l .  5o^\^  pour  J   (§.  281.),  donc 
esinJcos/.So^'ji  ^~  ^cos  Jsin^.  5o'',i  zz/7  cos/.5o'',i  -j- ^sin^.5o'',i   pour  p,   et 

ç  cos  t .  So'^i  — p  sin  t .  5o'',i  pour  q. 
Or  p  étant  zz  G  sin  {y\-\-  §t)  +  cet.     q  —  G  cos  {ti  -j-^O  "h  cet,  (§.  278.  (B)) , 
il  faudra  mettre 

Gsin(n -j-gi^-l-^-So  ,])  au  lieu  de  p,  et  Gcos(7i-|-é''"l~'^-^""5'')  ^"  ^i^"  ^^  9* 
ce  qui  revient  à  ajouter  ôo^'^i  à  chaque  coefficient  de  ^,  tel  que  f^,  g,  g^,  etc^ 
Cela  posé  on  aura,  par  ce  qui  précède, 

s  zz  9^,  et  /zz^  cot  23*  28'zz:  2.3o35  .;?. 
Les  formules  précédentes  (§.  280.)  donneront  f  sin  J  ou 
p=z  0,027539  sin  (io3°i8'i8''-f- if.  5o",i)-t-o,oo3i  85.  sin  (i26"5'25''4-^24/',57i  5) 

—  0,028231. sin(77°2i'23^'^-|-^3i'',427i)-- 0,001 91 9.sin(i3i°5/34''-f-?.33",385i) 

—  0,007699. sin  (73«3o:i6'-|-^.43",228) -f-o, 01681 7. sin (24°32'i2"-f-A45'',3674)j 
et  l'on  aura  q,  en  mettant  les  cosinus  à  la  place  des  sinus.  Si  on  décompose 
chaque  terme  sin(a-|-oO  en  deux  autres,  sinacosa^-f-cosasino^  et  cos(a-j-fl/)  en 
Gosacosa^  —  sin  a  sin  a  ^,  qu'on  exprime  tous  les  termes  en  secondes  d'un 
degré,  et  qu'on   multiplie  ceux  de  /:;   par    2,3o35;  il  viendra 

l^  augmentation  de  P  obliquité   de  l'éciiptique;,   £  1=: 

—  i3o7",2i  .  cos  ^  .  5o'',i  —  5527^,78  .  sin  ^  .  5o'Vi  —  387^02  .  cos  i  .24'',57i5 
-=~53o'  ,93,sin^.24",57î5—  i274'',56.cos7.3i",4î7i  +  568i",76.sin^3i'',q27i 
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-\-  26/^"  M  -cosi  .  33'',385i  -|-  .q'^'A  .  sîn  / .  33  ',  î85i  —  45o'',9i  .cos  /  .43'',2o8 
4-i5.t2',68.siii^.43'>28+ h55'49.cos/.45  ,36;4  —  ]44c/',48.sin^45",3674^ 
la  précession  des  points  éqiiinoxiaux  en   longitude,   i  zn 

1273^', 28  .  cost  .  5o'',i  —  3oll''^^7  .smt.  5o'',i  -|-  i223'',o  .  cost  .  2^'..6'j\5- 

—  891", 5 1  .s'mt .z^'^ô-jiS —  Tdo8'j'\^6 .cost.Si  ',^'0'-^  —  2935". 97.8111^. 3 1", 4^71 

—  678''',i6.  cos  r.  33  ,3851  +  6o8",67  .  sin  / .  33",JF5i  —  ^'507    5i.cos^4J'',228 
— 1038^68.  sini.  43^,228 -f  3318'',  15.  cos/.  45 ',3674 +7  268  ,68  .sin/.45 ',3674. 

Si  l'on  fait  tzno,  les  deux  formules  précédentes  deviennent  nulles,  ainsi  que 
cela  doit  être.  En  faisant  tnzioo  et  i:=z — 100,  on  trouvera  êzh — 49'. i  ^t 
£11148^9,  /— 8''  et  iz^ — io'',9*  Pour  i  zn  —  2000  on  aura  s  =;  847^4  et 
z'zz: — 1260'' j  d'où  l'on  conclura  ce  qui  suit.  L'obliquité  de  l'écliptique  a. 
éprouvé,  des  plus  anciens  tems  de  l'astronomie,  une  diminution  qui  va  tenu- 
jours  en  croissant,  et  qui  est  actuellement  de  49"  P^^"  siècle 3  ensorte  qu'au 
tems  d'Hipp-arque  l'obliquité  doit  avoir  été  de  23°  4a''  Tout  cela  est  con- 
forme aux  observations  (I.  §.  83. \  Depuis  le  tems  d'Hipparque  les  points 
équinoxiaux  ont  avancé  de  20'  5o'\  et  leur  précession  séculaire,  qui  est  ao 
tuellement  d'environ  9',  va  en  décroissant:  elle  se  changera  en  rétrograda- 
tion au  bout  d'environ  4*^0  ans.  Si  on  suppose,  suivant  les  meilleures  obser- 
vations (L  §.  9').),  la  rétrogradation  annuelle  des  points  équinoxiaux  égale  h 
5u'',i,  elle  doit  avoir  été  de  27°  5/  depuis  le  tems  d'Hipparque.  En  y  ajou- 
tant la  précession  de  20' 5/,  due  à  l'action  des  planètes,  on  aura  la  rétro- 
gradation moyenne  pendant  cet  intervalle  =:28^io'5j",  ce  qui  étant  divisé 
par  2000,  donnera  la  précession  annuelle  des  équinoxes,  due  à  l'action  luno- 
solaire  zz  60 '',7  ,  à  peu  près  comme  nous  l'avons  trouvée  par  la  théorie  de 
l'attraction  (§.   118.). 

La  formule  précédente  de  s  ne  renfermant  aucun  arc  de  cercle,  mais 
seulement  des  sinus  et  cosinus,  il  est  évident  que  les  variations  de  l'obliquité 
ne  sont  que  périodiques,  ou  des  oscillations  dont  les  limites  extrêmes  pour- 
ront être  déterminées  de  là  manière  suivante.  La  somme  de  deux  termes 
de  £,  dépendant  du  même  argument  r},  et  ayant  la  forme  A  cos  t]  ^ -4- B  sin  iq:^,. 
sera  un  maximum,  lorsque 
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—  Ari  sln  y]t  -\-  Br\  cos  r\i  zz:  o,   ou   tangT^/rr  -,    donc 

d'où    il  résuUe   la   plus  grande    valeur   des    deux   termes, 

A  cos  y\t  -1-BsHT7]^  =  l:y'(A''4-B^). 
Cela   donne  la    limite,  au  delà  de  laquelle    s  ne  peut  jamais   croître  ou  décroîfre, 

Il  est  donc  impossible  que  l'obliquilé  devienne  jamais  plus  granie  que  aS^^i' 
ou  plus  petite  que  i8°35  ,  et  les  oscillations  de  cet  angle  seront  toujours- 
renfermées  dans  un  arc  de  9^47'-  Mais  comme  ceia  suppose  que  toutes  les 
combinaisons  de  ileux-  termes  homologues  de  e  parviennent  à  leur  maximum 
en  même  lem.s,  il  est  aisé  de  voir  que  les  oscillations  de  l'obliquité  seront 
effectivement  rentVimées  entre  des  limites  beaucoup  plus  resserrées  ,  qu'on 
trouvera  en  égalant  à  zéro  la  différentielle  de  e.  Les  maxima  et  les  minlma 
de  l'obiiquité  seront  donc  donnés  par  les  valeuis  de  i'^  qui  satisfont  à  l'équation, 
o  zr  ^  (•  '^07. il  .  sin  ^/  -  55  7,':8  .  cos  II  +  "-I  (•>87-02  .  sin  y\t  —  5ic,93  .  cos  y)/) 
-|_  K  .1  '7  i.5o  .  sin  v.t  -\-  56  5 1 .76  .  cos  v.t)  —  X  (  64,^4  .  sin  \t  —  "94^4  •  cos  X  i) 
-|-M.  (|5  91  .sinj-t/H-  i5  2,6S  .  cosiJ-.}  — v  (3  55  49  •  sin  v^; -^  144*^4'^  •  cos  v/), 
en  faisant   pour  abréger, 

5  ',1  =  ^,  24'  5;  5  -VI,  3i",4  7IZZH,  33'^3[5'— X,  43',228=(x,  45\3674i=v. 
Il  est  visible  que  féquation  précédente  seia  satisfaite  par  un  noa.bre  indé- 
fini de  valeurs  de  ^  ;,  parceque  cliaciue  siiius  appartient  à  une  infinité  d'arcs, 
^l,  ■r\f,  etc.  d'où  il  résultera  un  nombre  infini ,  non  seulement  des  maxima  et 
minlma  de  a,  mais  aussi  des  périodes  de  l'augmentation  et  de  la  diminution 
de  l'obliquité,  lesquelles  ne  reviendront  dans  le  même  ordre,  que  lorsque 
tous  les  angles  ^/^  y\f,  etc.  auront  fait  un  nombre  entier  de  révolutions,  ayant 
respectivement  augmenté  de  m.^ôj'^,  «.3to'',  etc.  d'où  il  naî  ra  une  grande 
période  qui  renferme  un  grand  nombre  de  petites  péi iodes,  et  une  immensité 
de  siècles.  Nous  nous  boinerons  à  déterminer  les  périodes  les  plus  proches 
de  l'époque  où  nous  sommes,  les  autres  se  perdant  dans  l'éternité.  L'équation 
précédente,    —  :zz  o,  est  satistaile   par  les  valeurs  suivantes  de  U 
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i)  i  zn  —  3ii'^9,     2)  ^  nz  —  16200,5,     3)  tzn  —  38oaj 
4)  ^zi:-f-4782,      5)/z=+i7546,       6;  ^  =  4- 32359; 

qui  donnent  ces  valeurs  de  e, 

3)  £  -  +  4*  3'  3o",     2)  e  =  -  2«  7'  49",     3j  ê  =-t-  o»  i\'  47", 

4)  Ê  =:  —  o^33'37^     5)  a  =:  -j-  i«53'20^     6)  e  zz  —  2<»  28'  5i". 

On  en  a  conclu  les  résultats  suivans.  L'an  29379  avant  l'ère  chrétienne,  l'obli- 
quité a  eu  sa  plus  grande  valeur  de  27''3i'3o'''.  Depuis  celte  époque  l'obliquité 
a  diminué  pendant  i4979  ^^^  jusqu'à  Tan  i44oOj  où  elle  a  été  de  ai'ao'ii". 
Après  cela  l'obliquité  a  augmenté  pendant  12398  ans,  et  deux  mille  ans  avant 
J.C.  elle  a  été  de  23*52"' 47'-  Pendant  les  8584  ans  suivans  l'obliquité  va  en 
croissant,  et  l'an  6582  de  l'ère  chrétienne  elle  sera  de  22*  54' 23".  Ensuite 
l'obliquité  augmentera  pendant  i2764ans,  jusqu'en  19346,  où  elle  sera  de 
25^  21' 20".  Depuis  cette  époque  elle  diminuera  pendant  i48i3ans,  et  l'an 
34169  elle  parviendra  à  son  minimum  de  20°  69'  9".  Dans  cet  intervalle  de 
plus  de  635  siècles  les  variations  de  l'obliquité  seront  renfermées  dans  un 
arc  de  6^i2'2i',  de  2o'^59'9"'  à  27'^3i'3o'':  le  milieu  entre  ces  deux  extrêmes 
est  24^  16'  -o",  ce  qui  n'excède  l'obliquité  actuelle  que  de  47'* 

Les  périodes  de  l'augmentation  et  de  la  diminution  de  l'obliquité  sont 
très -différentes  entre  elles,  de  c6  à  i5j  siècles;  mais  malgré  toutes  ces  anoma- 
lies on  apercevra  aisément  la  loi  de  stabilité  que  la  nature  observe  ici,  ainsi 
que  ,  dans  les  règnes  organisés  de  notre  globe  ,  elle  maintient  la  perpétuité 
des  espèces,  sans  considérer  les  individus;  on  verra  qu'après  un  nombre  infini 
de  petites  modifications,  elle  revient  toujours  à  l'état  primitif.  L'angle  formé 
par  l'écliptique  et  l'équateur  ,  duquel  dépendent  les  vicissitudes  des  saisons, 
change  avec  une  lenteur  excessive  ,  étant  toujoui's  renfermé  dans  les  limites 
étroites  de  21'  à  28^.  Il  y  eut  un  tems,  où  Tété  et  l'hiver  des  zones  tempé- 
rées étaient  plus  rigoureux,  les  jours  d'été  et  les  nuits  d'hiver  plus  longs  qu'à 
présent;  il  viendra  un  tems,  où  les  saisons  seront  plus  modérées  ,  les  jours 
d'été  et  d'hiver  moins  différens  les  uns  des  autres.  Mais  la  différence  sera 
toujours  peu  considérable,  et  au  bout  d'une  infinité  de  siècles,  Tété  et  l'hiver, 
le  printeras  et  l'automne,  se  succéderont  précisément  comme  aujourd'hui. 
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§.  283.  La  véritable  révolution  de  la  terre  autour  du  soleil,  que  nous 
appelons  l'année  sidérale,  est  constamment  de  même  durée,  parceque  les  per- 
turbations des  planètes  n'altèrent  point  les  grand  axes  de  leurs  orbites.     Mais 
l'année  tropique    est  plus  courte  que  Tannée  sidérale  ,    du  tems  que  le  soleil, 
suivant  son  moyen  mouvement,    emploie  à  parcourir  l'arc,  duquel  les  points 
équinoxiaux  rétrogradent  dans    cette  année.     L'année    tropique  sera  donc  pa- 
reillement d'une  longueur  constante,  si  le  mouvement  des  points  équinoxiaux 
est  uniforme  5  mais  elle  diminuera  ou  augmentera  ,    si  le  vrai  mouvement  des 
points  équinoxiaux  s'accélère  ou  se  ralentit:  ce  qui  est  réellement  le  cas,  mal- 
gré l'uniformité  du  mouvement  de  ôo'''  à  5i'\  dû   à  l'action  luno- solaire  sur 
le  sphéroïde  de  la  terre,  parceque  le  mouvement  d'une  demi-seconde,  qui  ré- 
sulte de  l'action  des  planètes,  change  d'un  siècle  à  l'autre  (§.  282.).  Or  l'année 
tropique  étant  déterminée  immédiatement  par  observation,    en  supposant  uni- 
forme le  mouvement  des  points  équinoxiaux  (L  §.  122  —  124.),  il  en  résulte, 
que  la  durée  de  l'année  paraîtra  diminuer  ou  augmenter,  selon  que  la  correction 
de  la  rétrogradation  des  points  équinoxiaux,  due  à  l'action  des  planètes  ,    est 
positive  ou  négative:  par  conséquent  le  moyen  mouvement  du  soleil  paraîtra 
avoir  une  équation  séculaire,    qui  sera  positive  dans  le  premier  cas,  négative 
dans  le  second  ,    et  qui  en  effet  n'est  qu'une  équation    du    point   équinoxial. 
D'après  cela ,    la  longueur  moyenne    de  l'année    tropique  sera  celle  qu'on  aura 
conclue,  en  ne  considérant  que  la  rétrogradation  des  points  équinoxiaux,  qui 
résulte  de  l'action  du  soleil  et  de  la  lune,  parceque  le  mouvement,  dû  à  l'action 
des  planètes,  est  périodique,  tantôt  positif,  tantôt  négatif,  tantôt  nul.  Ainsi,  pour 
trouver  la  moyenne  année  tropique,  on  doit  retrancher  de  sa  longueur  vraie  ou 
observée  ,    la  partie  qui  résulte  de  l'action  des  planètes  ,    en  convertissant  en 
tems  le  mouvement  annuel  des  points  équinoxiaux  d'environ  une  demi-seconde, 
en  raison  du  moyen  mouvement  du  soleil.  L'expression  précédente  de  z\§  282.J 
donnant    l'intégrale    de    ce  mouvement    pour  i  ans ,    on  aura    le  mouvement 
annuel  pour  une  époque  ,    postérieure  ou  antérieure  à   l'an   iSoo  de  itl  ^  ans, 
en  différentiaut  l'équation  i,  et  en  égalant  dt  à  une  année,  ou  faisant  B/zzi: 
ce  qui  étant  converti  en  tems,  en  multipliant  par  ^— — ,— zz  — — -— i=.24,û494^i 
donnera    la  différence  entre  l'année  moyenne    el    l'année    vraie    en  secondes. 
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Ainsi   le  nombre   de  secondes  ,    dont  la  vraie  année  tropique  est  plus  longue 

d  i 

que  l'année  moyenne,  sera  24,3494^  •  t^  ==  ^>  ^^  ^'°^  trouvera 

/^  —  —  ^5",3o83  .  sin  it  —  \-l\%o^^  .cos^i—  S'^b^-^ô  .  sin  -^t  —  2^586  .cosrit 

-}-48'',5553.  sin  >t^—  10^8903  .  cos  st^-f-  ^"^Q-]'.^-]  •  sin  \l -{-  2'',39S8  .  cosXe 
4-  ^y'^^99  '  S'"  1^^  ~  5",3oo4  .  cos  \Lt  ^-  i7'',77o5  .  sin  vt  -j-  38'',9282  .  cos  ^L 
Si  l'on  ôte  k  de  l'année  tropique  vraie  ou  observée,  il  restera  l'année  moyenne^ 
on  aura  l'année  vraie,  en  ajoutant  k  avec  l'année  moyenne. 

En  faisant  (zzo,  on  trouvera  pour  l'époque  de  i^oo,  /?:  rz -f- 4"î74;  ce 
qui  nous  apprend,  que  l'année  1800  est  de  4|  secondes  plus  longue  que  l'an- 
née moyenne  :  d'où  il  suit  que  ^  —  4''574  ^st  l'augmentation  de  la  vraie 
année  tropique  pendant  l  ans  depuis  x8oo.  La  plus  grande  valeur  possible. 
sera  trouvée,  comme  précédemment  (§.  282.),  en  ajoutant  ensemble  les  racines 
de  la  somme  des   carrés  de  deux  coetficiens  du  même  argument.     Cela  donne 

d'où  il  suit  que  la  vraie  année  tropique  ne  pourra  jamais  s'écarter  de  l'année 
moyenne  de  plus  de  3^  minutes,  et  que  la  plus  grande  différence  possible 
entre  deux  années  vraies  est  de  6  ^,  minutes.  Mais  pour  trouver  les  véritables 
maxima  et  minima  de  k,  qui  indiqueront  les  changemens  qu'éprouvera  l'année 
tropique  dans  un  grand  nombre  de  siècles  avant  et  après  1800,  il  faut  égaler 

à  zéro   la  différentielle    de  ^  ,    et  substituer    en  k  la  valeur    de  t  qui  résulte 

dk 
de  l'équation  — -  =  o.     Cela  donnera 

o    t 

l  z=:  —  4836  et  /t  =:  4-  37^9^     t  =  -j-  5764  et  k  =z  «=-  38''. 
On  trouvera  kzno,  si  t  ziz -\~  ^i'j . 

Delà  on  tirera  les  conclusions  suivantes.  Antérieurement  à  l'année 
3o36  avant  J  .  C.  l'année  tropique  a  été  plus  longue  que  l'année  moyenne, 
et  Tannée  3o36  a  été  la  plus  longue  parmi  un  grand  nombre  de  siècles,  sa- 
voir de  38  secondes  plus  longue  que  l'année  moyenne.  Depuis  cette  époque 
jusqu'en  1800  après  J.  C.  l'année  a  toujours  diminué  ,  et  diminuera  encore 
jusqu'en  7564«  L'année  1800  n'a  excédé  l'année  moyenne  que  de  5  secondes, 
et  l'année  2227  lui  sera  exactement  égale.  Depuis  cette  époque  l'année  sera 
plus    courte    que    l'année  moyenne  jusqu'en  7664  ?    où  la  différence   montera 

*      . 
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à  38'^:  après  cela  les  années  recommenceront  à  augmenter,  en  se  rapprochant 
de  Tannée  moyenne.  La  diminution  continuelle  de  l'année  depuis  3ooo  an» 
avant  J.  C.  jusqu'à  nos  jours,  que  nous  venons  de  trouver  par  la  théorie,  est 
conforme  à  ce  que  quelques  astronomes  ont  conclu  des  observations  les  plus 
anciennes  ,  comparées  avec  les  observations  modernes  (II.  §.  190.)  ;  mais  la 
même  théorie  prouve  ,  que  celle  diminution  n'existera  pas  toujours  ,  qu'au 
bout  de  5764  ans  elle  se  changera  en  augmentation  ,  et  que  la  longueur  de 
l'année  est  toujours  renfermée  entre  des  limites  très-élroïtes. 

§.  284.  Puisque  ïéquation  séculaire  de  la  lune  dépend  uniquement  de 
l'excentricité  de  l'orbe  terrestre  i§.  260.)  ,  on  pourra  maintenant  décider  la 
question  ,  si  cette  équation  est  d'une  progression  continuelle  ou  périodiquej 
et  quelles  sont  ses  périodes  et  limites.  Nous  avons  trouvé  (^§.  258.)  l'expres- 
sion générale  de  l'équation  séculaire  de  la  lune,  œ^ 

m' ô- u  i^  —  70,49742  ./i'' a/, 

ou  en  secondes  d'un  degré, 

y  étant   l'excentricité  variable    de  la  terre  ,    dont  la  valeur    est  donnée    pour 
une  époque  quelconque,  par  l'équation  (§    281.) 

7^  z=:  A^  -j-  K\  +  B^  -^  B\  +  cet.  z=zf-Y  $• 
Cette  expression  est  composée  d'une  partie  constante 

J-  A'  -I  A^  i-  B-  -h  B\  -f  B\  +  B^3 , 
et  d'une  partie  variable 

(|)r=2AAj  ces  (6  —  bJ~|-2AB  cos  (&  —  (3—  dt)  4-  cet 
On  aura  donc,  en  intégrant, 

œziz  —  ccfi  —  ocf(^  a  tf 

le  premier  terme  apparlenant  au  moyen  mouvement  de  la  lune,  et  le  second 
donnant  l'équation  séculaire  de  ce  mouvement.  Si  on  désigne  par  I  la  vraie 
excentricité  de  la  terre  à  l'époque  de  î8oo,  on  aura  pour  un  tems  quelconque 
i,  le  carré  de  la  vraie  excentricité  en  fonction  du  tems  (§.  sSo.), 

7^  zz:  1 2  +  D  ^ -j- E  ^^ -j- cet. 
ce  qui  étant  comparé  avec  l'équation  7^  ^^f^  ^»  donnera 
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d'où  l'on,  tirera,  en  faisant  tzno, 

4)'  =  ^-/, 
ce  qui  est  ia  partie  variable  ou  l'équation  du  carré  de  rexcentricité,  à  l'époque 
de   1800.     n   en    résulte  l'équation  séculaire,    ou  plutôt  la  partie  variable  du 
moyen  mouvement  de  la  lune  dans  le  dix -neuvième  siècle, 

donc   en   nommant   N'   le  moyen  mouvement  séculaire ,    apparent  ou  observé, 
dans  le  dix -neuvième  siècle,  et  N  le  véritable  mouvement  moyen,  on  aura 

N'  — N- a(r— /),     partant  NniN'-}- arr^'  — /), 
en  faisant  /zri,  parceque  t,  dans  ces  formules,  désigne  le  nombre  des  siècles 
(§.  25o.)»  Dans  tout  autre  siècle,  la  différence  entre  les  mouvemers  séculaires, 
moyen  et  apparent,  sera  —  a.J(pdfzz. —  acp,  parcequ'on  peut  regarder  0  comme 
constant  pendant  cent  ans.  Si  on  emploie  les  valeurs  précédentes  (§.  279.  209.), 
A  zzz  0,002799,  A j  rz:  0,017613,  B  =z  o,oi4'^95, 
B,  zr  —  0,00877?,  B„  :=r—^  0,02 1047 j  B3  zz  0,01289^;  I  zz  0,0167798,- 
on  trouvera 

y  rz  0,0012173416,  I^  zn  0,0002815617;   donc 
r^  — /•=  —  0,00093578,  a  (P  -y)  zz—  i36c7  ",  N  zz  N'  —  13607'". 
Ainsi  on  aura  le  vrai  moyen  mouvement  séculaire  de  la  lune,  en  retranchant 
3*'46'47"  du  mouvement  observé  dans  le  dix -neuvième  siècle. 

La  plus  grande  valeur  possible  de  l'excentricité  de  la  terre  étanl7i:o, 077720 
(§.  281.);  7^zz;y4-cp  ne  peut  jamais  devenir  plus  grand  que  0,006041176,  ce 
qui  donnera 

7^ — y  zz  cp  zz  0,004823834,    donc  acî5  zz  70144'' ^=^  l9^29'4'"• 
Il   s'en   suit  que   le  mouvement  séculaire   de  la   lune  ne  peut  jamais  être  de 
195  degrés  moindre  que  le  mouvement  moyen,  ni  de  23|  degrés  moindre  que 
le    mouvement    actuel.     La    plus    petite    valeur  de  (J)  ou  7^ — yesto— yiz: 
= —  o,ooi2i73|i6j  ce  qui  donnera 

acp —  — 17701"  zz  —  4«55'i^ 
Ainsi   la  plus  grande  valeur  possible  du  mouvement  séculaire  de  la  lune  sera 
de  4*^j>'  plus  grand  que  le  mouvement  moyen,  et  de  î°8'  plus  grand  que  dans 


5i8  A  S  T  R  0  N  0  M  I  E    P  H  Y  S  I  Q  U  E 

le  dix-neuviëme  siècle.  Il  suit  de  là,  que  le  mouvement  séculaire  de  la  lune  sera 
toujours  renfermé  entre  les  limites  N'-f-i^S'  et  N' — 23°i6',  et  que  le  plus  grand 
changement  possible  ne  monte  qu'à  24^24'.  Mais  les  véritables  limites  étant 
beaucoup  plus  resserrées,  il  ne  sera  pas  inutile  de  les  déterminer. 

§.  285.  Le  moyen  mouvement  séculaire  de  la  lune,  pour  une  époque 
quelconque,  étant  wzzN— a(7^— /)  (%.  284.),  il  deviendra  un  maximum  ou  un 
minimum  en  même  tems  que  y— 7^:  ainsi  les  périodes  de  l'excentricité  de  la 
terre  donneront  celles  du  moyen  mouvement  de  la  lune.  Pour  les  trouver,  il 
faut  égaler  à  zéro  la  différentielle  de  l'équation  7^:i=A'+Ai^-hB^+cet.  (§.  281.). 
Au  moyen  des  valeurs  précédentes  (§.  279.)  on  trouvera 

y^  zn  0,001217342  -(-  0,000098609  .  cos  (99''9'25"  -|-^.i8'',4296) 
-4-0,00008 ] 7 i3.cos(3°i 2'i3''-t-^,4",4i 91  )  —  0,000049 j  1 3.cos(;343°i'27"-j-^.5",443 1 ) 
—0,0001 17836.  cos(86°4'i9''4-^.i4''>8237)-[-o,oooo722(9.cos(37^57'9'~|-/.i6'',69) 
+o,ooo5 1 4 1 34.cos(95''56'38''+/.  1 4",o  1  o5)—o, 0003090 1 6.cos(  1 1 6^758''+^.  1 2",9865) 
—  0,00074142 .  cos  (  1 3<'5'6"-)~^.3",6o6)  -|-  o,ooo454335  .  cos  (6i°i  2']  &' ^l.\" .-^^Qi) 
— 0,000266066  cos(339°48'4i"+/,i",o24)—o,ooo6i4378.cos(^82'^5i'32"-f-^.io'',4o45) 
-{-o,ooo376485.cos(34°44'22"+Ai2",2709)-[-o,ooo369o67.cosfio3^2'52"+A9'',38o5) 
— o,ooo226283.cos(54"55'42"+/;.u",-^469)-o,ooo542(,a.cos(3ii°52'5o''+^i'',8663). 
Parmi  le  grand  nombre  de  valeurs  de  t,  qui  font  évanouir  la  différentielle  de 
J'expression  précédente,  les  plus  petites  sont 

iz=-  —  i3248  et  ^zz-f- o36io. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente,  on  trouvera 

^^^=^f — o,oco83i3o8  zz  o,ooo386o34,  et 

y'^zz.f — 0,001203909^=0,0000154326;   donc 

7  —  0,01964775  et  7  =  0,003908435. 

Delà  on  tirera  les  conclusions  suivantes.  L'an  11448  avant  J.  C.  l'excentricité 

de    l'orbe   terrestre   a  été   un  /72a:j7>«i/m  zz:  0,01964775.     Depuis   cette  époque 

elle  va  toujours  en  décroissant  pendant  36858  ans,  et  parviendra  à  son  /?i//??*- 

mî/m  zz  0,003928435  l'an  25410  de  l'ère  chrétienne;  alors  elle  commencera  à 

croître.     Dans    cet   intervalle    de   36858   ans,    qui  renferme  le  siècle  présent. 

l'excentricité  de  la  terre  sera  toujours  renfermée  entre  o,oo39  et  0,0196. 

On  en  a  conclu,  pour  celte  période,  les  limites  de  Cpzz7^— /(§.  284.): 
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cpzz — o,ooo83i3i  et  cp  =  —  0,001201915  donc 
—  a(p=z3°2i2S'\  et  — a  $11:4^5 1' 17''. 
Il  s'en  suit  que,  1  i44S  ans  avant  J.  C.  le  mouvement  séculaire  de  la  lune  a 
été  un  minimum^  savoir  de  3°2ï^q.S"  plus  grand  que  le  mouvement  moyen,  et 
de  25'ig''  plus  petit  que  dans  le  dix-neuvième  siècle.  Depuis  cette  époque  le 
mouvement  séculaire  augmente  pendant  36858  ans,  et  parviendra  à  son  maximum 
l'an  25410,  quand  il  sera  de  4^5 1'^ 7'  plus  grand  que  le  mouvement  moyen, 
et  de  i°4'3o''  plus  grand  que  dans  le  siècle  présent:  ensorle  que,  dans  celte 
longue  période  de  36858  ans,  le  mouvement  séculaire  n'augmentera  que  d'un 
degré  et  demi,  après  quoi  il  commencera  à  diminuer.  Ainsi  on  voit,  com- 
bien les  véritables  limites  de  ig  degrés  sont  plus  étroites  que  les  limites  possi- 
bles de  24^24'  (§.  284.). 

§.  286.  L'explication  précédente  de  l'équation  séculaire  de  la  lune,  qui 
s'est  trouvée  parfaitement  conforme  aux  observations  aussi  bien  qu'à  la  théorie 
de   la  gravitation,    n'est   pas   moins   importante   sous   un  autre   point   de  vue, 
parcequ'elle  prouve  que,  depuis  l'origine  de  l'astronomie,  la  vitesse  de  la  rota- 
tion de  la  terre  n'a  point  changé  (§.  iig.)-     En  effet  le  moindre  changement 
de  cette  vitesse  alongeravt  ou  accourcirait  le  jour,   qui  est  la  mesure  univer- 
selle du  tems  dans  l'astronomie:  il  changerait  donc  nécessairement  le  nombre 
qui  exprime  chaque  période,  quand  même  cette  période  serait  invariable.  Si  la 
vitesse  de  la  rotation  augmente,    ou   que   la  durée    du  jour  diminue,    chaque 
période  astronomique,  l'année,    le  mois,  etc.  sera  exprimé  par  un  plus  grand 
nombre  de  jours  et  de  ses  fractions 3  le  contraire  aura  lieu,  si  la  rotation  est 
retardée.     Ainsi,  lorsque  le  nombre  qui  représente  une  période,  indépendante 
de  la  rotation  de  la  terre,  ne  change  pas,  il  faut  en  conclure  que  celte  rota- 
tion est  invariable,  à  moins  que  d'autres  observations  ne  prouvent  le  contraire: 
car  il  n'est  pas  impossible,  quoiqu'il  soit  infiniment  peu  probable,  que  la  rota- 
tion et  cette  période,  étant  supposées  indépendantes  l'une  de  l'autre,  changent- 
précisément  dans  le  même  rapport.     Le  résultat  ne  sera  plus  douteux,  s'il  est 
ronfirmé  par  différentes  périodes.    Or  il  est  certain  que  la  longueur  de  Vannée 
n'a  pas  changé  depuis  deux  mille  ans,  ou  que  le  petit  changement  qu'on  croit- 
avoir  aperçu,  est  expliqué  par  des  causes  physiques  (§.  283.).  Il  en  est  de  même- 
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de  la  lune.  Les  observations  de  vingt  siècles  nous  aprennent,  que  le  mois 
diminue  continuellement,  ou  que  le  moyen  mouvement  de  la  lune  devient 
plus  vite;  mais  on  a  vu  que  c'est  une  véritable  accélération,  dont  nous  venons 
de  donner  l'explication  physique.  Si  l'on  en  fait  abstraction,  le  rapport  du 
jour  à  l'année  et  au  mois,  et  par  conséquent  la  durée  du  jour,  ou  la  vitesse 
de  la  rotation  de  la  terre,  n'a  point  changé  depuis  deux  mille  ans. 

Supposons  par  ex.  que  la  longueur  du  jour  ait  augmenté  de  la  cen- 
tième partie  d'une  seconde,  depuis  Hipparque  jusqu'à  nos  jours,  ensorte  que 
l'espace  de  cent  années  Juliennes,  ou  le  siècle  soit  actuellement  plus  long 
que  celui  d'Hipparque  de  365  secondes,  pendant  lesquelles  la  lune  parcourt 
un  arc  de  3'2o".  Cela  posé  le  mouvement  séculaire  de  la  lune  serait  à  pré- 
sent de  3  20"  plus  grand  que  dans  le  tems  d'Hipparque.  Mais  cet  arc  sur- 
passe beaucoup  la  différence  qui  existe  entre  ces  deux  mouvemens:  en  effet, 
le  mouvement  séculaire,  observé  par  Hipparque,  après  avoir  été  corrigé  par 
l'équation  séculaire  dont  nous  venons  de  donner  l'explication  physique,  est 
sensiblement  le  même  que  le  mouvement  actuel.  On  peut  donc  être  certain, 
que  la  longueur  du  jour,  ou  la  période  de  la  rotation  de  la  terre,  n'a  pas 
changé  de  la  centième  partie  d'une  seconde  pendant  deux  mille  ans,  et  que, 
par  conséquent,  elle  ne  chi^nge  pas,  dans  l'espace  d'un  an,  de  la  2ooooon^e 
partie  d'une  seconde. 

§.  287.  Les  recherches  précédentes  tiennent  h  un  des  objets  les  plus 
intéressans  de  l'astronomie j  et  il  faut  convenir  que,  sous  ce  rapport,  une 
détermination  sure  et  exacte  des  masses  des  planètes,  principalement  de  Vénus, 
serait  un  des  plus  grands  enrichissemens  de  cette  science,  puisque  les  résul- 
tats précédens,  étant  fondés  sur  la  grandeur  supposée  des  masses  planétaires, 
pourront  paraître  douteux,  si  les  masses  ne  sont  pas  bien  connues.  Mais  il 
est  aisé  de  s'assurer,  que  cette  incertitude,  sans  altérer  les  conclusions  géné- 
rales que  nous  en  avons  tirées  relativement  à  la  stabilité  du  système  solaire, 
n'influe  que  sur  la  grandeur  des  limites  et  des  périodes  que  le  calcul  nous 
a  données.  Les  limites  pourront  s'élargir  ou  rétrécir,  les  périodes  pourront 
s'alonger  ou  raccourcir;  mais  elles  ne  pourront,  devenir  infinies,  que  lorsque 
les  expressions  analytiques,   qui  ont  donné  les  mouvemens  séculaires,  renfer- 
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ment  des  arcs  au  lieu  des  sinus.  On  se  rappellera  que  toutes  ces  formules 
dépriident  de  la  solution  de  l'énuaiion  algébrique  qui  donne  les  quan- 
tités h,  g,  par  lesquelles  le  tems  /  se  Irmive  multiplié  dans  les  expressions, 
B  sin  i<^j~\-ht',  G  sin  (71 -t-^/)  (§.  273.  'i.']^.);  et  nous- avons  vu  (§.  '^7").)  que, 
quelles  que  soient  les  niasses,  des  planètes,  ces  expressions  ne  peuvent  ren- 
fermer ni  exponentielles  ni  arcs  de  cercle,  parceqne  toutes  les  planètes  cir- 
Gulent  autour  du  soleil  dans  le  même  sens.  Il  est  donc  certain,  que  l'arrai.- 
gemeni  du  système  planétaire,,  que  l'Auteur  de  la  nature  a  choisi,  ne  renferme 
aucun  germe,,  duquel  puisse  sortir  le  moindre  désordre,  et  que  son  état 
actuel,,  à  de  petites  oscillations  jirès,.  durera  élernellement ,  à  moins  que  (.\qs 
eauses  externes  ou   des  corps  étrangers  ne  viennent  à  le  déranger. 

Il  n'y  a  donc  que  les  comètes  qui,  en  s'enfonçant  de  tems  en  tems 
dans  l'intérieur  du  système  planétaire,,  pourraient,  à  ce  qui  paraît,  détruire 
les  conclusitjns  précédentes.  Mais  une  pareille  crainte  serait  beaucoup  moins 
raisonnable  que  celle  des  inondations,,  combustions,  ou  autres  des'ructions, 
auxquelles  on  croyait  autrefois  que  la  terre  fût  exposée  à  chaque  approche 
d'une  comète.  Il  est  infiniment  peu  probable,,  qu'une  comète  vienne  raser  la 
terre,  mais  il  n'est  pas  tout  à- fait  impossible^  et  dans^  un  pareil  cas,  les 
vapeurs  qui  environnent  ou  composent  la  comète,  pourraient  sans  doute  pro- 
duire sur  notre  globe,,  des  révolulions  funestes  ou  salutaires.  Mais  un  hazard 
si  peu  vraisemblable  ne  suffirait  pas  pour  défigurer  le  mouvement  de  la 
terre,,  ou  pour  déranger  ie  système  entier.  Le  grand  nombre  des  comètes 
qu'on  a  observées,  surtout  de  celles  qui-  ont  passé  très -près  de  la  terre,  ou 
qui  ont  traversé  le  système  des  satellites  de  Jupiter  (II.  §.  j6i.),  a  fourni 
une  preuve  incontestable,  que  leur  masse  est  si  peu  comparable  à  celle  des 
planètes,  que  les^  comètes^  ne  pourront  jamais  causer  un  trouble  sensible  dans 
le  mouvement  des  planètes.  Quand  même  le  cas  extraordinaire  d'une  ren- 
contre on  d'un  choc  aurait  lieu,  on  pourrait  être  assuré  qu'à  cause  de  la  peti- 
tesse de  la  masse,  cela  ne  produirait  que  des  révolutions  locales,  ou  des 
dérangemens  passagers  qui  n'influeraient  pas  sur  les  mouvemens  séculaires,  ou 
sur  l'état  général  du  système  planétaire.  Aussi  a-t-on  vu  que,  malgré  les- 
ehx3cs    ou  rencontres  q^ui  dans  le  grand,  nombre  des  siècles  écoulés  peuvent 
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avoir  pu  lieu,  raluaclion  mutuelle  des  planètes  suffit,  pour  expliquer  toutes 
les  ii.é^^alités  de  leur  mouvement,  et  t]ue  l'action  des  comètes  n'y  laissé  aucune 
trace,  les  orbes  planétaires  étant  aujourd'hui  aussi  peu  excentriques  et  inclinés, 
qu'ils  1  ont  été  dès  leur  origine.  Il  semble  donc  qu'on  peut  admettre  le 
principe  général,  qu'aucun  corps  céleste,  dont  l'orbite  est  très -excentrique, 
ne  peut  causeï  des  perturbations  -sensibles  dans  les  orbites  circulaires,  à 
cause  de  la  petitesse  de  sa  masse,  ou  de  la  disposition  de  son  orbite.  De 
pareilles  réflexion-s,  en  dissipant  la  terreur  qu'inspiraient  autrefois  les  comètes, 
rassureront  les  astronomes  sur  l'exactitude  €t  la  certitude  des  résultats  qu'ils 
ont  trouvés  et  qu'ils  trouveront  encore  par  le  calcul  des  perturbations  des 
planètes  ('}.  Ces  résultats  donnent  sujet  à  une  observation,  par  laquelle 
nous  allons  terminer  la  théorie  de  l'astronomie,  et  qui  rend  cette  science 
aussi  intéressante  pour   le  philosophe  que  pour  le  géomètre. 

Nous  avons  déjà  observé    §.   îo.),  que  les  lois  de  la  nature,  aussi  bien 
que  celles  de  la  société  civile,  sont  de  deux  genres  essentiellement  différens, 
qu'on    peut   distinguer   par   le    nom  des   lois  absolues  et  positives,   ou  nécessaires 
et   arbùnures.    Il  faut  mettre  au  nombre  des  premières,   non -seulement  celles 
qui  sont  absolument  nécessaires  à  l'existence  d'un  monde  matériel  quelconque, 
comme    l'impénétrabilité,    mais    aussi    chaque   loi   générale   que    le  hazard    ou 
la  sagesse  suprême  nous  parait  avoir  choisie  parmi  plusieurs  autres,  parceque 
nous   n'en  voj^ons   pas   la  nécessité,    et    qui    influe  essentiellement  sur   l'orga- 
nisation   de  l'univers,    en  sorte   que,    cette   loi    étant  abolie,    il  résulterait  une 
autre    physique,    une    autre   nature^    enfin,    toute   loi  qui   peut   être   énoncée 
par  un   théorème  général,    telle  que  la  loi  de   l'attraction.   Les  lois  arbitraires 
ou   positives  comprennent  la  manière  individuelle,   dont  les  lois  générales  ou 
absolues    sont    appliquées,    Vurnmgeinent    des    diverses    parties   de    l'univers,     la 
grandeur  de   l'échelle,    adoptée   dans   Texécution    du    plan,    la   direction  du    mou- 
vement,   etc.     L'influence    essentielle   que    les   lois   de   la   première  classe  ont 
sur  la   nature  entière,    pourrait  autoriser  la   conclusion  qu'on  s'est  permis  d'y 
fonder,   que  ces   lois,  étant  indispensables   pour  l'existence  de  l'univers,  n'ont 


(i)  Voy.  Mécan'icjue  céleste,   Tom.  IV.  pcg    a3o. 
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besoin  d'autre  législateur  que  la  nécessité.    La  seule  conséquence  qu'on  pour- 
rait en  tirer,    c'est    que   tout   ce  qui  suit    des   lois  absolues,    est    le    résultat, 
non  d'un  choix  libre,    mais  d'une   nécessité  impérieuse;    et  il  est  visible  que 
cette  conséquence  ne   peut   nullement  être   étendue   aux   lois   que  nous  avons 
appelées   aiJntiaires.     Ainsi,    puisque    les    lois  générales   ne   constituent   qu'un 
moncte  possible  ou  idéal,  et   qu'on  ne   peut  pas  concevoir  un   monde   re'e/  sans 
lois  individuelles,  sans  dimensions  déterminées,  etc.  qu'en   un  mot  aucun  être 
ne  peut  exister,  sans  que  toutes  les  circonstances,  même  les  plus  indifierentes, 
dans  lesquelles   il  pourra  se  trouver,   soient  pleinement   déterminées^   on  élait 
obligé    d'abandonner    au    hazard   les    lois    positives  que   les   observations  nous 
font  connaître,    pour  ne  pas  recourir   à  une  cause  agissant  librement  et  sage- 
ment   Mais  si  on  réfléchit  que   l'univers    a  existé    des   milliers   d'années   Sens 
le  moindre  dérangement,   si  le  calcul  et  les  observations  prouvent,   ainsi  que 
.nous   l'avons   vu,    que   cet  ordre  et  celte  stabilité  sont   l'effet  des  lois  mêmes 
que  nous  avons  appelées  arbitraires,    que    ces    lois  ont  été   choisies   précisé- 
ment   telles    qu'elles    devaient    l'être,    pour  que  le  monde  conservât  son   état 
primitif  éternellement  ou  pendant  une  immensité  de  siècles  —  peut -on   attri- 
buer   au    hazard,    ce    qui    indique    de    la    manière    la    plus   évidente  un  plan 
générai?  est -il  possible  de  ne  pas  reconnaître  la  sagesse  suprême,    qui  a  eu 
autant   de  soin   de  la   conservation  que  de  la  beaiité   de  son  ouvrage? 

Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  de  donner  plus  d'étendue  à  ces  réflexions,  dont 
l'application  est  facile.  Quand  même  on  voudrait  supposer,  que  la  loi  fonda- 
mentale de  la  mécanique  céleste,  l'attraction  de  chaque  molécule  en  raison 
inverse  des  carrée  d -s  distances,  soit  absolument  nécessaire,  parcequ'autrement 
l'univers  se  détruirait  en  peu  de  tems,  et  que  par  conséquent  les  lois,  suivant 
lesquelles  les  planètes  décrivent  des  ellipses  autour  du  soleil,  et  troublent 
mutuellement  leurs  orbites,  ne  prouvent  aucune  sagesse  législatriccj  —  quand 
on  se  permettrait  cette  supposition,  quoique  l'impossibilité  d'autres  lois  ne 
puisse  êire  démontrée;  on  ne  disconviendra  cependant  pas,  que  sans  piéjudice 
de  ces  lois,  les  masses  célestes  auraient  pu  être  distribuées  dans  l'espace  de 
mille  manières  différentes,  qui  n'auraient  assuré  au  système  solaire  qu'une 
courte   existence.     C'est    clairement    prouvé  par  le  calcul  qui  a  fait  fobjet  du 
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Cliapjtre  jîrésent,  el  dont  le  résultat  dépend  de  la  distribution  arbitraire  de»- 
lîîasses  planétaires,  laquelle  nous  est  connue  par  l'observation  seule,  el  qui 
n'admet  aucune  recherche  a  priori,  aucune  apparence  de  nécessité.  On  a  vu 
qu'une  autre  disposilioa  des  masses  transformerait  tout-à-fait  le  système  solaire, 
et  qu'un  autre  arrangement  des  orbites  pourrait  le  détruire  à  la  longue  (§.  i^^4.), 
mais  que  l'arrangement  actuel  est  tel^  que  rien  ne  s'oppose  à  une  durée  éter- 
nelle. Quiconque  est  capable  de  comprendre  ces  ventés  sublimes,  ne  peut 
qu'adorer  la  sagesse  suprême  qui  destina  la  plus  parfaite  machine  à  une  durée 
éternelle,  en  mettant  dans  sa  première  organisation  le  germe  de  l'immortalité,, 
et  en  prescrivant  aux  corps  célestes  des  limites  insurmontables,  dans  les- 
quelles ces  masses  immenses  circuleront  élernellement  sans  interruption  et 
sans  confusion^. 
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